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DIFFÉREWTIATION    d'uNE    INTÉGRALE    DÉFIKIE    PAR    RAPPORl 

A    SES    LIMITES. 

-448.  On  sait  qu'étant  donnée  une  fonction  quelcon(|ue 
de  X,  /(j:),  il  existe  toujours  une  autre  fonction  (f(x) 
telle,  que  l'on  ait 

et  que  l'intégrale  générale  def(x)  dx  est  alors  représen- 
tée par 

C  élant-  une  constante  arbitraire. 

Désignons  par  ii  rintcgrale  Ae  f[x)dx^  prise  entre 
deux  limites  aeib\  on  aura 

5T01UI. — ^n.fïL  i 
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L'intégrale  déGnie  u  ne  dépend  plus  de:c,  maïs  elle  est 
une  fonction  des  limites  a  et  />,  et  l'on  peut  se  proposer 
de  la  différenlier  par  rapport  à  Tune  ou  à  l'autre  de  ces 
limites.  On  y  parvient  aisément  sans  effectuer  l'intégra- 
tion. En  effet,  de  l'égalité 

on  déduit 


du 


et  puisque  9' (x)  =f[x)^ 

•(I) 


(lu  .,    . 


du 


s  =/<"• 


449.  Si  a  et  è  sont  des  fonctions  d'une  certaine  va- 
riable t^  indépendante  de  x,  en  désignant  par  du  la  diffé- 
rentielle totale  de  u  considérée  comme  fonction  de  la  va- 
riable indépendante  ^,  on  aura  (I,  46)  [*] 

du  du 

du  =.  —-  da  -\ — Trdb  ^ 
da  do 

et,  par  conséquent, 

(2)  du=  —  f{a]da^f{h)dh. 

On  obtiendra  du  en  fonction  de  t  en  remplaçant  dans 
cette  formule  «,  fe,  da^  db^  par  leurs  valeurs  en  fonction 
de  t. 

Interprétation  géométrique, 

450,  Soit 

l'équation  en  coordonnées  rec- 
tangulaires de  la  courbe  CD'  : 
l'intégrale  définie 


Fig.  loi. 


«  =    /     f{x)dx 


[  *]  (I,  46)  indique  un  renvoi  au  n^  46  du  premier  volume.  Les  ren- 
vois au  second  volume  seront  simplement  indiqués  par  le  numéroVdu 
paragraphe. 
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représente  Taire  ABCD.  Donnons  aux  limites  a  cl  b  les 
accroissements  inOniment  petits 

on  aura 

et 

^«  =  — AA'C'C4-  BB'D'D. 

Or,  on  peut  remplacer  AA'C'C  et  BIVD'D  par  les  rec- 
tangles ACEA'  et  BDFB'  qui  n'en  di fièrent  que  de  quan- 
tités infiniment  petites  du  second  ordre  (I,  17)-,  on  aura 

donc 

AA' a C=/ (a)  fia,     BB'D'D -z/{h)  Hb, 

et,  par  suite, 

du  ==z  —/ (a) lia  -i- / (b)  (ib. 

DIFFÉRENTIATION    d'uNE    INTÉGRALE    DÉFINIE    PAU    RAPPORT 

A    UN    PARAMETRE    QUELCONQLE. 

451 .  Supposons  que  la  fonction  placée  sous  le  signe   i 
dépende  d'une  variable  /,  autre  que  x,  et  soit 

a  =z   /     /{a-,  e)dr. 

Si  les  limites  a  el  b  sont  indépendantes  de  f,  on  aura, 
pour  raccroisseraent  Af  donné  à  f, 


u=J    f{x. 


h 


n  -{-  àu=    I     /{x,  t  -h  M)  dr, 

d'où 

'  /{je,  t  -^  M)  dx  —    j     /{.r,t)dt: 
a  J  a 

=    /  \f{^y  t  4-  It)  -/(x,  t)\  dr^, 
Ja 

par  suite, 

t,a  _  Ç^  f(x,  t-r-  AM-/(.r,  /) 


Au  __  r 


-  dx^ 


1  . 
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et,  si  l'on  ('ail  dccroilre  indéfiniment  At,  on  aura,  à  la  li- 
mite, 

du_    Ç  "  df{x,  t) 


(3) 


Ja  'A 


dx% 


4'o2.  Quand  a  et  è  dépendent  de  /,  du  désignant  la  diffé- 
reiilielle  totale  de  «,  et  — »  —,  —  les  dérivées  partielles 
de  cette  fonction ,  on  a 


da    dh  '  dt 


du    ,  du    ,,         du   ^ 

du  =^ -j-  da  -\- --r  db  -h  ---  dt. 
da  db  dt 


Mais  (-448,  4oi  )  ' 

du  r,  s  ^'*  /•/  t  \  ^^'^ 


donc 


(4)    du::=—fia,t)da-h/(b,t)db-\rdtf 


d/{.T,  t) 

dt 


d/{^,t) 

dt 


dx; 


dx. 


Intei-prctation  géométrique. 

453.  Soît  CD  la  courbe  dont  l'équation  est,  en  coor- 
^*8'  '^^*  données  rectangulaires, 

y=f{x,  t). 
Si  OA  =  a,  OB  =  i,  on  aura 

u  =.   \     /(^,  ^)  ^a:=:aireACDB. 

J  a 

^  ®'  *  Donnons  à  t  l'accroîssement  in- 
finiment petit  dt  :  a  vlb  qui  sont  des  fonctions  de  t  re- 
çoivent des  accroissements  kh!=da^  BB'=  rfi.  En 
même  temps  la  courbe  CD  se  change  en  une  autre  courbe 
EH  infiniment  voisine,  et  l'on  a 


h-\-dh 


H  -h  du 


=  f  /(x,  t -h  dt)dx=z  aire /i'GEB\ 

Ja  -h  da 


Mais 


aireA'GHB'  =  AEFB  —  AEGA'  +  BFHB'-, 


du 
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donc 

du  =  A'GHB'— ACDB=  (AF.FB—  ACDB)  —  AEGA'-f  BFHB', 

ou,  en  négligeant  des  înGiiitncnt  pciils  du  second  orcire, 

f     f  [x,  t -Jf  dt)  d.r -^     I     /{x,t)dx 

-'/{a,t)da-^/(b,  t)db; 
et  enfin 

du  =  dt    C    il^S^lAdx^f[a,t)da+/[b,t)db. 

niFFÉREKTlATlON  d'une  IRTÉGRALE  IKDÉFIME,   PAR  RAPPORT 

A    UN    PARAMÈTRE    VARIABLE. 

454.  Soit  u  l'intégrale  indéfinie  de  f  [x^  t)  dx^  dans 
laquelle  /  désigne  un  paramètre  variable  qui  ne  dépond 
pas  de  x;  on  peut,  sans  rien  ôtcr  à  la  généralité  de  cette 
intégrale,  l'écrire  sous  la  forme 


a 


^  [t)  étant  une  fonction  arbitraire  de  t,  DifTérentions 
mai  menant  par  rapport  à  t,  en  supposant  que  a  ne  dé- 
pende pas  de  t  :  nous  aurons  (451  ) 


du__  r- 


^^^.*f«). 


mais  comme  i|^'  [t)  est  une  constante  par  rapport  à  x,  le 
second  membre  revient  à  l'intégrale  indéfinie  de  — -  r/x,  et 


Ton  peut  écrire 


dt 


Ainsi,  pour  différent icr  une  intégrale  indéfinie^  par 
rapport  à  un  paramètre  ^variable,  il  suffit  de  difjêren- 
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tier,  par  rapport  à  ce  païamètre^  la  fonction  placée  sous 

le  signe  1  • 

INTÉGRATION    SOUS    LE    SIGNE. 

455.  Si  Ton  multiplie  par  dy  rinlégrale  définie 

b 


j    /{^t  X)^^y 


el  qu'on  intègre  ensuite  par  rapport  hy^  on  aura 

jdjr  I    f[sy  y)dx. 

Or,  je  dis  que  l'on  peut  intervenir  Tordre  des  intégra- 
tions, et  écrire  là  formule 


En  effet,  on  a  (451) 


donc,  en  intégrant  les  deux  membres  de  cette  équation 
par  rapport  ky^  il  en  résultera 

/     dx\f{xyx)dx=zlJxj    f{x,y)dx. 

En  prenant  pour  limites  dej^"  les  constantes  c  eid^  on 
aura 


b  /»rf  nd 


(6)     f  ^^  f  /(^,r)^J=    f  dy  f  f[^>x)dx. 
456.  L'interprétation  géométrique  de  cette  formule  est 
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r  ses  deux  membrt's  repré&Kiilciil  ^galri 


nt  le 


" 

(ff 

/' 

/ 

/     / 

7" 

volume  ABCDA'il'C'D'  rom- 
pris  entre  la  surfaio  qui  a  pour 
équation  z=y(x,^},  le  plau 
desx^  et  les  quai le  plans  qui  ont 
pour  équations 


DÉTERMINÂT  10»    DE   l'iHTÉGRALE 


X- 


4^7.  On  peut  déterminer  une  intégrale  définie  quand 
on  connaît  l'intégrale  indéfinie;  mais  il  y  a  souvent  des 
simplifications.  Ainsi,  quand  on  a 

il  en  résulte 

et  si  i^(x)  est  une  fonction  plus  simple  que  f(^,  l'in- 
tégrale cliei'cliée  sera  ramenée  par  celle  formule  à  une 
intégialc  plus  simple. 

Suit,  par  exemple,  l'intégrale 


J  if{^)d^. 


-£• 


En  intégrant  par  parties,  on  a 
Çna'xdx^  rsin"-'.jrrf(— cosr) 

:=  —  sin*"' J^  COS.1 4-  (n  —  i)  /  sin"~'j'  cos'jrfi; 
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OU  bien,  en  remplaçant  cos*j:  par  i  — sîn'.r, 

/  s\n"xdx  =  —  sin'*"*  x  cosx  H-  («  —  i)  i  s\n"-^ rclx 

-(«-.)/sin-..^.. 
De  là  on  tire 

/sin" x^ijn  == sin"~'  x  cos^  H —    /  sin"~*  x</x. 
n                                  n     J 


Inléffrons  maintenant  entre  les  limites  o  et  ->  et  obser- 

vons  que  le  premier  terme  du  second  membre  s'annule 
à  ces  deux  limites,  n  étant  plus  grand  que  i  :  il  viendra 

/î  —  1 
(i)  w„= //„-,. 

Soit  n  un  nombre  pair  :  nous  aurons  successivement 

_n  —  Z 

n  —  •?. 

'^/l— 4  7  ^n—Sf 


•  m 


I 
2 


tt,  =    I     dx  z=z  — 

Jo  2 


Si  Ton  multiplie  toutes  ces  équations  membre  à  mem- 
bre, il  vient 


I    3  5 


TT    I    o    o        n  —  I 


En  cbangeant  «  en  «  -f- 1  dans  la  formule  (1)1  on  aura 

n 


• 
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€t  ensuite 

n —  1 

^'—1=  - — -«»-*, 


n  —  I 
/i  — 3 


"«—3  o    ^'il^l} 


2 

3 


«»=ô  «Il 


«1=1     si 


o 

En  multipliant  toutes  ces  équations  membre  à  membre, 

on  aura 

yo\  2  4  6  /î 

<3)  „^.  =  ..^.^. ..__.. 

458.  La  formule  (i)  ne  peut  plus  servir  h  la  détermî- 
nalion  de  u„  quand  n  n'est  pas  un  nombre  entier;  mais 
on  peut  l'employer,  dans  ce  cas,  à  réduire  Tindice  au- 
dessous  de  Puni  lé. 

Dans  tous  les  cas,  en  faisant  j'rr:  sinjr,  Tintégrale 


X 


2 

sin'*xdx 

0 


se  ramène  à  la  suivante 


£ 


qui  est  algébrique. 

FORMULE    DE   WALLI8« 

459.  Les  formules  (a)  et  (3)  conduisent  à  la  valeur 
de  -  exprimée  par  un  produit  d'une  infinité  de  facteurs. 
En  effet,  puisque  sin  j:  est  moindre  que  runilé,  on  a 

sin''x>  sin'''*"'j? 


ïo  couBs  d'analyse. 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  -; 
donc  on  a 


it 


0  «/o 


o 
c'esl-à-dîre 

Delà,  et  des  formules  (2)  et  (3)  trouvées  plus  haut  (457), 
on  tire 


2        i335       n  —  i/i-hi 
On  aura  de  même 

ou  bien 


^2244  ^  "       /Î-+-2 

2       i335       /i  —  i/i-fi/i-hi 


Donc,  si  Ton  pose 


2244  ''  " 

i335       n  —  i/ï  +  i 


on  aura 


->A     et     -<A =A|n f- 

2  2  /i-f-i  \        /ï  +  i/ 

II  en  résulte  que 

^  =  A(i  +  a), 

a  étant  une  quantité  plus  petite  que  >  et  comme 

ceci  est  vrai,  quelque  grand  que  soit  /i,  on  aura,  en  sup- 
posant A{  =  00  , 

n        22446 

—  ___  ^  •  ^  •  ^  •  —  •  ^  •  •  •  • 

2       I    3  3  5  5 


Cette  formule  remarquable  a  été  découverte  par  Wall i s. 
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EXERCICES. 

1 .  Démontrer  que 

r 


''^  »\nmx 


^'o      sinx 


flx  =  t: 


m  étant  un  nombre  entier  positif  et  impair, 
3.  Étant  donnée  r  intégrale 


£ 


b 

f(x)ax, 


la  changer  en  une  autre  qui  ait  fwur  limites  deux  nombres  donnés, 
à  l* ait  le  de  la  substitution  x  =  mjr-^-n^  m  et  n  étant  deux  nombres 
inconnus. 


I 


I  ■ 


'.\!\    K 


',    V     -- 


1 
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SUITE  DE  LA  DÉTERMINATION  DES  INTÉGRALES  DÉnNlES. 

Intégrales  eulériennes  de  seconde  espèce.  —  Intégrales  obtenues  par  la 
diflerentiation  ou  Tintégration  sou»  le  signe,  —  par  des  considérations 
géomélriques,  —  par  la  séparation  des  quantités  réelles  et  des  imagi- 
naires, —  par  une  équation  différentielle. 


INTÉGRALES    EULÉRIENJNES    DE    SECONDE    ESPÈCE. 

460,  On  donne  le  nom  àUnlégrale  euléiienne  de  5e- 
conde  espèce  à  Tinlégrale  définie 


(I)  r(«)=r 

•/o 


QO 
0 


On  doit  supposer  n  positif;  car  si  n  était  égal  au 
nombre  négatif  — p^  l'intégrale  considérée  aurait  une 
valeur  infinie.  En  effet,  on  a,  a  étant  compris  entre 
o  et  I, 

or,  poura  =  o, -1- est  infini  :  l'intégrale  I    x  ^  ^e  'dx 

^     «  t/o 

est  donc  infinie,  et  il  en  est  de  même,  à  fortiori^  de  Tin- 


J/»oo 
I      X^P'^C^dx. 
0 


461.  L'intégrale  F  (//  4-  i)  peut  se  ramener  à  F  (/i). 
En  intégrant  par  parties,  ou  a 

Or,  x"e"'  s'annule  pour  j?  =  o,  et  aussi  pour  x  =  oo  , 
En  effet,  puisque 


X  x^ 


f*  z:::  I  -I-  -  H h  .  .  •  "H 


l  1.2  1.2.3.../ 
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on  a,  quel  que  soit  i, 
par  conséquent 


.r'-» 


I . 2.  .  .  f 


Or,  quand  on  prend  C^n^  ce  qui  est  évidemment  per- 
mis, le  second  membre  devient  infini  pour  j:  =  oo  .  Donc 
le  produit  jc"""e*  devient  aussi  infini,  et  par  conséquent 
son  inverse  x"e~'  devient  nul  pour  x  =  oo  . 

Diaprés  cela,  si  Ton  intègre  entre  les  limites  o  et  oo  ^ 
on  aura  ' 

ou 

(2)  r{n-{-j)  =nT(n). 

462.  On  aura  de  même 

r(/i)  =  (/i  — i)r(/i  — 1),    r(/i-i)zr:(/i  — 2)r(/<  — 2), 

et  si  n  est  entier,  on  arrivera  à 

r(2)  =  ir(i), 

Jr»oo 
e-'dxz:=U 
0 

Par  conséquent,  on  aura  pour  /i  entier  et  positif 

(3)  r(Aî)  =  1 .2.3. . .(«  —  i). 

Si  /2,  sans  être  entier,  est  plus  grand  que  i,  la  formule 

r(n)={n~-i)r{n-i) 

permettra  de  réduire  l'intégrale  T  (n)  à  Tihlégrale  F  (v), 
dans  laquelle  v  désigne  un  nombre  positif  moindre  que  i; 
de  sorte  que,  pour  calculer  F  (/z),  il  suffit  d'avoir  les  va- 
leurs de  celte  fonction  pour  les  valeurs  de  Tindice  n  com- 
prises entre  o  et  i . 

463.  L'intégrale  F  [n)  peut  prendre  une  autre  forme  ^ 
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en  posant  e~'  =y,  on  a 

X  =  1  —  )     ax  =: ' 


r-^''-" = -f  {'T  " =x'  (v-)"*' 


donc 


'■""=x'('jr*- 


INTÉGRALES    QUI    SE    DÉDUISENT  d'uNE    INTÉGRALE  CONNUE,    . 
PAR    LA    BIFFÉRENTIATION    SOUS    LE    SIGNE. 

464.  La  différenliation  sous  le  signe  permet  de  déduire 
d'une  intégrale  définie  connue  de  nouvelles  intégrales. 
En  voici  quelques  exemples  : 


r*     dx  ir    -1 

f        ==—  a    ' 


1. 


Différentions  n   fois   par  rapport  à   a  :    il    en   résulte 
(nM51) 


X 


**I.2.3.../Î  I      3     5  2/7   —  1  I  TT 

ftJO  =  -_._._..  . . .  —  , 


Q       (j:^  -h  û)""^'  2     2     2  2  n-l-y    2 


in-»-l  ^     ^     ^  ^ 

a 


et,  par  suite, 

r^  ^^  1.3.5.  ..  (2 /î  —  i)         ir 

^''         J        (^'-i- «)"■*•'  ~"         2.4.6.  .  .2/î  ^' 


X 


2a 

e-^dx  =  -  • 
0  « 


Sirondîfféreniie  les  deux  membres  de  cette  égalité /i  —  i 
fois  de  suite  par  rapport  à  a,  on  aura 

I       ^-«'x"-»ûfjFz=l  .2.3.  .  .  («  —  l)  «-«, 
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OU  bien 


X 


(2)  /      «-""  X*-' r/x  = 


465.  Ce  dernier  résultat  subsiste  quand  on  remplace  la 
quantité  réelle  a  par  Texpressioii  imaginaire  a-hb  ^-r  i  ) 
dans  laquelle  la  partie  réelle  a  est  positive. 

En  effet,  on  a 


/• 


,  , —  ^— (a-*-*v/^)« 

e-\"^W-0'dx  z= -f-  C 


et,  par  conséquent, 


a  -h  b\l—  I 
—  êr^icosbx  —  J — isin&jr) 
a  -\-  0  ^ —  I 


X 


a  -{-  b  ^ —  I 

Si  maintenant  on  différentie  cette  égalité-  n  —  1  fois  par 
rapport  à  â;,  on  aura 

(3)         r^('W^)^x-rfx=  ';='-^-  •''jL::'),       • 

•/o  [a  -h  b  \^' —  if 

ce  qui  est  la  dernière  formule  du  n°  464  éiendue  au  cas 
plus  général  où  a  représente  une  expression  imaginaire 

a  -h  b  y/ —  I . 

466.  Cette  formule  fournira  d'autres  intégrales,  au 
moyen  de  la  séparation  des  quantités  réelles  et  des  ima- 
ginaires. Posons 

a  -h  b  sj—i  =  p  (ces  0  +  y'—  i  sin  0), 

c'esl-à-Jire 

I —  a  ,  b 

p:=Ja^-hb^y      cos9  =  — =j      smO  rr=  --  ; 

)/a^  -h  b'  s/a'  4-  b^ 

l'équation  (3)  devient 

e~^'  ^cos  bx  —  ^ —  I  sin  bx)  a^'-^dx 


o 


=2  — -^  (^cos/îô  —  y —  isui/îôj, 
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équation  qui  se  partage  en  deux  autres  : 


^-axj.n-i  gin  ^^  ffj,  __  /  sin  /?0, 

(4)  i    "  ' 

I      tf-" j:"— '  ces  bx  dx  = i  ces  n  0 . 

Notre  démonstration  suppose  que  n  est  un  nombre  en- 
tier 5  mais  ces  formules  subsistent  quel  que  soit  n, 

IIÎTÉG RALES  DÉDUITES    d'aUTRES  INIÉGRALES,  AU  MOYEN   DE 

l'intégration    SOUS    LE    SIGNE. 

467.  L'intégration  des  intégrales  définies,  par  rapport 
aux  constantes  qu'elles  renferment,  fournit  encore  de 
nouvelles  intégrales.  Soit,  par  exemple,  Tintégrale 


X 


e~^*cosoxajr  =z  


a' 


qui   se  déduit  de  la  dernière   formule  (466)  en  faisant 
n  =  i.  lien  résulte,  c  étant  une  constante  moindre  que  a^ 


\     da  \       e-^ cosojcdjc  =  1     - 

Je         Jo  Je    ^'  + 


da 


Mais  (455), 


da  I      e-*^*  cosbxdx=  1      dx  l    e-^'  cosbxda 


< 


30  g-cx__  f,-ax 


■  cos  bxdx^ 

I  X 

d'un  autre  côté, 


Donc 


'■'    X 


cosoj:aa:=  -  1  - 

^  jç  2     c'  -h  4>' 
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468.  Si  Ton  fait  6  =  0,  on  a 


c 


(2)  •  1         ^ i/xrr^l--. 


On  obtiendrait  encore  ce  résultat  en  int^rant  relatÎTe- 
ment  à  a,  entre  les  limites  c  et  a,  les  deux  membres  de  la 
formule 


X 


oo 

e-^djn—  -. 


469.   Par  le  même  procédé,  de  la  formule 


X 


V    VF 

on  déduira 

I     £/a  I      tf~"'sm^xrfx=  I      -^ 

=  arc  tantj;  ^  —  ^^^  ^^ng  -7  1=  arc  tani»  --^ 

Mais 

da  I       e~^*s\nb.rdx  =:  j      dx  j     e~"sin  b.rda 

c         *J  o  «/o  Je 


=X 


•3C    ^_cx 


%\x\bxdx\ 


donc 


(o)  I       sin  fc>«rr/.r  =  arc  tang  —- 

470.   Si  l'on  fait  a  =  00  ,  c  =  o,  on  a 

«'  X'" 


rtc 


dx  zz:  —  5 


pourvu.queè  soit^o.Si  Ton  avait  &<^o,  le  second  mem- 
bre  serait Cette  intégrale  présente  donc  une  disconti- 

nuité  remarquable  :  constante  lorsque  b  yarie  en  conser- 
Sturm.  —  An.^  II.  a 


i8 
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n  ^  Tf 


•;ant  le  même  signe,  elle  passe  brusquement  de à  - 

lorsque  è,  en  s'évanouissant,  passe  du  négatif  au  positif. 


EMPLOI      DE     CONSIDÉRATIONS      GÉOMÉTRIQUES     POUR      LA 
DÉTERMINATION   DE  CERTAINES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


471.  L'intégrale 


A 


=x 


00 


e-'*dx 


a  été  déterminée  par  M.  Poisson  à  l'aide  d'un  procédé 
très-remarquable.  Si  l'on  change  x  enj)^,  on  aura  encore 


/'»CO 


et,  par  suite, 


A* 


e-"dr 


X 


00 


c-}' 


<iy 


t/ O        t/O 


30 


e-'^-rdxdy. 


Soient  maiii tenant  trois  axes  rectangulaires  Ojc,  Oy. 
0^5  et 


Fig.  lo',. 


— X» 


et  l'intésrale  double 


les  équations  d'une  courbe 
située  dans  lo  plan  zOx, 
Si  celte  courbe  tourne  au- 
tour de  TaxeO-z,  elle  en- 
iendrcra  une  suiface  ayant 
pour  équation 

z  =1  e-''-r\ 


J<»GO        /lOO 
o       t/c 


représentera  le  quart  du  volume  compris  entre  la  surface 
et  le  plan  xOy,  On  peut  évaluer  ce  volume  en  le  [)arta- 
geant  en  une  infinité  de  tranches  cylindriques  dont  Oz 
soit  Taxe  commun.  La  tranche  terminée  aux  surfaces  qni 
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ont  pour  rayons/'  et  r -{- dr  est  égale  à  sa  base  inntr 
inuhipliée  par  sa  hauteur  z  ou  e"*"'  :  on  a  donc 


,-f« 


X  lit  I  tir  ^^  7  TT  j 
4 


cl  ou 


(0 


2. 


472.  Un  procédé  analogue  peut  être  employé  pour  la 
détermination  d'autres  intégrales.  Supposons  que  Ton  ail 


à  évaluer 


ili 


J  o  */o 


30 


f{jr.,y)ilr. 


Celle  intégrale  représente  la  portion  située  dans  Tangle 
des  coordonnées  positives  du  volume  compris  entix*  la 
surface  qui  a  pour  équation 

et  le  plan  xOj,  Décomposons  ce  volume  en  éléments 

infiniment  petits  au  moyen 
des  plans  zOS,  zOR  menés 
par  Taxe  des  2,  et  des  cylindres 
PQ,  RS  ayant  Or:  pour  axe 
commun.  Si  Ton  pose  OP  =  r, 
POj:  =  0,  le  prisme  infiniment 
^  *  petit  MPQRS  ayant  pour  base 

le  rectangle  PQRS -= /y/(5 r//-,  et  pour  liau:eur 

z  — /(a:,  j)  =/(rcosO,  rsine), 
aura  pour  volume 

nlQdrf  [rco%^^  rsinO). 

L'intégrale  proposée  pourra  donc  être  remplacée  par  la 
suivante 


TT 


r  r 

*/o      •  o 


/(rcosO,  rs\nB)r(iO(/r\ 


dont  la  valeur  sera  quelquefois  plus  facile  à  trouvei". 

2. 


30  COURS    D  ANALYSE. 

473.  L'inlëgrale 


o 

conduit  à  la  suivante' 


-00 

En  effet, 

-00  »/ — 00  */0 

Si  l'on  change  jc  en  —  x,  on  a 

/        <r-*Vx  =  /       e-'^dx  =  -  ^TT j 

' — 00  Jo  * 


t/  00 

donc 


/oo  __ 

—00 


474.  Plus  généralement,  si/'(x)  est  une  fonction  paire 
de  .r,  c'est-à-dire  une  fonction  telle,  que  Ton  ait  identi- 
quement/(x)  =  f{ — J^),  on  aura 

/oo  /»00 

f(x)dx=i  I      f[x)dx. 
-00  «/o 

En  effet, 

r       /{x)dx=:Ç       f{x)dx-^f     f{x)dx, 
J —  00  t/  —  00  t/ O 

Mais 

Xo  /»«  />°°  . 

f[x)dx=\      /(-x)dx=  J(x)d.r'; 

-  00  «/o  «.'o 

donc 

XOO  /»00 

/(x)dx=z'2j      f(x)dx. 
-  00  t/ 0 

On  prouverait  de  la  même  manière  que  siy(j:')  est 
une  fonction  impaire,  c'est-à-dire  siy^(™  x)  =  — J  {x)j 
on  aura 


/•oo 

j      f{x)djc  = 


TRElfTE-nUITIÈMK    LEÇON.  21 

4-75.  Si,  dans  Tîntégrale  (2),  on  remplace  x  par  x  \fii^ 


on  aura 

(3)  r  e^cLt=^S 


00  ^a 

En  dîfférentiant  cotte  dernière  équation  n  fois  de  suite 
par  rapport  à  a,  on  aura 

,-i.3.5...f2/i-i)    ""(""^^j 


et  y  si  Ton  fai  t  /i  =  i , 

/ir\  /***    _>,«.»#  /— 1 .3.5. .  .(2/1  —  i) 

(  5  )  I         ^~*'x"»  //j:  =  y'TT ^ ^ 

•/—  00  ^ 


EMPLOI    DES    IMAGINAIRES. 


4-76.  En  changeant  x  en  j^  +  a  dans  Téquation  (2), 
elle  devient 

(6)  f^  e-(''^')\ix  =  s/K, 

J — 00 


ou 

'00  __ 

00 

Mais  on  a 


/: 


/»0O  /»00 

1        e-^-'^dx  =  j        (T'*  (e-»«)  dx 

J 00  J 00 


=x 


30 

e-'""  [e^'  -^  e-"^)  dx\ 


donc 

J^oo  _ 

1?-*'  (^'"4-  <?-'")  ^  =  e«'  V^TT. 
0 

Les  deux  membres  de  cette  équation  peuvent  être  dé- 
veloppés en  séries  convergenles,  suivant  les  puissances 
entières  et  ascendantes  de  a,  et  comme  l'équation  a  lieu 
pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  a,  les  coefficients  des 
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mêmes  puissances  de  a  doivent  être  égaux  dans  les  deux 
membres;  d'où  îl  suîl  que  Téquation  subsistera  si  roii  y 
remplace  a  par  une   expression  imaginaire.  En  posant 

a'=  OL  sj — I,  d'où  e'^^-H  e"'*"  ==  2  cos  aajc,  elle  devient 

^~*'coS2ajr^/.r  =  -  e"  "*  i/rr. 

Ainsi,  le  passage  des  quantités  réelles  aux  imaginaires 
peut  faire  découvrir  de  nouvelles  intégrales,  conmie  on 
Ta  déjà  fait  remarquer  au  n°  466. 

IINTÉGRALE    OBTENUE    A    l'aiDE    d'uNE    ÉQUATIOKT 

DIFFÉRENTIELLE. 

477.  Un  autre  procédé  consiste  à  former,  entre  Tin té- 
grale  proposée  et  Tuue  des  indéterminées  qu'elle  ren- 
ferme, un;*  équation  dinërentielle  qu'on  puisse  intégrer. 
Soit,  par  exemple, 

^"*'cos2aa7^-r. 

On  a 

du  /*°°  .  r*  . 

-r- =  —  /      sin2a.r.e~''2j:</r  =  /       sin2a.r,rf^-''. 

En  intégrant  par  parties  et  en  observant  que  sin  2a  re"'* 
est  nulle  aux  deux  limites,  on  aura 


c'est  à-dire 


du  C^      , 

-— =  —   /       <r-*  cos2aJ:.2afl?x, 


du  du 

-7-— -  — 2att,      ou      —  =  —  2a£^2; 

da.  u 


d'où 


«  =  c^-< 


Pour  déterminer  C,  on  fait  a  =  o  :  alors  (47'I) 


-=x 


QO 

er-*^dx-—  -  y/5r  =  C; 
o  ^ 
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donc 

J/»oo  I 

o  ^ 


EXERCICES. 

\ .  Démontrer  la  formule 

£r/  ^/î  déduire  la  première  de  ces  intégrales  quand  m  est  un  nombre 
entier. 

2.  Démontrer  Informulé 
Jo  V^\"-+-'/      n-^\\%n-^\)      a/i-hi  \3/i4-i/ 


•  •• 


cas  particulier  de  n  =  %, 
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Formule  fondamentale;  applications.  —  Développements  en  séries.  — 
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Intégrales  multiples  qui  s'expriment  à  l'aide  des  fonctions  F.  —  App1i> 
cations  aux  volumes  et  aux  centres  de  gravité. 


MÉTHODE    DE    M.    CAUCHY.    FORMULE    FONDAMENTALE. 

478.  Soient  z  une  variable  imaginaire,  r  son  module 
et  p  son  argument,  en  sorte  qu*on  ait 

z  =  r{cosp  -f  \/ — I  sin/?)  =z  reP^\ 

Soîty(z)  une  fonction  de  z  qui  reste  finie  et  continue^ 
ainsi  que  sa  dérivée, ^)our  toute  valeur  de  z  dont  le  mo- 
dule r  est  inférieur  à  une  certaine  limite  R.  Supposons^ 
en  outre,  qu'on  laissant  le  module  constant  et  en  faisant 
croître  l'angle  p  d'une  manière  continue  depuis  une 
valeur  quelconque  a  jusqu'à  la  valeur  a  -H  2  7r,  la  fonc- 
tion reprenne,  pour  j^  =  a  -f-  2  71,  la  valeur  qu'elle  avait 
pour  p=.cf.  Cette  condition,  que  M.  Cauchy  omet  dans 
ses  énoncés,  mais  qu'il  suppose  dans  ses  démonstrations^ 
n'est  pas  toujours  remplie  quand  la  fonction  f{z)  à 
plusieurs  valeurs  différentes  pour  une  même  valeur  de  z. 
On  ne  considère  ici  qu'une  des  valeurs  dey(z)  et  la  va- 
leur correspondante  de  sa  dérivée. 
Cela  posé,  je  dis  qu'o/i  a  la  j'ormule 

(I)  Ao)  =  —   /  f{z)dp, 
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OU 

pour  tout  module  r  moindre  que  R. 

En  effet,  z  élanl  une  fonction  de  r  cl  de  />,  sî  l'on  dif- 
fërentiey^(z),  tour  à  tour  par  rapport  à  rct  à  p^  on  aura 

clj  par  conséquent, 


f/r 


V— I     '^P 


Comme,  par  liypothèse,^  (z)  reste  finie  et  continue  pour 
toute  valeur  de  z  dont  le  module  est  moindre  que  R,  la 
même  propriété  appartient  aux  deux  membres  de  cette 
dernière  éc]uation.  En  les  multipliant  par  dr.dp,  et  les 
intégrant  par  rapport  à  r  depuis  zéro  jusqu'à  /',  et  par 
rapport  à  p  depuis  a  jusqu'à  a  -f-  2  7r,  ou  a 

or, 

et  puisque 
on  a 

«/a  / 

Mais  le  second  membre  est  nul  par  hypothèse^  par  con- 
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séquenl 


et 


donc 


ou 


[A^)-^/{o)]'tp  =  o', 

a 

Jr».aH-27r  /»a-i-2îT 

a  »/ a 


(I)  ■     /(")  =  -j^        /(^)''/'. 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

479.  SI  f(z)  cif'(z)  restent  finies  et  continues  pour 
toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  module  est  compris  entre 
ret  p,  en  appelant  ^la  valeur  d*e  z  qui  a  p  pour  module, 
on  aura 

f{z)dp=\  f(t,)'^p: 

ex.  *J  OL 


Jr»a-t-27r 
f[z)dp  est   indépendante  du 

module  r,  ce  qu'on  vérifie  en  différentiant  cette  intégrale 
par  rapport  à  r  (  iSl  ) . 

480.  En  faisant  a  =  o  dans  la  formule  (I),  on  aura 

2^  Jo 

et  si  Ton  y  fait  a  =  —  2  71  et  que  Ton  change  p  en  — p, 
on  aura 

.  481.  En  remplaçant /{«)  par  {[x-hz)  dans  la  for- 
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mule  (1),  on  en  déduit 

(III)  f(x)  =  ^    r'^   ''f  (x  -4-  /r^v^)  dp,    • 

car  on  a  y(o)  =  f  (x).  Ainsi,  une  fonclion/(x)  d^unc 
variable  x,  réelle  ou  imaginaire,  poul  êlre  représentée 

par  une  intégrale  définie,  pourvu  que  f  (x  -h  re^^^^)  reste 

finie  et  continue,  ainsi  que  sa  dérivée,  pour  la  valeur 

attribuée  à  r  et  pour  toute»  valeur  moindre,  et  que  cette 

fonction   reprenne  la  même  valeur  quand  p  augmente 

deaTT. 

j^ppfica  fions, 

•• 

482.    Les  formules  précédentes  donnent  les  valeurs 

d^uiie   classe  nombreuse  d'intégrales  définies.   Prenons 

d'abord 


I  —  z 


Cette  fonction  et  sa  dérivéedeviennent  infinies  pour  i  =  i , 
valeur  dont  le  module  est  /*  =  i  ;  mais  elles  sont  finies  et 
continues  pour  toute  valeur  moindre  que  i  attribuée  au 
module.  On  peut  donc  appliquer  la  fornmle  (II)  qui 
donne,  pour  r  <^  i , 

d'otî 

'''"  dp 


' 

o       I  — 


cosp  —  v^ —  I  rs\np 
^'^  (i  —  rcosp  4-  y/— I  rsinp) 


dp\ 


I  —  2  r  cosp  -f-  r' 
et,  en  séparant  les  parties  réelles  et  les  imaginai res^ 


(i  —  rcosp]fip 

,  =  lit, 


(a) 


X 


27r 
^       I  —  ircosp 

•lit 


o. 
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Cette  dernière  formule  est  d'ailleurs  évidente,  puisque 
les  éléments  de  l'intégrale  qui  correspondent  à  des  valeurs 
de  p  dont  la  somme  est  27r  sont  égaux  et  de  signes  con- 
traires. 

483.  On  trouve  directement  la  formule  (i)  en  obser- 
vant que  la  fonction peut  être  développée  en  une 

série  convergente  quand  le  module  de  z  est  moindre  que 
Tufiité.  En  effet,  dans  ce  cas, 

=  I  -h  2  H-  z*  -h  z^  4- . . . , 


d  où  résulte  la  série  convergente 

=   1        dp  -f    1         ztlp-^-  I        z^dp  -h 

O         '  *         t/O  «/o  «''o 

Mais  on  a 


•    •    9 


fip  z=  27t, 
o 


et,  d'ailleurs,  pour  tout  exposant  positif  différent  de  zéro. 


0  *^  o 


donc 

»a7r 


I         =  2ir. 


484.  Faisons  dans  la  formule  (II) /(«)  =  e".  Cette 
fonction,  ainsi  que  sa  dérivée,  est  finie  et  continue  pour 
toute  valeur  de  z,  et  n'a  qu'une  seule  valeur.  On  a  donc, 
quelque  soit  le  module  r. 


I    r 

(3)  1=   /         c«'-f".V-«-v/^«''»''n/»^y;, 

d'où  Ton  tire,  en  faisant  ar=z  bel  en  séparant  les  quan- 
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titds  réelles  d'avec  les  iinaginaîies, 


«)       y' 


XaTT 
_ 


X27t 
c*****^sin  (bsinp)fip  =  o, 

485.  Soit  encore 

/(Z)=\(I^Z\       d'où      /'(t)=r-         ' 


I  — 


La  fonction  et  sa  dérivée  deviennent  iufinirs  pour  la 
valeur  z  =  i  dont  le  module  est  i .  Il  faut  donc,  dans  la 
formule  (II),  supposer  r<^  i .  D'ailleurs, en  faisan t croît re/9 
d'une  manière  continue  depuis  une  valeur  quelconque  a 
jusqu'à  la  valeur  a  -h  2  7r,  la  fonction  1  (i  —  z)  reprendra 
pour  p  =  a  -h  27r  la  valeur  qu'elle  avait  pour  p  =  a. 

En  effet,  posons 

I  —  z=:  p  (cosô  -h  ^ —  I  sinO)  : 

p  €l6  seront  déterminés  par  les  équations 

pcosô=i  —  rcospf     psinO  =  —  rsinp; 

on  en  déduit 

p=z  -h  ^i  —  2rcosp  •+-  /•', 

I  —  rcosp                 .    ^                 — rsm/j 
cosG  = — - __—  y      sinO  =    ....  . '- 


yi  —  2rcos/> -h  r'  y! — arcos/^ -f- r' 

On  connaît  donc  cos0  et  sin0  en  fonction  de  p.  Si  Ton 
donne  à  p  une  première  valeur  arbitraire  a,  on  a,  par  ces 
formules, des  valeurs  de  cos0  et  de  sin0  auxquelles  corres- 
pondent une  infinité  de  valeurs  de  l'arc  6.  Choisissons  à 
volonté  une  de  ces  valeurs  que  nous  désignerons  par  c. 
En  faisant  croître  p  d'une  manière  continue  depuis  a 
jusqu'à  a  -i-  2  7r,  les  valeurs  de  cos0  et  de  sin0  varieront 
par  degrés  insensibles,  et  reviendront,  pour  p  z=z  a  -h  27r, 
égales  à  leurs  valeurs  initiales  pour  p  =  a.  Par  consé- 
quent, l'arc  d  variera  aussi   d'une  manière  continue  à 
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partir  de  sa  valeur  initiale  S  qui  correspond  à  p  =  a,  et 
quand  p  atteindra  la  limite  supérieure  a  -f-  2Tr,  6  sera 
revenu  à  sa  valeur  initiale  6,  ou  bien  il  en  différera  d'une 
ou  de  plusieurs  circonférences. 

Mais  si  Ton  suppose  /'  <^  ' ,  je  dis  qu'on  aura  0 =.o  pour 
p  =  a  -f-  2  71  comme  pour  />  =  a  ;  car  la  formule 

I  —  rcoso 
cosôr= 


y/ 1  —  2  rcosp  -4-  r^ 

fait  voir  que  si  Ton  a  f<C^')  ^os9  reste  positif  pour  toutes 
les  valeurs  de  p.  Donc  Textrémité  mobile  de  l'arc  varia- 
ble 0,  mesuré  à  partir  d'une  origine  fixe  sur  un  cercle,  se 
trouvera  toujours  dans  le  premier  ou  dans  le  quatrième 
quart  de  cercle,  et  puisque  son  sinus  et  son  cosinus  re- 
prennent pour  p  =  a  4-  2  7r  leurs  valeurs  pour  p  =  a, 
l'arc  0  lui-même  reprendra  pour  y^  =  «  -H  2  7r  la  valeur  iS 
qu'on  lui  avait  assignée  pour  ^  =  a. 
Ayant  posé 

I  — «  =  p(cose-f- v^— I  sinô)  =rpÉ?^v  — »^ 
on  a 

et  la  formule  (II)  nous  donne 

(lp-4-Ôv/-i)^y7, 
équation  qui  revient  aux  suivantes  : 


(6) 


X2  7r        
1  (y/ 1  —  2 r cosp  -\-  r^j  dp  :=  Oj 

1       arctani' dp  =  o. 

Jo  ""i  — rcosp 


DÉVELOPPEMENT    DES    FONCTIONS. 

486.   M.  Caueliy  a  fait  servir  la  formule  (I)  au  déve- 
loppement des  fonctions  en  séries, et  il  en  a  déduit  les  con- 
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ditions  sous  lesquelles  ces  développements  sont  conver- 
gents. II  est  arrivé  ainsi  à  ce  théorème  remarquable  : 

Une  fonction  F(x)  d^une  vniiable  x,  réelle  ou  ima-- 
gin  aire,  peut  être  développée  en  série  com^ergente  sui^ 
^ant  l(-s  puissances  entières  et  positives  de  x,  tant  quf  le 
module  de  x  est  moindre  que  celui  pour  lequel  la  Jonction 
ou  sa  dérivée  première  devient  infinie  ou  discontinue. 

D'après  ce  théorème,  dont  la  démonstration  est 
donnée  par  M.  Laurent  dans  V Appendice,  les  fonc- 
tions 

a*,     sinx,     e**,     cos(i  —  ^'}, 

et  leurs  dérivées  premières,  ne  cessant  jamais  d'être 
finies  et  continues,  seront  toujours  développables  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  x.  Mais  les  fonctions 

I  -T 

»      ■  ^      l(i  —  x)j      arc  (angj*, 


^^        i-h)/ 


JC^ 


et  leurs  dérivées,  cessant  d'être  continues  quand  le  module 

de  X  devient  égal  à  l'unité,  ne  seront  développables  (jue 

si  ce  module  est  moindre  que  l'unité.  Les  séries  obtenues 

pourront  devenir  et  deviendront  en  efl'et  divergentes  si  le 

module  de  x  surpasse  l'unité. 

I 

Enfin  les  fonctions  Ix,  t'^  ces  -  devenant  discontinues 

avec  leurs  dérivées  pour  or  =  o,  et  par  conséquent  lorsque 
le  module  de  x  est  le  plus  petit  possible,  elles  ne  seront 
jamais  développables  en  séries  convergentes  ordonnées 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  x. 

487.  Les  dérivées. des  fonctions  que  nous  venons  de 
nommer  deviennent  infinies  et  discontinues  en  même 
temps  que  ces  fonctions.  S'il  en  était  toujours  ainsi,  on 
pourrait,  dans  l'énoncé  du  théorème  général,  omettre  !a 
condition  relative  à  la  dérivée  première*j  mais  on  n'a  pas, 
a  cet  égard,  une  certitude  suliisaute. 
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DES  INTÉGRALES  EULÉRIENNES.  —  DÉFINITION.  — PROPRIÉTÉS 
DE    L*INTÉGRAL£    DE    PREMIÈRE    ESPECE. 

488.  On  nomme  intégrale  eulérienne  de  première  es- 
pèce et  Ton  représente  par  B  (/?,  ^7)  l'intégrale 

(i)  /   x/'~'(i  — jc)y-'r/x, 

t/O 

dans  laquelle  p  el  q  désignent  des  nombres  positifs.  On 
verra,  comme  précédemment  (460),  que  Tinlégrâle  (1) 
*    aurait  une  valeur  infinie  s\  p  ou  g  était  négatif  ou  nul. 
Uintégrale  eulérienne  de  seconde  espèce  est  l'expres- 
sion déjà  considérée  (480,  463) 

V[n)=l      e-^x^-'dx  =:  I    (\ -Y  '  dz. 

489.  L'intégrale  de  première  espèce  peut  se  mettre 
sous  Tune  des  deux  formes 


X 


00        .,ii_|J..  ,^2 


yp-^  dy 

1        2 


o   i^-^y) 


p+q 


I     (smQyp-'icosQy^-^dB, 

J  o 


en  posant  x  =  — ^ dans  le  premier  cas,  x  =  sin*0  dans 

le  second. 

490.  L'intégrale  de  première  espèce  est  une  fonction 
symétrique  de  p  et  de  (j  •,  car  si  l'on  pose  x  =  i  — j^  on  a 

B(/>,  q)  =f   (1  -j)/»-'^?-'^/  =B(7,  p). 

On  a  donc 

(2)  B(p,q)=B(ff,p). 

491.  On  peut  diminuer  d'une  unité  chacun  des  expo  ' 
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sants  p  et  q.  Car,  en  intégrant  par  parties,  on  a 
donc,  en  prenant  pour  limites  o  et  i, 

(3)  B(p.+  l,q)  =  ^Ii{p.q)-^B(p  +  1,q), 

d'où 

(4)  Jilp-ht,q)  =  —^h(p,qy, 

p  +  q 
on  aura  de  même 

(5)  Ti{p,g  +  t)=-^B{p,q). 


RELATIONS    ENTRE    LES    INTÉGRALES    DE    PREMIÈRE 
ET    DE    SECONDE    ESPECE. 

492.  Toute  intégrale  de  première  espèce  peut  s'expri- 
mer au  moyen  de  deux  intégrales  de  seconde  espèce. 

En  effet,  si  dans  l'intégrale  T  (p)  on  change  x  en  j  ", 
on  aura 


On  aura  aussi 


o 

donc 


T{p)  =  i  \      e'Jry^P-'dy. 

0 


00 


t/O       J  o 

Le  second  membre  représente  le  volume  compris  entre 
la  surface  qui  a  pour  équation 

et  les  plans  coordonnés^   en  prenant  des  coordonnées 

Sturm. — An,t\\,  3 
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polaires  r  et  6,  ce  volume  sera  encore  représenté  par 


1 


Jr»2  /»oo 

(sin  Ô)V-'  (cosÔ)*?-'  JO  X  2  /      e-^* r^P^^-^ dr. 
O  t/O 

Or,  le  premier  facteur  est  égal  à  B  (p,  ^)   (489),  el  le 
second  hV  (p  -\-  q)  ;  on  a  donc 

d'où 

493.  Si  dans  le  premier  membre  de  l'équation  précé- 
dente  on  pose  x  =  --»  on  aura 

d'où 

(7, )  r  «''-' ( /7  —  //)y-' rf«  =  aP^i-'  ^^P^^^'f'^ . 

^    ^  ./o  ^{p-^9) 

INTÉGRALES    MULTIPLES    QUI    s'eXPRIMENT    A    l'AIDB 

DES    FONCTIONS    F. 

494.  La  formule  (a)  est  un  cas  particulier  d'une  for- 
mule plus  générale  au  moyen  de  laquelle  on  exprime  par 
des  fonctions  F  Finlégrale  multiple 


/// 


,,,xP-^y'i~^z''-\,,[a  ^  x-—y  —  3, .  ^J-^dxdydz,,,^ 


étendue  à  toutes  les  valeurs  positives  de  x^j^  f  » . . . ,  qui 
satisfont  à  Finégalilé 

En  effet,  soît,  pour  fixer  les  idées,  l'intégrale  triple 

J^a  r*a — x  /%a — x—y 

0  »/o  «^O 


A 

o 


TBBNTE^NEDTlfeME   LEÇON-  35 

3'int^re  d'abord  par  rapport  à  s,  et  j'ai  pour  rësulut 

Multiplions  par  j^~*4y  ®^  intégrons  par  rapport  à  jr 
depuis j^  =  o  jusqu'à  jr  =  a  —  x,  nous  aurons 

X    ^     r(^)r(rH-j)  r(r)r(s) 
on 

(a  JP)r»"'^+'.   •  -—-; r  • 

^  '  r{74-r-f-*) 

Enfin,  multiplions  par  x^'^ dx  et. intégrons  de  x  =  o 
à  X  =  a^  il  vient 

Si  dans  cette  formule  on  fait  5  =  i,  a  =  i,  on  aura 


///■ 


•^  -^  r(/;-+-7 -hr-l-i) 


Tintégrale  étant  prise  pour  toutes  les  valeurs  positives 
de  .r,/,  z  qui  satisfont  à  Tinégalité 

495.  De  là  on  déduit  la  valeur  de  Tintégrale 


-/// 


xP-'yi-'  z»-'  dx  ily  (Iz , 

étendue  à  toutes  les  valeurs  positives  de  x^j^  z  pour  les- 
quelles la  somme  f-j    +(-t-)    +(")    ^^^  inférieure 
ou  au  plus  égale  à  i.  Car  en  posant 

©'=^.    (i)'='.    (;)'='. 

l'intégrale  cherchée  devient 


Il  F 


aPM(f   i    i    i   Bt     '    ji         y 


I    —  I 


ap7 

3. 
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avec  la  condition  ^  -h  tH-  Ç  <C  i .  Donc 

\a       P       7         / 

APPLICATIONS  À  LÀ  RECHERCHE  DES  VOLUMES 
ET  DES  CENTRES  DE  GRAVITÉ. 

496.  La  forDnule~(2)  permet  d'obtenir  le  volume  compris 
entre  les  plans  coordonnés  et  la  surface  dont  Téquation  est 

Par  exemple,  en  faisant  a  =  j3  =  y  =  a,p  =  i7  =  r=i, 
l'intégrale  désignée  par  B  (495)  représentera  le  vplume  V 
du  8^  de  Tellipsoïde  dont  les  axes  sont  sa,  2b  j  2c,  On 
aura  donc 

_*[Ki)I. 

mais  (461) 

K^■)=^(i)=^G)• 

d'ailleurs  (492,  471) 


V  = 


/ 


r(-j  =  2/     i?-*V^  =  v^5 


donc 

Tcabc 


y  = 


497.  Si  Ton  demande  les  coordonnées  J?i,^i,  Zi  du 
centre  de  gravi  té  de  ce  volume^  il  faudra  prendre  la  formule 


Vx,  =   111  xdxdydZf 
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et  Ton  aura,  en  faisant  a  =  j3  =  y=2,  p  =  a,  ^  =  r  =  i, 


_a»&.  ^(')[Kî)I^,.»^o 


Vx,  =  

8  r(3)  i6 

d'où 

3 

3  3 

On  trouverait  de  la  même  manière  j^j  =  ^  i ,  Z|  =  ^  c. 


EXERCICES. 

i .  Démontrer  la  relation 
n  désignant  un  nombre  entier  et  positif» 


«— I 


/'j:a-i(i-x)^-i^  I  r(a)r(^) 


Jo  a 
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QUARANTIÈME  LEÇON. 

INTÉGRATION  DES  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES 
ET  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES. 

Condition  d'inté^rabilité  et  intégration  dans  le  cas  de  deux  variables.  — 
Extension  au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  yartables.  —  Équations 
différentielles.  —  Définitions.  —  Équations  du  premier  ordre.  —  Sépa- 
ration des  variables.  —  Équations  homogènes.  —  Équations  rendues 
homogènes. 


COMDITIOM    D^IHTÉG HABILITÉ    DES    FONCTIONS    DE    DEUX 

VARIABLES. 

498.  Intégrer  une  expression  différentielle  de  la  forme 
Mdx-h^dy  -\-Pdz.  .  .  j  c'est  chercher  une  fonction 
de  JC,^,  z...,  dont  celte  expression  soit  la  différen- 
tielle totale. 

Une  différentielle  relative  à  une  seule  variable  a  tou- 
jours une  intégrale  (I,  320)^  il  n'en  est  pas  toujours 
ainsi. d'une  fonction  différentielle  de  plusieurs  variables^ 
et  certaines  conditions  doivent  être  remplies  pour  qu'une 
telle  expression  soit  la  différentielle  totale  d'une  fonction» 
En  effet,  si  u  =f[x^j)^  on  a 

^     ■   (lu  ^        du  ^ 
et 

du  du 

dx  dy 

—, —  —  — —  \ 
ay  ux 

donc,  si  Mcîx  +  Nrf^^  représente  la  différentielle  totale 
de  la  fonction  m,  on  aura 

M  —  —        N  —  — 
dx  dy 

et 

^f  dy   "  dx' 
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L'expression  Mdx  -h  Nrf^'  ne  pourra  donc  être  intégrée 
si  celle  relation  n'a  pas  lieu. 

499.  Si  la  condition  (I)  est  remplie,  Mr/x-f-N//^  sert 
la  différentielle  totale  d'une  fonction  u.  En  d*autrcs 
termes,  il  existera  une  fonction  u  telle  que  Ton  ail 

En  effets  cherchons  une  fonction  u  telle  que  Ton  ait 

(i)  du  =1  Mdx -{-^ tir. 

La  fonction  cherchée,  devant  avoir  Mdx  pour  différen- 
tielle par  rapport  à  x,  sera  égale  h  Tintégrale  de  Mdx 
augmentée  d'une  quantité  (f  (j)  indépendante  de  or,  mais 
fonction  de/;  u  sera  donc  de  la  forme 


en  posant  i^=  l  Mdx. 


du 


Il  reste  à  déterminer  (f(y)  de  manière  que  —  =:N. 

Or,  on  a 

du       dp        d^ 

^y  "  ^(r     ^y 

d'où 

dy  dy 

On  voit  par  là  que  N ne  doit  pas  contenir  x. 

On  aura  donc 


(«-Î 


dx 

ou 


7 


dv  dv 

€/N  _      Ty  _      'dr.        dM 
dx         dx  ûty •  dy 
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Oq  retrouve  ainsi  la  condition 

dx         dy 
Si  cette  condition  est  remplie,  on  aura 


„.,=/(»-j)*. 


et,  par  suite, 

(2)  u  =  Çudx  ^  Ç(n-^^\  dy. 

Exemple  : 

yx     [x^yYX        \A^—yy     y\ 

On  a  : 


«=/i 


cfM lyx      c?N 

dy  [x  — yf        dx  ' 


du       dv        dff.       ixy  —  y"^       dff  x^  r 

dy'~7  dy       dy'^  (x—y^         dy~'(x—yY       jr' 


^  =  ,-1,      ^=y-\r^C; 

XY  X 

U  =  — h  1  -  4-  C. 

EXTEIïSION    AU    CAS   DE   PLUSIEURS    VARIABLES. 

500.  Soit 

c'est-à-dire 

du       „       du       r^.        du       ^  i 

_  =  M,      ^  =  N,      -  =  P; 

on  aura 

du  du  du  du  du  du 

dx  •         dy  dx  dz  dy  dz 

dy  dx  dz  dx  dz  dy 
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OU  bien 


(H) 


dU        r/N       JM        d?       r/N       dP 


dy  dx         dz         dx         dz        dy 


Telles  sont  les  conditions  nécessaires  pour  que  la  formule 
proposée  soit  intégrable. 

501 .  Réciproquement,  si  ces  conditions  sont  remplies, 
la  formule  proposée  est  intégrable.  En  effet,  cherchons 
une  fonction  u  telle  que 

(i)  duz='ilLdx-^^dy  -\-Pdz. 

Puisque  la  différentielle  de  i<,  par  rapport  à  x,  doit  être 
MdXj  on  aura 

u=  jMdx-i-^ly,  z)  =  P'hff(y,  z)y 

en  posant  i^=  jMdx, 

Maintenant  il  faudra  que  Ton  ait 

5F  =  "'    0^  =  "^' 

c'est-à-dire 

dff        df dtf       dff 

dy        dy  ^      dz        dz  ' 

ou  bien 

Î^=N  — —       ^  =  p  — ^. 
dy  dy       dz  dz 

Or,  ^  et  -—  ne  doivent  contenir  que  /  et  z,  par  hy- 
pothèse 'j  donc  on  aura 


dx 

ou 

(^) 

dît       dtA 

dx       dy 

dp     dm 

dx         dz 

=  o. 


t 
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En  outre,  la  fonction  cp  doit  satisfaire  à  la  condition 

(ly  ftz 

^llz^    dy   ' 
on  aura  doue 


^("-1)  "(-'^) 


dz  dy 

ou 
r,.  dN        d? 

w)  -:7-  =  -7-* 

dz         dy 

Si  les  trois  conditions  (2)  et  (3)  sont  remplies,  îl  exis- 
tera (499)  une  fonction  cp  dejr  et  de  z  telle,  que 

et  Ion  aura 

502.  La  méthode.précéden le  s'étend  à  un  nombre  quel- 

conque  de  variables.  En  général,  — •  est  le  nombre 

des  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  Tintégra- 
bililé  d'une  formule,  n  étant  le  nombre  des  variables. 

ÉQUATJOJNS    DIFFÉRENTIELLES.  DÉFINITIONS. 

503.  On  nomme  équation  différentielle  du  n'^"'"  ordre 
une  relation  entre  une  variable,  une  fonction  de  cette 
variable,  et  les  dérivées  ou  différentielles  de  divers  ordres 
de  cette  fonction  jusqu'au  //**•"•  ordre  inclusivement. 

Une  équation  différentielle  du  premier  ordre  à  deux 
variables  sera  donc  de  la  forme 


r(-.r.g)  =  .o. 


dy 

En  la  résolvant  par  rapport  à  ^,  on  aura  une  ou  plu- 


dx 
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sieurs  équations  de  la  forme 

-y-  =:/[x^y)^     ou      M</x-+-N^  =  o 
or 

M  et  N  étant  des  fonctioDS  connues  de  x  et  de^. 

lATÉGRATlOH    DES    ÉQUATIONS    DU    PREMIER    OBDEE.   

SÉPARATION    DES    VARIABLES. 

504.  L'inlégratîons'efTectue  immédîaiementquandles 
variables  peuvent  être  séparées,  c'est-à-dire  quand  il  est 
possible  de  mettre  l'équalion  sous  la  forme 

^(jr)rfx=:<i|;(/)r/j; 

on  aura 

Cff  [œ) dxz=:  U{x)df-{-  C. 

C*est  ce  qui  arrive  si  Téquation  est  de  la  forme 

g  =  ç(x)*(r): 
on  sépare  les. variables  en  écrivant 


ff  [x)dx 


505.  Exemples  : 

x^dx  -^jr^djr  =z  Oy 

h  -^ =  C, 


/y?  H-  I         «  -h  I 

2?  x^dj'  =  (X'{-a)dx; 

cette  équation  revient  à 


On  en  déduit 


jr  +  a 

dx 

x^ 

Cr 

+  «) 

C  — 

I 

9 
X 
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OU 


y  -^  a-=.e       \ 


*où 


d' -'- 


On  en  tire 


Y  —  6   ,  xdx 

' dr=: 

ÉQUATIONS    HOMOGÈNES. 

506.  On   peut  encore   séparer  les   variables  lorsque 
Téquaiion 

(i)  Mdx  -{-Iidx  =  o 

est  homogène^  c'est-à-dire  quand  M  et  N  sont  des  fonc- 
tions homogènes  et  du  même  degré  des  variables  x  eij* 
On  a,  dans  ce  cas^  m  étant  le  degré  de  Thoniogénéilé, 


M 


=  ^,g),       N  =  .^+g); 


L* équation  différentielle,  divisée  par  3C^^  devient  donc 

(2)  ?(j)^-^-+-+(i)^^=«' 


Sir 


on 


pose 


y 

-z=:Zy      d*où     djr  =zxdz  -h  zdx, 

X 

Téquatiou  ('j)  de\  îendra,  en  divisant  par  j:[çf(r)  4-^^(2)]: 

/ov  r/or  ^{z)dz         _ 

d'où 


J    ff(z)  'hz^{z) 
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507.  Exemples.  —  i° 

(i)  xdy  —  ^dx  =zdx\lx^'\-  7». 

Cette  éqaation  est  homogène  et  du  premier  degré.  En 
appliquant  la  méthode  précédente,  on  la  ramène  d'a- 
bord à 

dx  dz 


X 


^/TT 


m 

d'où  Ton  tire,  en  intégrant, 


\x  =  \c{z-\-  vThT?), 


ou 


=  c; 


ce  qui  donne,  en  remplaçant  z  par  ->  et  en  faisant  dispa- 
raitre  le  radical, 


(*) 


x*  =  !icjr  -\-  r*. 


On  parvient  à  Téquation  différentielle  (i)  quand  on  ré- 
sout ce  problème  :  Trouver  une 
courbe  MNP  telle,  que  le  rayon 
vecteur  OM  soit  égal  au  seg^ 
ment  OT  compris  entre  l'ori- 
gine et  le  point  où  la  tangente 
MT  rencontre  Vaxe  des  y.  D'a- 
près Téquation  (2),  celte  pro- 
priété appartient  à  toutes  les 
paraboles  qui  ont  pour  axe  la 

droite  Oy  et  pour  foyer  le  point  O. 


On  trouve 


xdx  -^- ydy  =  inydx. 


lor-h 


/:- 


zdz 


7.nz 


=  c, 


on 

u^L\  ,^i„^^^  ^f — ^^^ =11 

f^tianvJ  ^  =r  f ,  #>n  irrite  k  réqoadoo  înl^rale 

r 

Kn  /Jifférentfanl.  on  a  ,        ' 

•^^"" i^^ * 

^inatroD  homogène  dont  Tiniégraleest 

4^*  (/wjr  -h  /ij)  dx  -\-  (px  4-  7r)  <<r  =^  <>• 

On  a 


(p  -^  qz)flz 

m  -^  [n  -\-  p)z  -^  qz^ 


ei  rinl/'gration  peut  toujoars  s'achever. 

ÉQUATIONS  QUE  l'oH  PEUT  RENDBE  HOMOGENFS. 

KOK.  On  peut  (|uel(|ucroi8  rendre  homogène  une  équa- 
lion  (|ui  ne  présenie  pas  te  caractère.  C'est  ce  qui  arrive 
pour  Tccpialion 

(l)  {a  -4-  mx  -f-  ny)  dx  -\-  [b  -{-  px  -h  qx)  dy  ■=.  o. 

En  poAant 

on  A 

(r#  }-w/«  A-n^i  \-mx*  •^ny')dx!  -\-{h  -\-  poi-\-q^-^pT*  -\-qy'\  (iy , 

Il  viudira,  pour  rendre  celle  équation  homogène,  de 

po«rr 

rt  -4-  /w  a  -h  'ï  6  m  o , 

b  -h  /^a  -f-  176  =  o; 
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d'où  l'on  lire 

bn  —  nq  an  —  bm 

a= »       o=  » 

mq  —  np  mq  —  ///> 

et  il  restera  réquaiion 

5(19.  Cetlelransformalîon  est  impossible  si  my — np=:o. 
Dans  ce  cas,  on  a  ^=  —,  et  Téqualion  (i)  devient 


/w(â  -h  mx  H-  /îj)  dx  -h[mb  ■+-  (mx  -4-  njr)p]djr  =  o. 

On  poso 

mx  -{-  njrzzz  Zf 
d'où 

fiz  —  mdx 

'^^=—n •' 

il  en  résulte 

.  .  dz  —  mdx 

m  (a  -h  z] dx  -{-  [bm  -+-/?«) =0 

et 

(3)  ^^=  __(i?_±Mi^ 

^    '  bm  —  an  -h  {p  —  n)  z 

équation  où  les  variables  sont  séparées. 

Si,  en  même  lemps  que  m(/  —  /?/?=:=  o,  on  a  ^  =  o, 
il  faut  que  /z  ou  /?  =  o,  et  les  variables  se  séparent  immé- 
diatement. 

510.   L'équation  (i)  peut  encore  s'intégrer  en  posant 
a  -+-  mx  -h  njr  ^^  Uf     b  -h  px  -f  «//  =  *»; 

d'où 

mdx  -h  ndjr  =  du^     pdx  -\-  q  djr  z^  dv. 

Les  valeurs  de  JO^y^  dx^  dy,  tirées  de  ces  équations  et 
substituées  dans  la  proposée,  conduisent  à  une  équation 
hoDiogène  en  u  et  v'. 
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EXERCICES. 

ï .  Intégrer  Véquation  différentielle 

Solution  : 

^(X-  ^)*        rar+(/r3-3)a:1«^ 

S.  ('^jr^X'\-7,a^)dx  +x^dy  =  0. 

Solution  : 

j'4-aj:'=Cv/j^'+r'. 

3.  xydjr  —  y'^djc  =  (x-\-jrYe    'dx. 


Solution  : 


y 
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SUITE  DE  L'INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DU  PREMIER 

ORDRE. 

Équations  linéaires.  —  Équations  qui  se  ramènent  aux  équations  linéaires. 
—  Problème  de  de  Beau  ne.  —  Problème  dos  trajectoires.  —  Équations 
du  premier  ordre  et  d'un  degré  quelconque.  —  Cas  où  Téquation  ne 
renferme  pas  explicitement  les  variablos,  ou  l'une  des  variables. —  Cas 
où  Téquation  peut  être  résolue  par  rapport  à  l'une  des  variables 


/  ÉQUATIONS    LIN^.AIRES. 

511.  On  appelle  équation  linéaire  du  premier  ordre 
une  équation  de  la  forme 

dans  laquelle^  et  Q  désignent  des  fonctions  de  x.  Pour 
l'intégrer,  on  pose 

d'où  Ton  tire 

/       V  (i^  f  <if^  \ 

On  peut  prendre  à  volonté  un  des  facteurs  de^  :  tn 
posant . 

(3)  ,7? +  •'"  =  «' 

Téquation  (2)  se  réduit  à 

(l.r 

I/équalîon  (3)  donne 

~  =  ^V(lr,     d'ûù     ltt  =  —  /Pr/.i,     ou     u  —  c-S^'^*. 
Sturh.  —  jin.f  I!.  /j 


5o  coTJus  d'analyse. 

On  n'ajoute  pas  de  constante  à  cette  intégrale,  parce 
qu'il  suffit  qu^une  valeur  particulière  de  u  satisfasse  à 
Téquation  (3). 

En  remplaçant  u  par  e^S'*^  dans  Téquation  (4),  on 
aura 

"^  =  Qe/P*^,     d'où     z  =  fQef^^dr  -h  C, 
d.r  J 

et,  par  conséquent, 
.512.  Exemples. 

flX 

dx 


ou 


Ici 


don< 


—  X         r  ,      r  xdx     ,  , 


r 


r=  V^l  -h 


Mais 


[J(i  +  ^'}^  J 


C; 


^^ 


donc 


J  =:  ^-c  4-  C  v^  1  -+-  -^^ . 


ÉQUATIONS    QCI    SE    RAMENENT    AUX     ÉQUATIONS    LINÉAIBES. 

513.  On  ramène  aux  équations  linéaires  les  équations 
de  la  forme 
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OU 

dy 


1— « 


A- 1— f» 
En  effet,  sî  Foii  pose =  r,  d'où  y^"  dj  =:  ftz^  on 

aura  l 'équation  linéaire 

514.  On  peut  encore  opérer  directement  sur  IVqnalion 
proposée  comme  on  Ta  fait  au  n°  SI  1 .  En  posant  y  =  ixz, 

on  aura 

tlz  [du       ,^  \       ^ 

(Ix  \  (Lt.  j 

équation  qui  se  partage  en  deux  : 

du       ^  dz       ^      ^ 

—  -4-P«=:0,       —  =Qtt»-«Z\ 
ax  (Lt 

On  en  tire 


z'' 


et  enfin 

515.  On  peut  obtenir  l'intégrale  générale  de  l'équation 
(i)  J+PJ^-  =  QJ'  +  R, 

quand  on  en  connaît  une  intégrale  particulière.  Soit  u 
une  fonction  qui  satisfasse  à  celle  équation  sans  renfer- 
mer de  constante  arbitraire.  Posons  j^  =  u~h  z,  il  vient 

du        dz 

-p-H-  -T-  H-  Pw  +  P3  =  Q«'-+-  aQwz  4-Q2'-t-R; 

ilx        dx 

4. 
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mais  on  a,  prr  liypoihèse,  '  > 

du 

Téqualion  (i)  se  réduit  donc  à 

(2)  •  g-t-(P-.2Q«)3=Qs' 

qu'on  sait  intégrer  (513). 
Par  exemple,  1  équation 

dy 

^  -+.  P  j  =  Q  jr  '  -f  H-  P  j:  —  Q  jc> 

est  satisfaite  par  j^  =  r,  et  se  ramène  à  Téquation 

dz        ,^         ^    .  ^ 

—  -+-  [P  —  !iQx)z=Qz\ 

Si  réquatîon  renfermait  une  puissance  dey  supérieure 
à  ^',  la  même  substitution  ferait  disparaître  R,  mais  elle 
introduirait  de  nouvelles  puissances  de  z. 


PROBiEME    DE    DE    BEAUWE. 

516.    Troui^er  une  courbe  telle,  que  la  sous-tan gentc* 
soit  à  Vordonnce  comme  une  ligne  constante  est  à  la 
'    ^{ff^'t^nce  entre  Vordonnéc  et  V abscisse. 

L'équation  différentielle  de  la  courbe  est 

^(r  _  X  —  ^ 

djc  a 

OU 

€ly         I  I 

d.c        a  (i 

équation  linéaire  et  du  premier  ordre.  En  appliquant  la 
formule  du  n"  SU,  on  trouve  pour  in(égrale 

(-) 
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Celte  équation  se  simplifie  quand  on  prend  pour  axe 
Fîg.  107.  des  x'  la  droite  qui  a  pour  équa- 

y  D//  lion 


en  conservant  le  même  axedes^  ; 
les  formules  de  iransformaiion 
sont  dans  ce  cas 


et  Tëquation  de  la  courbe  devient 


PROBLEME    DES    TRAJECTOIRES. 

517.   Trouver  une  courbe  qui  coupe  sous  un  angle 
donné  toutes  les  courbes  renfeimées  dans  Vèquation 

(l)  F(^,J,  fl)=:0, 

a  étant  un  paramètre  variable. 


Fig.  loH. 


Soient  X  eiy  les  coordonnées 
du  point  M  commun  à  Tune  des 
courbes  AB  et  à  la  trajectoire 
CD,  m  la  tangente  de  l'angle 
donné,  enfin  T'  et  T  les  angles 
que  les  tangentes  h  la  courbe  AB 
et  à  la  trajectoire  au  point  {j^iy) 


font  avec  Taxe  des  x;  on  a 

tangT—  tangT* 


m  = 


'Vf 


Mais 


1  -h  langT  taîi|5'l 


^/J 


langT=^,     tan.r^-^,. 


D4 
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donc 

1               dF \                     dY 

* 

"( 

dy  dx    \        dy        dx 
"        dx  dF  j        dx  "*"  dF' 
\                dyj                     dy 

ou  encore 

(dF  ^dFdy\  _dF^       dFdy 
^    '  \dy        dx  dx)         dx,        dy  dx 


• 


L'élimination  de  a  entre  les  équations  (i)  et  (2)  donnera 
Téquation  ditrérentielle  du  lieu. 

518.  Soit,  par  exemple, 

y^  z=z  axP, 

On  aura 

///  (  ny"-*  ■+-  npxP-^   /    )  '^  apxP^^  —  /ïj"-»  ^z=io. 

Si  l'on  élimine  a^  après  avoir  multiplié  la  dernière  équa- 
tion par  or,  ou  aura,  en  divisant  parj)^"~', 

/  dy\  dy 


OU 


/  \  dy 

[mpy  —  nx)  -^  +  ntnx  -+-py  =  o, 

eix  ' 

équation  homogène  que  l'on  sait  intégrer. 

En  particulier,  si  Ton  suppose  n  =  p  =  1,  c'est-à-dire 

si  Ion  demande  les  trajectoires  des  droites  représenléél 

par  l'équation 

y  =  ax, 

l'équation  ditrérentielle  sera 

m  (xdx  -{- ydy)  -\- ydx  —  xdy  =  o; 

divisée  par  x*-\-j*  et  intégrée,  elle  donne 


ni\i^u:^-\-y^y=:z  arctang  -  4-  C, 
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et,  en  prenant  des  coordonnées  polaires, 

e-hC         $ 


ni\rz=0-hC,     ou     r  =  e   '"    ^rctf'". 

Donc  les  courbes  qui  coupent  sous  le  même  angle  toutes 
les  droites  menées  par  l'origine  sont  des  spirales  logarith- 
miques semblables,  ayant  cette  origine  pour  point  asymp- 
totique. 

519.  Le  problème  des  trajectoires  se  simplifie  quand 
Fangle  donné  estdroil.  Dans  ce  cas,  les  trajectoires  sont 
dites  orthogonales j  et  Téquation  ditrérenticlle  résulte  de 
Télimination  de  a  entre  les  deux  équations 

F(^,  r,  ^)  =  o,     —  dy  -  —  ^x  =  o. 

Ainsi,  dans  l'exemple  du  n^  518,  il  faut  éliminer  a 
entre  les  équations 

j'"  =  axPy     ny^^^  -^  paxP^^  y-  =  o, 

•ce  qui  donne  Téquation 

dy 

•dont  rintégrale  est 

Suivant  que  n  et  p  seront  de  même  signe  ou  de  signes 
contraires,  cette  équation  représentera  une  infinité  d'el- 
lipses ou  d'hyperboles  semblables  et  concentriques. 

Si  l'on  se  proposait  de  cherclrer  les  trajectoires  ortho- 
gonales des  courbes  données  par  l'équation 

on  devrait  évidemment  retrouver  Téquation 

y'^  z=  axP 

«dans  laquelle  a  est  une  constante  arbitraire* 
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ÉQUATION   DU  PBEMIEH  ORDRE  ET   d'uN  DEGBÉ  QUELCONQUE, 
—  CAS  OU  l'équation  ne   contient   pas   EXPLICITEMENT 

X  ^t:  y. 

520.  Soit 

ou,  en  posant  -j-  =  p^ 

une  équation  différentielle  du  premier  ordre  et  d'un  degré 

tir 
quelconque  par  rapport  à  -j"  S'il  est  possible  de  la  ré- 

soudre  par  rapport  à  ~i  on  aura  une  ou  plusieurs  équa- 
tions du  premier  degré  que  Ton  tâchera  d'intégrer. 

521.  Si  Téquation  se  réduit  à 

et  qu'on  puisse  la  résoudre  par  rapport  à  /;,  on  aura  plu- 
sieurs valeurs  de  ;;  : 

de  là  les  solutions 

y'z=:  (AX  -\-  C,      y  =  x'ac  -h  C, .  . . , 

comprises  dans  l'équation  unique 

(^  __  ajc  —  C)  (x  —  o!x  —  C')  (  j  —  (xTx  —  Q") .  .  .  =  o. 

On  ne  diminue  pas  la  généralité  de  cette  intégrale  en 
admettant  que  la  même  constante  arbitraire  C  entre  dans 
tous  les  facteurs;  l'équation  précédente  peut  alors  s'écrire 


ou  bien 


(^^-)(^-')-=«- 


F  i>:=^ ,  =0, 


k 
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résultat  qu'on  obtiendrait  encore  en  éliminaDl  a  entre  les 

équations 

F(a)  =  0,      ^  =  aj:-hC. 


Exemple. 


( 


on  aura 


d'où 


( 


*^  ^    — fl»=0, 


^  =  zh  rîx  -t-  C. 

ÉQUATIOIVS   QUI  NE   RENFERMENT   PAS  l'uNE  DES   VARIABLES. 

522.  Supposons  maintenant  que  Féquation  différen- 
tielle ne  renferme  pas  j^  et  qu'elle  soit  de  la  forme 


.(!..)=.. 


Si  l'on  peut  la  résoudre  par  rapport  à  y-  et  en  tirer 

on  aui  a  y=zlf  {^x)  dx^  et  le  problème  sera  ramené  à 
une  quadrature. 

Exemples. 
On  en  tire 


1°  I  -f-  1   —  ax  =  o. 


-7-  =  d~  s^ax, 
dx 


*A 


axcbc  nr  i:  -  j;  \lox  -4-  C, 


ou 


^  -  9 

dy^  dy 
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On  déduit  de  cette  équation 


•         dy^_  (iy_  _ 

djù  ^      dx  ' 

d'où  les  deux  solutions 

y  z=^  ax  -\-Qa^      y  ^= h  C. 

523.  SI  l'équation  ne  peut  pas  être  résolue  par  rapport 
a,  p  mais  qu'on  la  puisse  résoudre  par  rapport  à  x^  ou 
aui'a 

(«)  ^^/C/»), 

d'où 


jr=Jp.d/(p]+C, 


OU 


(2)  y=pf{p)-Jf{p)di,  +  C; 

on  aura  Tiulégrale  en  éliminant  p  entre  les  équations  (i) 

et  (2). 

S24.   Si  l'équation  différentielle  ne  conlient  pas  x  et 
qu'on  puisse  la  résoudre  par  rapport  à  j^  on  aura 


,=np),  d.^'.lM.^fJM^, 


d'où 


f(p) 


J    p 


dp -h  C. 


CAS  OU   l'équation    peut   être  résolue  par  rapport 

A  l'une  pes  variables. 

.  525.  Si  l'équation  contient  x^j  et  p^  et  qu'elle  puisse 
se  résoudre  par  rapport  à  l'une  des  variables,  j^  par  exem- 
ple, en  sorle  que  l'on  ait 

y=/{x,p). 
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on  aura 

df  ,  fff  . 

rfr,     ou     pdx  =  —-  ajT  -i-  -7-  dp, 

dx  dp 

Si  Ton  peut  inlégrer  celle  équalîon,  qui  est  du  premier 
ordre  et  du  premier  degré,  la  relation  cherchée  s'obtien- 
dra en  éliminant  p  entre^réqualion  intégrale  et  l'équa- 
tion j^  =/(a:,  p). 

526.   Prenons  pour  exemple  Téqualion 

qui  ne  renferme  x  eiy  qu'au  premier  degré.  On  a 

pdx  =  xf[p)  dp  +f[p)  dx  -^-  ^'{p)  dp, 
ou 


<'p  ■  f[p)—p       /(p)- p 

équation  qui  donne  (511  ) 

(a)  .=  -e    J  m^-pyj ^^^J  AP)-P  ^^  +  c\. 

En  éliminant  p  entre  les  équations  (i)  et  (2),  on  aura 
Fintégraic  demandée.  Ordinairement  celte  élimination 
n'est  pas  j)raticable,  parce  que  Téqualion  (2)  contient  des 
fonctions  transcendantes  de/;;  mais  alors,  en  donnant  kp 
une  suite  de  valeurs  arbitraires,  les  équations  (1)  et  (2) 
détermineront  les  valeurs  correspondanles  de  x  ol^. 

527.   Quand  y* (/>)  = /?,   l'équation   (2)  est  illusoire. 
Mais  alors  Téquation  (i)  devient  l'équation  de  Clairaut, 

(a)  jr=px-hff{p), 

et  en  différentiant  par  rapport  à  or,  on  aura 

pdx  =, pdx -\- xdp -\- (^' [p)dpy 
d'où 

dp[x-hfi'[p)]=^o. 

Cette  équation  peut  être  satisfaite  de  deux  manières  : 
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1°  en  posant 

dp  =^  o,     d'où    /)  =  G, 

et,  en  substituant  celte  valeur  de  p  dans  (a), 

2°  en  posant 

(y)  arH-cp'(/?>=o; 

on  en  déduira  pour/>  une  valeur  f(r)  et  Ton  aura 

W  j.=.xf(x)  +  y[f(x)], 

relation  qui  ne  contient  aucune  constante  arbitraire  et 
qui  ne  peut  être  déduite  de  l'intégrale  générale  en  don- 
nant à  la  constante  une  valeur  particulière. 

C'est  ce  qu'on  nomme  une  solution  singulière. 

628.   Les  droites  représentées  par  l'intégrale 

sont  tangentes  à  la  courbe  (J).  En  eirer,  si  Ton  prend  sur 
la  courbe  un  point  (x^y)  correspondant  à  une  valeur  ar- 
bitraire de/>,  on  a,  en  différentiant  l'équation  (8), 

Donc,  en  donnant  à  p  une  valeur  quelconque  C,  on  a 

dr 
pour  ce  point  de  la  courbe/  =  Cx  -+-  (f  (C)  et  -^  =  C. 

Donc,  la  tangente  en  ce  point  est  la  droite  qui  a  pour 
équation  j^  =  Cj: -H  (p  (C). 

529.  Nous  avons  dit  que  la  seconde  solution  ne  pou- 
vait être  déduite  de  l'intégrale  générale  en  donnant  à 
la  constante  une  valeur  particulière.  Cela  suppose  que 
(f^(p)  n'est  pas  constant.  Si  f^  (p)  était  égal  à  une  con- 
stante &,  on  aurait 

solution  comprise  dans  l'intégrale  générale  en  y  faisant 
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.    EXERCICES. 

« 

Solution  : 

V  =  C^  — j:*—  4^''—  3.4.x'—  a.3.4x  — i.a.3.4. 

2.  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  cercles  inscrits  dans 
un  angle  droit.  Trouver  r asymptote  sans  intégrer.  Prouver  que  les 
trajectoires  sont  des  courbes  semblables, 

ày       dy^ 

Solution  :  Équation  qui  résulte  de  rélimination  de  p  entre  les 
équations 

r  =  ^ -+- a/? -+- /?',    .r=r  2;jH-4log(/,-i)4-C. 
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QUARANTE-DEUXIÈME  LEÇON. 

SUITE  DES  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  ORDRE. 

Existence  de  Tintégrale  d*une  équation  différentielle  du  premier  ordre.  — 
Existence  d'un  facteur  propre  à  rendre  intégrable  le  premier  membre 
de  l'équation.  —  Détermination  de  ce  facteur. 


TOUTE    ÉQUATION    DIFFÉRENTIELLE    DU    PHEMIER    ORDRE 

ADMET    UNE    INTÉGRALE. 

530.  Toute  équation  diflrérentielle  du  premier  ordre 

dy 

-—  =z/{xyx)^     011     Mt/.r  4- NflÇr  =  o 

admet  une  intégrale  conlenant  une  constante  arbitraire, 
c'est-à-dire  qu'il  existe  toujours  une  équation  contenant 
x^y  et  une  constante  arbitraire  telle,  qu'en  la  différen- 
lîanl  et  éliminant  la  constante,  on  retrouve  Téqualioa 
proposée. 

En  effet,  l'intégration  de  l'équation  proposée  consiste  à 
trouver  une  fonction  de\r,  désignée  parj-,  telle,  que  sa  dé- 
rivée soit  égale  à  /(^,y),  ou  encore,  qu'en  donnant  à  x 
l'accroissement  infiniment  petit  dx^  l'accroissement  cor- 
respondantû(^puisse  être  regardé  comme  égalày(.r,j^)rfr. 
Puisque  l'équation  différentielle  dj=f[x^y)dx  ne 
détermine  que  l'accroissement  dej^,  on  peut  se  donner 
arbitrairement  la  valeur  At  y.  pour  une  valeur  particu- 
lière de  X,  Si  l'on  prend  y  ^=^h  pour  a:  =  a,  /^(«,  h)  h 
sera  l'accroissement  infiniment  petit  de j^  lorsque  x  pas- 
sera de  la  valeur  a  à  une  valeur  infiniment  voisine  a  4-  A. 
De  même,  si  l'on  pose 

a-h/i  =  a'     et     b'=.  b  -h/{a,  h.)/i, 
f(a'^  b')  h  sera  raccroissement  de  y  lorsque  x  passera 
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de  a*  à  a  -^  h.  En  coniinuaut  ainsi  a  faire  croître  x 
par  degrés  insensibles  jusqu'à  une  valeur  quelconque, 
rëquation  différentielle  déterminera  les  accroissements 
successifs  de ^,  de  sorte  que  la  valeur  3e^  correspondant 
à  chaque  valeur  de  x  sera  complètement  déterminée.  Par 
conséquent  y  sera  une  certaine  fonction  de  jr,  et  celte 
fonction  dépendra  nécessairement  de  là  ronslante  arbi- 
traire b  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

IL  EXISTE  UN  FACTEUR  PROPRE  A  RENDRE  DIFFÉRENTIELLE 
EXACTE  LE  PREMIER  MEMBRE  d'lNE  ÉQUATION  DU  PREMIER 
ORDRE. 

531.  Ou  vient  de  démontrer  que  l'équation  différen- 
tielle 

(i)  Mdx-\-^dy  =  o 

admet  toujours  une  intégrale  contenant  une  constante 
arbitraire  C.  Cette  équation  intégrale,  résolue  par  rapport 
à  C,  prendra  la  forme 

(2)  «=:C, 

u  étant  une  fonction  de  a:  Qij  qui  ne  renferme  pas  C.  On 

tire  de  l'équation  (2) 

du 

du  j         du  djr  dx 

—-  f/x  4-  3-  djr  1=  o,      d  on     --  —  —     -. 
dx  djr  dx  du 

dy 
Or,  l'équation  (i)  donne—  = -•  On  doit  donc  avoir 

du^ 

(3)  ^  =  ^.       ■ 

^^  du        N 


ti 


<r 


Cette  équation  doit  être  identique,  car  s'il  en  était  au- 
trement, elle  établirait  entre  les  variables  une  relation 
en  vertu  de  laquelle  j^  serait  une  fonction  de  x  sans  con- 
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slante  arbilraire,  puisque  M,  jN,  --?  —  n  en  contiennent 

pas.  Or,  à  cause  de  réquatîon  ^  =  0,  /  doît  dépendre  de  x 
et  de  la  constanleC. 

L'identité  (3)  peut  être  mise  sous  la  forme 

du       (lu 
dx dy 

m'  ""  IT  ' 


^j 


en  désignant  par  ^  chacun  de  ces  quotients.  On  tire  de  là 

_  =  M.,     -  =  N.; 

donc 

du  =  ç  (Mdx  -h^df). 

Ainsi,  il  ejiiste  toujours  un  facteur  i^,  fonction  de  x 
et  de  j^  propre  à  rendre  le  premier  membre  de  V équa- 
tion une  différentielle  exacte. 

Quand  on  saura  trouver  ce  facteur  et  Tintégrale  u  de 
la  diflerentielle  totale  i^  (Mrfj: -f- N^)')»  m  =  C  sera  l'in- 
tégrale de  Téqualion  (i). 

532.  //  existe  une  infinité  de  facteurs  propices  à  rendre 

le  premif^r  membre  de  Véquation  (i)  itne  différentielle 

exacte.  En  effet,  si  nous  multiplions  les  deux  membres 

de  Téquation 

if{^dx  4-  Nrfj)  =^du 

par  une  fonction  quelconque  de  //,  9  (")?  ^^  vient 
rç  (k)  [^Idx  -f  '^dy)  r=  <p  [u)  du  r=z  df^  [u)  du. 

Ainsi,  ^^{u)  (Mrf.r  H-N^  )  est  encore  une  différentielle 
exacte,  et  le  fadeur  ^^y(//)  jouit  de  la  même  propriété  que 
le  facteur  v>. 

Exemple,  xdy  — ydx  =  o.  Celte  équation  donne 

dy        €lr  y        r^ 

—  =  —  t      d  ou      r  =  C^,      ou      -  z=  C  =  u. 

y         X  ■        ''  X 

Le  facteur,  r,  le  plus  simple  qui  rend  j:rf^ — jdx  une  dîf- 
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férentiellle  exacte  est  donc  — •  Tout  autre  facteur,  <'';>(//), 

est  de  la  forme  —z'^  (-]' 

x^  •  \x I 

Ainsi  çp  (m)  =  —  donne  le  facteur  —  et 

^  ^    ^        u  xy 

y         X  X 

o(ii)  = r  donne  le  facteur  — r r  et 

*  ^     '         I  H-  a*  X*  -ry'^ 

xdy  —  vdx        ,  y 

— =^- '^ —  =  a  arc  tanpr*^. 

a?*  H- 7*  "^  X 

533.  Réciproquement  tout  facteur  \^  propre  à  ren- 
dre M  dx -i-Ndy  une  différentielle  exacte  est  de  la 
forme  v'^  {a).  En  effet,  soit 

y{^\dx-^^dy)  =  d\j: 
on  a 

V {M  dx  -\-  ^ dy)  =  du\ 
donc 

(i)  d\}  =  ^dii. 

Soit  u=  J\x^  y).  Si  Ton  tire  de  celte  écjuation  la  va- 
leur de  y  en  fonction  de  u  et  de  x,  et  qu'on  la  porte  dans 
la  valeur  de  U,  on  aura 

V  =  ^(u,x),     dU  =  ^du-h^  dx  ; 
'  du  dx 

cette  expression  de  la  différentielle  totale  d\J  doit  être 

identique  à  sa  valeur  (i);  or  cela  exige  que  -.-  soit  nul, 

et  que  la  fonction  <}>,  indépendante  de  x^  soit  une  simple 

fonction  de  u\  il  en  sera  de  même  pour  sa  dérivée  -p? 

y 

qui  est  égale  à  -• 

534.  D'une  manière  générale,  w,  U,  q  étant  des  fonc- 
lions  d^un  nombre  quelconque  de  variables^  si  l^on  a 

Sturm.  —  y4n.y  IL  •  «^ 
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dV  =■  qdii,  on  auralJ  =  <f{u);  car  en  éliminant  une 
de  ces  variables,  x  par  exemple,  on  pourrait  écrire 

U  =z^(u,yj  z,,,). 

Or,  dU  ne  peut  se  réduire  identiquement  à  qdu  que 
si  ^  est  indépendant  dey,  ^,...  et  se  réduit  à  une 
fonction  de  w. 

535.  Si  deux  facteurs  \  et  u  rendent  différentielle 
exacte  V expression  '^Idx -\-'iidy^  leur  rapport  égalé  à 
une  constante  sera  V intégrale  de  Véquation 

Car  de 

V 

-  i=C,      ou     fûiu)  =C, 

on  tire  u  =  c, 

DÉTERMINATION    DU    FACTEUR    ^'. 

536.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
i^  [Mdx  H-  Nr/y  )  soit  une  différentielle  exacte  est 

dy    ~    dx 
ce  qui  revient  à  l'équation 

l\\  N- M  —-=<'-; . 

^  '  dx  dy  \djr         djc  ] 

Quoique  cette  équation  soit  en  général  aussi  difficile  à 
résoudre  que  la  proposée,  elle  peut  cependant,  dans  quel- 
ques cas,  servir  à  trouver  le  facteur  v^  : 

1°  Si  1^  ne  doit  dépendre  que  d'une  seule  variable,  x  par 

exemple,  on  a  —  =  o,  et  l'équation  (i)  se  réduit  à 

dM       r/N 

i  dv  djr         dx 

(^^  ~i'dJ:~  N         ' 

Par  hypothèse,  le  premier  membre  ne  dépend  que  de  x^ 
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donc,  on  doit  avoir 

fijr         dx 


N 


=  /{'). 


Cette  conditiou  est  suffisante^  car  si  elle  est  remplie,  on 
satisfera  à  l'équation  (q)  en  prenant 

Le  calcul  est  plus  simple  si  l'on  suppose  N  =  i,  c'est- 
à-dire  si  l'on  met  Téquation  proposée  sous  la  forme 
dj  -h  Mrfji:  =  o,  ce  qui  est  permis.  On  a,  dans  ce  cas, 

d'où 

L'équation  proposée  devient 

g  +  p^  +  Q^O. 

Il  suffit  donc,  pour  rendre  différentielle  exacte  le  pre- 
mier membre  de  cette  équation,  de  le  multiplier  par  e^***^. 
On  a 


djr 
e*  — 

d'où  (499) 


dx 


r/P^/-+-  JQeS^'^' dx  =  C, 


C'est  le  cas  de  l'équation  linéaire  (511  ). 

2°  Si  le  facteur  p»  est  de  la  forme  XY,  X  étant  une 
fonction  de  x^  et  Y  une  fonction  de  j^,  on  a 

dv f/X        dtf dY 

dx  dx        djr  djr 

et  l'équation  (i)  revient  à 

dli  __      jfTy  __  d^\       dN 
Xdx  Xdy  ~  dy         dx' 

o. 
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Si  celle  condilion  est  remplie,  on  aura 

537.  L'emploi  du  facteur  p»  donne  les  méthodes  pré- 
cédemment exposées  :  ainsi,  la  séparation  des  variables 
dans  l'équation 

où  X  et  Xi  désignent  des  fonctions  de  x,  et  Y,  Yj  des 
fonctions  de  jr,  revient  à  multiplier  l'équation  proposée 

par  le  facteur  -^-rz' 

Xi  Y 

La  transformation  employée  dans  l'intégration  de  Té-- 
quation  homogène  revient  aussi  à  la  détermination  d'un 
facteur  qui  rend  le  premier  membre  intégrable.  En  effet, 
l'éqtiation  (3)  du  n*'  506  n'est  autre  chose  que  l'équation 
proposée  divisée  par  x'""*"*  [9(^)  -H  ^^  ('^)]'  ^^  rempla- 
çant z  par -ï  x"*(p  (  -  )  par  M,  x'"^  f  -  1  par  N,  on  voit 
que  le  facteur  p»  est,  dans  ce  cas, 


Mjc  +  Nj 


Il  est  d'ailleurs  facile  de  vérifier  que  —rz r; —  est 

^  M.r-f-N/ 

alors  une  différentielle  exacte.  Il  suffit,  pour  cela,  de  dé- 
montrer que 

M  N 


M^-i-Ny  Mx-f-Nj 


djr  dr 

Celte  équation  revient,  après  quelques  transformations, 
à  la  suivante  : 
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OU 

NM/w—  NM/?/=ro, 

car  les  fonctions  M  el  N  étant  homogènes  et  de  degré  m, 
on  a  identiquement  (I,  178) 

^M  dM        „  r/N  r/N        ^, 

X hr-;— =Mm,     X hr-;— =N/;i. 

(IX  dy  dx  df 

Si  le  premier  membre  de  l'équation  homogène  est  déjà 
une  différentielle  exacte,  on  pourra  prendre  pour  premier 

facteur  i,  et  pour  second  r- —  •  Leur  rapport,  égalé 

à  une  constante,  donnera  Tintégrale  qui  sera,  par  consé- 
qtient, 

EXERCICES. 

i .  aydx  H-  hxdy  H-  jd^y*  (rydx  -\-  exdy)  =  o. 

Solution  :  Le  premier  binôme  devient  intégrable  lorsqu'on  le 

multiplie  par  x^'* y^-^  (^  {x" y^  ) ,  et  le  second  par        ;  ^    ^(-^^^  *). 

On  peut  déterminer  l'S  fonctions  y  et  -^  de  telle  sorte  que  ces  deux 
facteurs  soient  éia  :x. 

2.  Trouver  le  facteur  d^inté^rahilité  de  C équation 

(x-h  r)r/xH-f/^  =  o. 
Solution  :  e*.      • 

3.  Trouver  le  facteur  d^intégra^ùlité  de  Inéquation 

(  1  —  a*/)  dx  4-  c^(y  —  x)dy  =  o . 

1 


Solution  : 


.1 
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Si  cette  condilioii  est  remplie,  on  aura 

537.  L'emploi  du  fadeur  p»  donne  les  méthodes  pré- 
cédemment exposées  :  ainsi,  la  séparation  des  variables 
dans  Téquation 

ou  X  et  Xi  désignent  des  fonctions  de  x,  et  Y,  Y,  des 
fonctions  de  jr,  revient  à  multiplier  Téquation  proposée 

par  le  facteur  :^-^' 

Xi  Y 

La  transformation  employée  dans  Tîntégration  de  Tc- 
quation  homogène  revient  aussi  à  la  détermination  d'un 
facteur  qui  rend  le  premier  membre  intégrable.  En  effet, 
Téquation  (3)  du  n*'  506  n'est  autre  chose  que  Téquation 
proposée  divisée  par  x'"+*  [?(^)  +  ^^  (^)]*  ^^  rempla- 


-ï  x"'(f  (  -  )  par  M,  j:'"'-  ^^ 

X  \  oc  J 

que  le  facteur  p»  est,  dans  ce  cas, 


çant  z  par -ï  x"*(p  f  -  )  par  M,  j:'"^  (  -  )  par  N,  on  voit 


Il  est  d'ailleurs  facile  de  vérifier  que  ^-rr. t-, —  ©*1 

alors  une  différentielle  exacte.  Il  suffit,  pour  cela,  de  dé- 
montrer que 


M  ,  N 

a 


Mj:  -i-  N/"  Mx-i-  Nj 


dy  d.K 

Cette  équation  revient,  après  quelques  transformationS| 
à  la  suivante  : 


I 
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QUARANTE-TROISIÈME  LEÇON. 

SOLUTIONS  SINGULIÈRES  DES  ÉQUATIONS  A  DEUX  VARIABLES. 

Comment  elles  se  déduisent  de  Tintcgrale  générale.  —  Solutions  singu- 
lières obtenues  au  moyen  du  facteur  qui  rend  intégrable  le  premier 
membre  de  Téquation.  —  Exemples  de  solutions  singulières.  —  La 
solution  singulière  est  l'enveloppe  des  courbes  représentées  par  Téqua- 
tion  intégrale. 

COMMENT  LES  SOLUTIONS  SINGULIÈRES  DES  ÉQUATIONS  A 
DEUX  VARIABLES  SE  DÉDUISENT  DE  l'iNTÉGRALE  GÉNÉ- 
RALE. 

538.  Soient 

dy 

(1)  Mdjc  -\-^dy=o     ou      -j~z=if[x^y) 

une  équation  différentielle,  et 

(2)  F(j7,J,c)=rO 

son  intégrale.  Différentions  celte  dernière  équation  par 
rapport  à  x  \  nous  aurons 

^    ^  dv"'        dF' 

dy 

Si  Ton  élimine  c  entre  cette  équation  et  la  précédente, 

.        .    ■  dx 

on  doit  obtenir  Téquation  (t),  ce  qui  exige  que -7^;  de- 

vienne  identique  à —quand  on  remplace  dans  ce  quo- 
tient c  par  sa  valeur  tirée  de  Téqualion  (2),  et  cette  éli- 
mination conduirait  encore  à  une  identité,  lors  même 
que  c  serait  une  fonction  de  x  et  de^. 
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539.  Cicla.  posé,  je  dis  que  si  l'on  coiinaU  Tinlégrale 
F(jc,j^,  c)=o  d'une  équation  différenliclle,  on  peut 
déterminer  les  solutions  singulières  de  celte  équation. 

Soit 

(4)  ?(-^,j)  =  o 

une  solution  singulière,  cVst-à-dire  une  équation  qui 
satisfasse  à  l'équation  (i),  mais  qui  ne  puisse  se  déduire 
de  l'intégrale  générale  en  attribuant  à  la  constante  une 
Taleur  particulière.  On  peut  faire  rentrer  Péquation  • 
cp  {x^jr)  =  o  dans  cette  intégrale,  en  y  remplaçant  ç  par 
une  fonction  convenable,  car  il  suffit  de  poser 

d'où  Ton  déduit  la  valeur  de  c  en  fonction  de  x  et  de  y. 
Cette  valeur  étant  déterminée,  si  Ton  diflférentie  Téqua- 
tion  (2)  par  rapport  à  x,  on  aura 

dF       d?  dy       dF_dc^_ 

dx         dy  dx        de  dx 
d'où  Ton  tire 

r/F        d^ 
.  ç,.  dy  dx  de     de  * 

^     '  di~'~  dF''  7F'^' 

dy         dy 

L^élimination  de  c  entre  les  équations  (2)  et  (6)  doit 

dy 
conduire  à  l'équation  ■—-  z=fi^x^j).  Donc  réqualion  (6) 

se  réduit  à  -j-  =ifl^x^j).  Or, 1^^^  réduit  à  f(x^j) 

ClX  It,  M. 

quand  on  remplace  c  par  sa  valeur  tirée  de   1  équation 
F  [x^jy  c)  =  o  (538)  \  donc  on  doit  avoir 

d¥ 

,    .  de^    de 

dy 
équation  à  laquelle  il  faut  joindre  F  [x,j^  c)  =  o. 


.  i 
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Le  syslènie  de  ces  deux  équations  se  ramène  aux  deux 

suivaiils  : 

i  — 

idc  \  de  

d^"^'  (II)      <^~^' 

F(x,j,  c)=o,  Ï^X 

\  F(a:,j,  c)  =  o. 

Or,  le  premier  système  donne  c  =  une  constante,  et,  par 
suite,  on  retombe  sur  l'intégrale  générale. 
Le  second  se  partage  en  deux  : 

(III)    pT""'"'  (IV)  pô^"""^' 

En  éliminant  centre  les  deux  équations  de  chacun  de  ces 
deux  derniers  systèmes,  on  obtiendra  les  solutions  sin- 
gulières de  l'équation  proposée,  pourvu  qu'on  omette  les 
valeurs  de  c  qui  rendent  simultanément  nulles,  ou  infi- 

ciF    dF 
nies,  les  deux  fonctions—)  — »  parce  que  la  première 

des  équations  (II)  se  présenterait  sous  la  forme  illusoire 

-  =  o,  ou  —  =:  o  :  il  faudra  aussi  rejeter  les  solutions  qui 

rentreraient  dans  l'intégrale  générale  en  attribuant  a  c 
une  valeur  constant^. 

Ainsi,  071  obtiendra  les  solutions  singulières  dUine 
équation  différentielle  du  premier  ordre  en  éliminant 
la  constante  entre  V intégrale  générale  et  sa  dérii^ée  par 
rapport  à  la  constante,  égalée  à  zéro,  ou  bien  entre  cette 
même  intégrale  et  sa  dériyée  par  rapport  à  j^  égalée  à 
V  infini, 

540.  Quelle  que  soit  la  forme  sous  laquelle  se  présente 
l'équation  intégrale  F  (x,  j^,  c)  =:  o,  l'application  des 
règles  précédentes  doit   toujours  conduire  aux  mêmes 
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de 

solutions.  En  effet,  le  rapport—  restera  toujours  le  même 


quand  on  éliminera  c  au  moyen  de  Tcquation  F  =  o, 
quoique  chacune  de  ces  dérivées  change  quand  on  trans- 
forme cette  équation.  Car  en  regardant^  comme  une 
fonction  de  c,  on  a 

de         dy 
'^dF^dc' 

valeur  qui  sera  toujours  la  même,  quel  que  soit  F.  Ainsi, 
lorsqu'une  transformation  de  l'équation  F  (r,  )',  c)  =  o 

fera  perdre  des  solutions  à  Téquation  —  =  o,  elle  les  fora 

.       dV 
acquérir  à  Tautre  équation  —  ==  oo  . 

SOLUTIONS    SINGULIÈRES    DÉDUITES    DU     FACTEUR     QUI    REND 
INTÉGRABLE    LE    PREMIER    MEMBRE    DE    l'ÉQUATION. 

541 .  Si  Ton  met  l'intégrale  sous  la  forme  n  —  c  =  o, 
on  aura 

de  I 

dy  '  dy 

Ainsi,  toutes  les  solutions  singulières  seront  données  par 

l'équation  —  =  o.  Mais  —  n'est  autre  que  le  facteur  v 

par  lequel  dy — f(x^y)dx   devient  une  différentielle 
exacte  (531).  Donc  l'équation 

I 

-  =  o,       ou       f'  =  00 

ç 
contient  toutes  les  solutions  singulières. 


r4  COURS    d'analyse. 

EXEMPLES    DE    SOLUTIONS    SlUGULlkHES. 

542.  1° 


xilx  -h-ydjr  z=  dysjx^-\-y^ — a*. 


Divisons  par  sjx*  -hy*  —  «*>  il  vient 
xftx  -\-  ydy 


dy  =  —==:z^=  =  d  sjx^  H-  j"^  —  û% 
dont  rinlégrale  est 


j  -4-  c  =  y  j:*  -h  7'  —  a^, 

OU  • 

ncy  -^  c^  -\-  a^ —  j7*r=  o; 

OU  aura  donc 

dF  dY 

-—  r=:  2r  H-  2C  =:  O,       OU       —— =  2C=00. 

Celte  dernière  équation  ne  conduirait  qu'à  la  valeur  illu- 
soire j^  =  00  .  La  première  donne  c  =  — y^  et,  par  suite, 

^^  -\-y^  —  û'  =  o, 

solution  singulière.  Cette  solution,  qui  représente  une 
circonférence,  n'est  pas  comprise  dans  l'intégrale  géné- 
rale, puisque  celle-ci  représente  une  suite  de  paraboles. 

Comme  le  facteur  i*  pst  ,  on  voit  bien  que 

^x^  -h  /'  —  a^ 

la  solution  singulière  correspond  à  f^  =  oo  . 

543.  2°  Trouver  la  courbe  dont  la  normale  a  une 
longueur  constante. 

L'équation  différentielle  est 
d'où 

ydr 


dx  ■=. 


sla^—y"^ 


QUARANTE-TROISIÈME    LEÇON.  70 

et,  par  suite, 

(a)  (x  — c)'-f-r*=û% 

équation  d'un  cercle.  Pour  avoir  les  solutions  singulières, 
il  faut  poser 


dF 

de  X  —  c 


d?  y 


=  0;     d'où     x-=zey 


et,  par  suite, 

(3)  r'=«*. 

On  obtiendrait  encore  celte  solution  en  égalant  à  Tin- 
fini  le  facteur    .  par  lequel  il  faut  multiplier  l'é- 

vy  —  a} 

quation  proposée  pour  séparer  les  variables. 

11  est  à  remarquer  que  les  deux  droites  représentées 
par  Téqualion  (3)  sont  tangentes  à  toutes  les  circonfé- 
rences que  représente  l'intégrale  générale  (2). 

•■ 

544.  3°  Trouver  une  courbe  dont  les  tangentes  soient 
à  une  distance  constante,  a,  de  Vorigine. 

L'équation  de  la  tangente  menée  par  un  point  quel- 
conque [Xjj)  de  la  courbe,  étant 

Téquation  différentielle  du  problème  sera 

-^        ^     —a 

ou 


(l)  j  = /?.r -h  «  V^ I -h /?'. 

En  difTérentiant  par  rapport  à  or,  on  a 


o  =  dp  j  àc 
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d\]  =.qdu^  on  aura  IJ  =  (f{ii);  car  en  éliminant  une 
de  ces  variables,  x  par  exemple,  on  pourrait  écrire 

Or,  dU  ne  peut  se  réduire  identiquement  à  qdu  que 

si  ^  est  indépendant  dey,  z^ et  se   réduit   à   une 

fonction  de  w. 

535.  Si  deux  facteurs  ^  et  v  rendent  différentielle 
exacte  V expression  lVlr/a:-4-N^,  leur  rapport  égalé  à 
une  constante  sera  V intégrale  de  V équation 

^ldx-\-  N^  =  o. 

Car  de 

V 

-  zzrC,       ou       oiu)  =:C, 

on  lire  m  =  c. 

DÉTERMINATION    DU    FACTEUR    i^, 

536.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
u  [^Idx  4-  Nt/y  )  soit  une  différentielle  exacte  est 

d.pM  _  d.pN 
dy  dx 

ce  qui  revient  à  l'équation 

^  '  dx  dy  \dy         dx  ) 

Quoique  cette  équation  soit  en  général  aussi  difficile  à 
résoudre  que  la  proposée,  elle  peut  cependant,  dans  queU 
ques  cas,  servir  à  trouver  le  facteur  v*  : 

1°  Si  i^  ne  doit  dépendre  que  d'une  seule  variable,  x  par 

exemple,  on  a  —  =  o,  et  l'équation  (i)  se  réduit  à 

cm     dN 

I  di>         dy         dx 

w  7z;= — N — 

Par  hypoihèse,  le  premier  membre  ne  dépend  que  de  x  ; 
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donc,  on  doit  avoir 

dM       r/N 
{ijr         (Ix 


JN 


=  /('). 


Cette  condition  est  suffisante^  car  si  elle  est  remplie,  on 
satisfera  à  l'équation  (a)  en  prenant 

Le  calcul  est  plus  simple  si  Ton  suppose  N  =  i,  cVst- 
à-dire  si  l'on  met  Téquation  proposée  sous  la  forme 
lij"  -h  Mdx  =  o,  ce  qui  est  permis.  On  a,  dans  ce  cas, 

d'où 

M  =  Pj-f-Q. 

L'équation  proposée  devient 

l+p^  +  Q^O. 

II  suffit  donc,  pour  rendre  différentielle  exacte  le  pre- 
mier membre  de  cette  équation,  de  le  multiplier  par  e^***^. 
On  a 

eS^dx  iZ  _|_  ^yeS^d,  _^  Q  çSVdx  __  ^  . 
dx 

d'où  (499) 

C'est  le  cas  de  l'équation  linéaire  (5H  ). 

2°  Si  le  facteur  y  est  de  la  forme  XY,  X  étant  une 
fonction  de  x^  et  Y  une  fonction  de  j^,  on  a 

—  —Y—        —  —  X  — 
dx  dx         df  djr 


6' 


et  l'équation  (i)  revient  à 


</X   _  M-^  — —  — — 
ILdx  Ydj'        djr  dx 


5. 


68  COURS  d'analyse. 

Si  celle  condîlion  esl  remplie,  on  aura 

537.  L'emploi  du  fadeur  p»  donne  les  mélhodcs  prc- 
cédemmenl  exposées  :  ainsi,  la  sëparalion  des  variables 
dans  l'équalion 

où  X  el  Xi  désignent  des  fondions  de  x,  el  Y,  Y,  des 
fondions  de  j^  revienl  à  mulliplier  l'équation  proposée 

par  le  fadeur  :^-^' 

Xi  Y 

La  Iransformalion  employée  dans  l'intégralion  de  l'é- 
quation homogène  revient  aussi  à  la  détermination  d'un 
facteur  qui  rend  le  premier  membre  intégrable.  En  effet, 
l'équalion  (3)  du  n°  506  n'est  autre  chose  que  Téquation 
proposée  divisée  par  x'""*"*  [?  (^)  H"  -^if;  (^)].  En  rempla- 
çant z  par -ï  x""^  (  -  )  par  M,  x'"^  f  -  ]  par  N,  on  voit 
que  le  facteur  v  est,  dans  ce  cas, 


V 


JMx  +  Nj 


Il  est  d'ailleurs  facile  de  vérifier  que  -rr ;^— -  est 

alors  une  différentielle  exacte.  Il  suffit,  pour  cela,  de  dé- 
montrer que 

M  N 


Mj7-f-JN"^  Mor-hN^ 


dy  dr 

Celle  équation  revient^  après  quelques  transformations, 
à  la  suivante  ; 


\.. . 
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OU 

NM/w  — ]VM/?/  =  o, 

car  les  fondions  M  et  N  étant  homogènes  et  de  dcgrë  ni, 
on  a  identiquement  (I,  178) 

x  —. h  j  -^  =  Mm,     X hx  3-  =N/w. 

Si  le  premier  membre  de  l'équation  homogène  est  déjà 
une  différentielle  exacte,  on  pourra  prendre  pour  premier 

facteur  i,  et  pour  second  ;rz —  •  Leur  rapport,  égalé 

a  une  constante,  donnera  l'intégrale  qui  sera,  par  consé* 

quent, 

Mx  -4-Nj^c. 

EXERCICES. 

i .  aydx  -j-  bxdy-^  x^y"  [cydx  -+-  exdy)  =  o. 

Solution  :  Le  premier  binôme  devient  intégrable  lorsqu'on  le 

multiplie  par  j:""'/*-'  ^(x^/*),  et  le  second  par  — „;  ,^    4'(-^J*)« 

On  peut  déterminer  L'S  fonctions  <p  et  ij^  de  telle  sorte  que  ces  deux 
facteurs  soient  éj^a  îx. 

2.  Trouver  le  facteur  d'intcgrabilUé  de  r équation 

[x-\'y)dx-\'dx  =  o. 
Solution  :  ^.      • 

3.  Trouver  le  facteur  d'intégra^nlite  de  ^équation 

(  1  —  x^f)  dx  -^  c^  (f  —  x)  dy  =  o . 

Solution  :  -^« 

x^ 
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QUARANTE-TROISIÈME  LEÇON. 

SOLUTIONS  SINGULIÈRES  DES  ÉQUATIONS  A  DEUX  VARIABLES. 

Comment  elles  se  déduisent  de  Tintcgrale  générale.  —  Solutions  singu- 
lières obtenues  au  moyen  du  facteur  qui  rend  intégrable  le  premier 
membre  de  l'équation.  —  Exemples  de  solutions  singulières.  —  La 
solution  singulière  est  l'enveloppe  des  courbes  représentées  par  Téqua- 
tion  intégrale. 

COMMEJVT  LES  SOLUTIONS  SIIÎGULIÈRES  DES  ÉQUATIONS  A 
DEUX  VARIABLES  SE  DÉDUISENT  DE  l'iNTÉGRALE  GÉNÉ- 
RALE. 

538.  Soient 
(i)  Mdjc-\-^df=b     ou     '■£=z/{jc,x) 

une  équation  différentielle,  et 

(2)  F(a7,7,c)=o 

son  intégrale.  Différentions  cette  dernière  équation  par 
rapport  à  x  *,  nous  aurons 

djr 
Si  Ton  élimine  c  entre  cette  équation  et  la  précédente, 

dx 
on  doit  obtenir  l'équation  (\),  ce  qui  exige  que  —  de- 

vienne  identique  à -—quand  on  remplace  dans  ce  quo- 
tient c  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (a),  et  cette  éli- 
mination conduirait  encore  à  une  identité,  lors  même 
que  c  serait  une  fonction  de  x  et  de^. 
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539.  C.el«.  posé,  je  dis  que  sî  Ton  connaU  rintégrale 
F(a:,j^,  c)  =  o  d'une  équation  différcnlielle,  on  peut 
déterminer  les  solutions  singulières  de  cette  équation. 

Sdil 

(4)  ?(-^>j)  =  o 

une  solution  singulière,  c'est-à-dire  une  équation  qui 
satisfasse  à  l'équation  (i),  mais  qui  ne  puisse  se  déduire 
de  l'intégrale  générale  en  attribuant  à  la  constante  une 
valeur  particulière.  On  peut  faire  rentrer  Técjualion 
(j)  {x^y)  =  o  dans  cette  intégrale,  en  y  remplaçant  ç  par 
une  fonction  convenable,  car  il  suffit  de  poser 

(5)  F(j:,J^,  c)  =ztf(x,x)y 

d'où  l'on  déduit  la  valeur  de  c  en  fonction  de  x  et  de  /. 
Cette  valeur  étant  déterminée,  si  l'on  différentie  l'équa- 
tion (2)  par  rapport  à  x^  on  aura 


d'où  l'on  tire 


dF        d¥  dr        dF  de 

1 1-  H =  0; 

dx         df  dx        de  dx 


(6) 


dF^       dF 
df  dx  de     de  ^ 

dJc"^"  dF~  iF^'dx' 

L'élimination  de  c  entre  les  équations  (2)  et  (6)  doit 
conduire  à  l'équation  —-  =f{^x^j).  Donc  I  équation  (6) 

(IF 

se  réduit  à  -j-  =zf(x^j).  Or, 77?  se  réduit  à  /{x^y) 

quand  on  remplacé  c  par  sa  valeur  tirée  de  Téquation 
F  [x^jj  c)  =  o  (538)  5  donc  on  doit  avoir 

dF^ 
de^    de 

équation  à  laquelle  il  faut  joindre  F  {x,j,  c)  =  o. 


l  de 
-77;  =  o> 
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Lesyslènie  de  ces  deux  équations  se  ramène  aux  deux 
suUants  : 

(I)        )Tv~^'  (II)      /  (IV^ 

.      (F(x,j,  c)=o,  hff 

\    F(ar,j,  c)  =  0. 

Or,  le  premier  système  donne  c  =  une  constante,  et,  par 
suite,  on  retombe  sur  Tiutégrale  générale. 
Le  second  se  partage  on  deux  : 

/  r/F  __  (  ^  — 

(III)  wr""^'  (IV)  Mr""""^' 

I  F(x,  7,  c)=:o,  (  F(ar,  j,  c)  =  o.     • 

Eu  éliminant  centre  les  deux  équations  de  chacun  deces 
deux  derniers  systèmes,  on  obtiendra  les  solutions  sin- 
gulières de  Téquation  proposée,  pourvu  qu'on  omette  les 
valeurs  de  c  qui  rendent  simultanément  nulles,  ou  infi- 

d?    d¥ 
nies,  les  deux  fonctions—?  —  i  parce  que  la  première 

des  équations  (II)  se  présenterait  sous  la  forme  illusoire 

-  =  o,  ou  —  =  o  •,  il  faudra  aussi  rejeter  les  solutions  qui 

rentreraient  dans  l'intégrale  générale  en  attribuant  à  c 
une  valeur  constanlq. 

Ainsi,  on  obtiendra  les  solutions  singulières  d'une 
équation  différentielle  du  premier  ordre  en  éliminant 
la  constante  entre  V intégrale  générale  et  sa  dérivée  par 
rapport  à  la  constante,  égalée  à  zéro,  ou  bien  entre  celte 
même  intégrale  et  sa  dérivée  par  rapport  à  y^  égalée  à 
t  infini, 

540.  Quelle  que  soit  la  forme  sous  laquelle  se  présente 
l'équation  intégrale  F  (j:,  j',  c)  ==  o,  l'application  des 
règles  précédentes  doit   toujours  conduire  aux  mêmes 
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de 

solutions.  En  eïîei,  le  rapport—  restera  toujours  le  même 

quand  on  éliminera  c  au  moyen  de  Tcquation  F  =  o, 
quoique  chacune  de  ces  dérivées  cbange  quand  on  trans- 
forme cette  équation.  Car  en  regardant^  comme  une 
fonction  de  c,  on  a 

de  dy 

'^dF~dc^ 

valeur  qui  sera  toujours  la  même,  quel  que  soit  F.  Ainsi, 

lorsqu'une  transformation  de  l'équation  F  (r,  y^  c)  =  o 

,      dF 
fera  perdre  des  solutions  à  Téqualion  —  =  o,  elle  les  fora 

dF 
acquérir  à  l'autre  équation  —  ==  oo  . 

SOLUTIONS    SINGULIÈRES    DÉDUITES    DU     FACTEUR    QUI    REND 
INTÉGRABLE    LE    PREMIER    MEMBRE    DE    l'ÉQUATION. 

541 .  Si  l'on  met  l'intégrale  sous  la  forme  ti  —  c  =  o, 

on  aura 

£F 

de  I 

dF~~  ~"  dû' 

djr  '  df 

Ainsi,  toutes  les  solutions  singulières  seront  données  par 
l'équation  —  =  o.  Mais  —  n'est  autre  que  le  facteur  i^ 

par   lequel  dy — f[x^y)dx   devient  une  différentielle 
exacte  (531).  Donc  l'équation 

I 

-  =  o,       ou       f'  =  00 

ç 
contient  toutes  les  solutions  singulières. 


•j4  COURS  d'analyse. 

EXEMPLES    DE    SOLUTIONS    SlUGULlkHES. 

542.  1° 

Divisons  par  y/x*  4-7'  —  «*,  il  vient 

,  xdx  -\-  ydr  , 

dy  =  -=^:^=d=  z=  d^x^-hy^  —  a\ 

dont  Tiniégrale  est 


jr  -\-  c-=z  y  j:*  -+-7'  —  a^, 
ou  • 

2Cjr  -^  C^  -\-  a^ —  X*z=:  0\ 

on  aura  donc 

dF  r/F 

-— =  2r -h  2c  =  o,      ou      —— =  2C  =  00. 

«c  djr 

•  » 

Cette  dernière  équation  ne  conduirait  qu'à  la  valeur  illu- 
soire j^  =  00  .  La  première  donne  c  =  — y^  et,  par  suite, 

^^  -hy^  —  û'  =  o, 

solution  singulière.  Cette  solution,  qui  représente  une 
circonférence,  n'est  pas  comprise  dans  l'intégrale  géné- 
rale, puisque  celle-ci  représente  une  suite  de  paraboles. 

Comme  le  facteur  i^  est ,  on  voit  bien  que 

y/jT^  -+■  /'  —  a^ 

la  solution  singulière  correspond  k  ^  =  00  * 

543.  2°  Troui^er  la  courbe  dont  la  normale  a  une 
longueur  constante. 

L'équation  différentielle  est 
d'où 

rdr 


dx  ■=. 


yja^—y^ 
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et,  par  suite, 

(a)  (x-cy-hx'z=a\ 

équation  d'un  cercle.  Pour  avoir  les  solutions  singulières, 
il  faut  poser 

dF 

de  X  —e  ... 

et,  par  suite, 

(3)  y^z=za\ 

On  obtiendrait  encore  cette  solution  en  égalant  à  Tin- 
fini  le  facteur    .  par  lequel  il  faut  multiplier  l'é- 

quation  proposée  pour  séparer  les  variables. 

11  est  à  remarquer  que  les  deux  droites  représentées 
par  l'équation  (3)  sont  tangentes  à  toutes  les  circonfé- 
rences que  représente  l'intégrale  générale  (2). 

544.  3°  Trouver  une  courbe  dont  les  tangentes  soient 
à  une  distance  constante^  a,  de  Vorigine* 

L'équation  de  la  tangente  menée  par  un  point  quel- 
conque [Xyj)  de  la  courbe,  étant 

l'équation  différentielle  du  problème  sera 

r  — /^'^ 

ou 


=  a 


(i)  ^r  = /?.r -+- «  v^  I -h /?'. 

En  difTérentiant  par  rapport  à  j:,  on  a 


o  =  dp  j  X 
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ëquatîon  qui  se  décompose  en  deux  équations  : 

np 

dp  =  o,     ^  H — •  =  o. 

La  première  donne  p  =:  c^  d'où 


(2)  jr  =:  ex  -h  a  ^  i  -h  cK 
La  seconde  donne 

(3)  —  "^ 


.r 


cette  valeur  élanl  portée  dans  l'équalion  (1),  il  en  résulté 

(4)  x  =  -=^'. 


v'i-4-/.^ 


élevant  au  carré  el  ajoutant  les  équations  (3)  et  (4))  on  a 
(5)  a:2H-j'=z«', 

La  solution  générale  (i)  représente  une  infinité  de 
droites,  et  la  solution  singulière  (5)  une  circonférence  à 
laquelle  toutes  ces  droites  sont  tangentes. 

545.  4^ 
(.)  |  =  (^--" 

Les  variables  se  séparent  immédiatement,  et  Ton  trouve 
pour  l'intégrale  générale 

(2)  {f — «)'-" — (i  —  n)  (jp  —  c)  =  o. 

Pour  obtenir  les  solutions  singulières,  on  posera 

dy 

d'où  Ton  déduit,  en  supposant  n^  o, 

(3)  r  =  «. 
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Cette  équation  représente  une  solution  singulière  si  n 

est  <^  I,  car,  dans  ce  cas,  on  ne  peut  pas  déduire  y  =  a 

de  l'intégrale  générale.  Si  n  est  ^  i,  j^  =  «   n'est  plus 

une  solution  singulière,  puisque  Téquation  intégrale  étant 

mise  sous  la  forme 

I 


[i-.n)(x-a)r'z= 


JC  —  c 


on  obtient  ^  =  a  en  faisant  c  =  oo  .  Enfin,  si  n  =  i, 
Tinlégrale  générale  est  j^  —  «  =  ce',  qui  devient  y  =.  a 
pour  c  =  o,  et  il  n'y  a  pas  non  plus,  alors,  de  solution 
singulière. 

On  verra  facilement  que  Thypolbèse  n<^o  ne  donne 
aucune  solution  singulière. 

546.  5°  Trouver  une  courbe  telle  y  que  le  prorluit  des 
perpendiculaires  abaissées  de  deux  points  fixes  F  et  F' 
sur  la  tangente  soit  constant  et  égal  à  è*. 

Prenons  pour  axes  la 
droite  FF'  et  une  perpendi- 
culaire élevée  au  milieu  de 
celte  ligne.  L'équation  de  la 
tangente  est 

et,  par  suite,  les  perpendicu- 
laires   abaissées    des    points 
donnés  sur  la  tangente  seront,  en  désignant  OF  par  c, 


Fig 

109. 

""r-^ 

y 

J^ 

~^' 

n 

n 

A'\     F            0 

F 

A      X 

v^ 

»  / 

s/^ 


V^i  -hV 


on  aura  donc 


d'où 


b' 


>^2 


(y  — pjt:y — p*c 


0'  -'P'^y=  ^'-+-  (^'-+-  c')/^% 

et,  si  l'on  pose  i*  -f-  c*  =  a', 

{ l)  7  -^  pjc  -4-  ^-\-a*pi^ 
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équation  d'une  forme  connue  (527).  En  la  différentiant, 
on  aura 

(2)  0=r//?(   JF-i-  — =^=^=    ), 

ce  qui  donne  d'abord  dp  =  o,  d'où  p  =  constante  =  m. 
L'intégrale  générale  est  donc 

(3)  x=:zmx-{-  \la}m^  4-  b\ 

On  satisfait  encore  à  Téqualion  (2)  en  posant 

(4) 


X  -\ :. 


a'^p 


=  o. 


(5) 


En  éliminant  p  entre  les  équations  (1)  et  (4)>  on  aura  la 

solution  singulière 

x^       r' 

^  +  F  =  '' 

équation  d'une  ellipse  qui  a  pour  tangentes  les  droites 
représentées  par  l'intégrale  génél*ale. 

547.  6°  Troui^er  une  courbe  telle,  que  la  portion  de  la 
pj     jj^j  tangente  TS  comprise  entre  les 

deux  axes  soit  égale  à  une  lon^ 
gueur  constante  a. 

L'équation  de  la  tangente  est 
et  Ton  a 


T  A    X         0T=:^^ — ^,      OS 

P 


z=  y^.px\ 


d'où,  à  cause  de  OT  -hOS  =TS  , 
On  aura  donc 

IX  ^P 

(l)  yzzzpx-^         ^       • 

puis,  en  différentiant, 

Qz=zdp 


y/i  -!-/>» 


L     (i-^/^^rJ 
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D'abord  dp  =  o  donne  ;;  =  c,  et,  par  suite, 

(2)  x:=CJC-h 


Tintégrale  générale  représente  donc  une  infini  lé  de  droites. 
La  solution  singulière  sera  donnée  par  l'équation 


{i-^pr 


Si  Ton  substHue  cette  valeur  dans  Téquation  (i),  on  aura 

ap         ^         ap       ^ 


y —  3  -1 Ti 

éliminant  p,  on  aura 

(3)  x^4-/  =  A 

Celte  courbe  est  Tépicycloïde  obtenue  en  faisant  rouler 
un  cercle  dans  un  autre  cercle  de  rayon  quadruple.  En 
effet,  soient  M  le  point  de  la  circonférence  mobile  qui  était 
placé  primitivement  en  A,  et  K  le  point  de  contact  actuel. 
On  sait  que  KM  est  la  normale  de  répicycloïde  au  poi  nt  M, 
et,  par  suite,  que  MH  est  la  tangente.  Or,  l'angle  THK, 

qui,  dans  le  petit  cercle,  a  pour  mesure  -  arc  KM  ou  -  AK, 

aura  pour  mesure  2  AK  dans  le  grand  cercle.  Donc  l'angle 
THK  est  double  de  Tangle  AOK,  et  le  triangle  TOH  est 
isocèle.  On  a  donc  OH  =  HT.  11  résulte  de  là  qu'on  a 
également  OH  =  HS5  et,  par  suite,  TS  =  2OH  =  OK. 
Ainsi,  TS  conserve  bien  une  grandeur  constante. 

UNE  SOLUTION    SINGULIÈRE    REPRÉSENTE    l'eNVELOPPE    OES 
COURBES    DONNÉES    PAR    l'iNTÉGRALE    GÉNÉRALE. 

S48.  On  a  dû  remarquer  que  dans  tous  les  exemples 
traités  plus  haut  (542  et  suiv.),  la  solution  singulière 
était  l'enveloppe  des  lignes  représentées  par  l'intégrale 
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générale.  Nous  allons  démontrer  qu'il  doit  toujours  en 
être  ainsi.  Soit 

l'intégrale  générale.  Elle  représente  une  suite  de  courbes 
dont  l'enveloppe  s'obtient  (I,  247)  en  éliminant  c  entre 
cette  équation  et  sa  dérivée  par  rapport  à  c.  Or,  c'est 
précisément  le  calcul  qui  fournit  la'  solution  singulière. 
Le  théorème  est  donc  démontré 

Par  chaque,  point  de  la  courbe  A  qui  représente  la 
solution  singulière  passe  l'une  des  lignes  B  comprises 

dans  l'intégrale  générale.  Or,  en  ce  point  -~  a  la  même 

valeur  pour  les  deux  courbes  A  et  B,  puisque  leurs  équa- 
tions satisfont  toutes  deux  à  l'équation  différentielle. 
Donc  on  peut  obtenir  l'équation  de  la  courbe  qui  repré- 
sente l'intégrale  singulière  en  écrivant  que,  poiu*  chacun 
de  ses  points^  l'équation  différentielle  proposée  donne 

deux  valeurs  égales  pour"-^. 

EXERCICES. 

Solution  singulière  : 

(j^-i-xY—  4«/  =  o. 

2.  j'  =  '2j:  +  i, 

ciy^  (iy 

satisfont  à  r équation  différentielle  y-4—2-\-  ix-j-  —y  =^  o. 

Ces  intégrales  sont-elles  singulières,  ou  particulières  ? 

Solution  :  La  première  est  une  solution  parliculière,  et  la  seconde 
une  solution  singulière. 

3.  r'->^/J+(i  +  -r')g  =  i. 
Solution  singulière  :     j'  =  1 4-  jt^. 
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ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  D'UN  ORDRE  QUELœNQUE. 

Existence  de  l'intégrale  d'une  équation  diflerentielle  quelconque.  —  Con- 
ditions que  doivent  remplir  les  constantes  qui  entrent  dans  Tintégnile 

générale.  —  Intégrales  de  divers  ordres  d'une  équation  diflerentielle.  — 

d'"x 
Intégration  de  l'équation  =  v. 


TOUTE    ÉQUATION    DIFFÉRENTIELLE   ADMET  UNE    INTÉGRALE. 

549.  Considérons  une  équation  différentielle  de  l'or- 
dre m  résolue  par  rapport  à  la  dérivée  de  l'ordre  le  plus 
élevé  . 

d'^y  I  dx    d*r  d'"-'x\ 

('J  -d^  ^-^i^"^'  ^^di'-d^''"'  -dJ^j  • 

d"*  Y  d'"~*  Y 

Celte  équation  détermine  -7— •  ou  d  •      ^_;^  ?  quand  on 

dY  d'"~^  Y 

connaît  les  valeurs  de  j^,  —  >  •  •  •  »  ^_,  pour  une  valeur 
de  X,  On  peut  donc  se  donner,  pour  x  =  a,  des  valeurs 
arbitraires  i,  i',  i^.  . . ,  bC^''^  dey,  ^,^,...,Ç^. 

'      '       '  '  -^^  d.v    dx^  é/j:"- » 

Maintenant,  si  Ton  donne  à  x  un  accroissement  dx^  les 
accroissements  de^  et  de  ses  dérivées  seront 

dxz=zb'dx,     d^=zb"  dxy...,     d'^'"  '^  =  bi'^')dx, 

dx  dx^~^ 

et  l'accroissement  de-r — ^f^sera  ensuite  donné  parTéqua- 

tion  (1). 

On  déterminera  de  même  la  valeur  de  j^  et  de  ses  dé- 
rivées pour  a:  =  a  4-  2<ix,  a:  =  a  -{-  3  dxy ....  Ainsi,  les 
valeurs  successives  de  j  sont  déterminées,  et,  par  con- 
séquent, y  dépend  de  a:  et  des  m  constantes  i,  b\, , . , 

Sturm.  —  j4n.,  II.  Q 
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5oO.  On  peut  encore  établir  rexislence  de  l'inlé- 
grale,  au  moyen  du  développement  de  y  en  série.  En 
différentiant  l'équation  (i),  on  obtiendra  successivement 

les  coefficients  différentiels -7 — -4»  -^ — f-j  •  •  •  >  en  fonction 

dy  d"*^*  Y 

de -r,  j, -,..., -^;^:  soit 

d'"-*'\y'  I  dy  d*^-^  y 


r        ri  dy 


»  •  •  '  »     .  _   .     > 


^^+1        ^  •  \     '  -^  '  ^^^  daf^^ 


d'"-^'^Y        j,  [  dy  d""- 


^/j,fli+a        •"  \     '-"  dx  djf^ 


Mais  on  a  (I,  122) 

ç(a:)=<p(«)+ç'(a)  (^  -  «) -f- /  (.1)  -^^  "" ''^^ 


1 .2 


Remplaçant  9  (j^)  par  J^>  9  {^)  P^^*  ^ï^'  (^)»P^^  ^'v  ^*  > 
on  aura  donc 

^-  =  6  -H  i'(^  -  «)  +  6-1^=^'  -*-...  +  6<"-"     ^"^-;^'""\ 

*^  ^  '  1.2  I.2...(/72--l) 


(2) 


1.2. .  .m 


'  1 .2. . .  (/w  -h  2) 

On  voit  encore  que  la  valeur  de  j"  renferme  m  con- 
stantes arbitraires. 

En  faisant  a  =  o,  on  aurait  le  développement  de  l'in- 
tégrale suivant  les  puissances  ascendantes  de  x  :  mais 
cette  valeur  pourrait  rendre  infinie  la  fonction,  ou  quel- 
ques-unes de  ses  dérivées,  et  le  développement  devien- 
drait alors  impossible  sous  cette  forme.  11  vaut  donc 
mieux  conserver  la  série  (2)  sous  sa  forme  la  plus  géné- 
rale, en  choisissant  la  valeur  arbitraire  a  de  telle  sorte 
qu'aucune  des  fonctions  ne  soit  inGnie  pour  x  =  a. 
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551 .  Réciproquement,  toute  équation 

(3  )  F  [x,  j^,  c,  r', .  . . . ,  c(— 0]  =  o, 

qui  satisfait  à  l'équation  différentielle  donnée,  et  quireo" 
ferme  m  constantes  arbitraires  au  moyen  desquelles  il 
soit  possible  de  donner^  pour  x  =  a,  des  valeurs  arbi- 

traires  6,  y, . . . ,  ftf"*-*)  à  y,^î  •  •  •  »  --: -t  est  identique 

à  V intégrale  générale.  En  effet,  si  Ton  détermine  ainsi 
les  constantes,  on  aura  encore  pour  y  le  développe- 
ment (2)  puisque,  Téquation  (3)   satisfaisant  à  Téqua- 

tion  (i),  les  valeurs  de-r-^>  — -?  •  •  •>  pourx=  a,  ne 

dépendront  que  des  valeurs  è,  b\  £/',...,  b^"*^^K 

CONDITIONS  QUE  DOIT  REMPLIR  UNE  ÉQUATION  POUR 
ETRE  l'intégrale  D*UNE  ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE 
DU    /n**"^    ORDRE. 

552.  Pour  qu'une  équation  renfermant  m  constantes 
soit  l'intégrale  générale  d'une  équation  différentielle  du 
m**""  ordre,  il  faut  que  ces  constantes  soient  bien  dis- 
tinctes, c'est  à-dire  qu'elles  ne  puissent  se  réduire  à  un 
nombre  inférieur  à  m.  Par  exemple,  l'équation 

semble  contenir  deux  constantes  arbitraires,  mais  en  la 
mettant  sous  la  forme 

on  voit  qu'elle  n'en  renferme  qu'une  :  elle  ne  peut  donc 
pas  être  l'intégrale  générale  d'une  équation  différentielle 
du  second  ordre. 

Pour  s'assurer  que  les  constantes  renfermées  dans  l'é- 
quation intégrale  sont  distinctes,  il  suffira  de  chercher  si 
elles  peuvent  être  déterminées  de  telle  sorte,  que  y  et 
ses  m  —  I  premières  dérivées  aient  des  valeurs  données 

6. 
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quelconques  i,  i', . . . ,  b^'""^^,  pour  une  valeur  donnée 
à  X. 

553.  Par  exemple,  soit 

on  en  tîre 

dx 

et  en  lésolvanl  ces  deux  équations  par  rapporta  c  età  c\ 
le  dénominateur  commun  des  inconnues  sera 

(a— a')  e(«  ■+■«')*. 

Donc,  sî  a  est  différent  de  a',  l'es  valeurs  de  c  et  de  c', 
correspondantes  à  des  valeurs  a,  i,  6',  attribuées  à  x,  y 

—y  seront  finies  et  déterminées,  et  dans  ce  cas  l'équa- 

UJC 

lion  (i)  sera  l'intégrale  générale  d'une  équation  différen- 
tielle du  second  ordre.  Il  n'en  est  plus  ainsi  quand  oc  =  ocf^ 
comme  on  l'a  vii  dans  l'exemple  précédent. 

554,  On  reconnaîtra  de  même  que 

X  z=z  csinaa*  -^c*  sin  a'  x 

est  l'intégrale  générale  d'une  équation  différentielle  du 
second  ordre;  mais  l'équation 

(i)    X  =  ^si^  («^  "*"  «)  -i-c'sin(a:  -h  a')  +  c"sin  (x  -f-  a*') 

ne  peut  pas  être  l'intégrale  générale  d'une  équation  diffé- 
rentielle du  troisième  ordre,  car  on  a 

dy 

(2)  -p  =:ccos(^  -ha)  -|-c'cos(a:  4-  et')  H-c''cos'(x  +  «"), 

(3)  ^  =  —  csin  (^  4-  a)  —  c'  sin  {x  -h  a')  —  c"sin  (x  -h  a"). 
Or,  il  résulte  des  équations  (i)  et  (3) 

dj^  ""      ^^ 
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et,  la  valeur  de j^  étant  déterminée,  on  ne  peut  pas  donner 
de  valeur  arbitraire  à  -j-^'  On  voit  d'ailleurs  surTéqua- 
tion  même,  en  récrivant  sous  cette  forme 

y  •=![€  cosa  -h  c'  cosa'  -h  c"  cosa")  sinx 

4-  (c  sina  -h  c'  sina'  -h  c"  sina")  cosx, 
ou 

^  =  A  sinx  H- B  cos:r, 

qu'elle  ne  renferme  que  deux  constantes  arbitraires  A  et  B. 

INTÉGRALES    DE   DIVERS    ORDRES    d'uNE    ÉQUATION 

DIFFÉRENTIELLE. 

533.  Une  équation  différentielle  de  Tordre  m  a  pour 
intégrale  une  équation  de  la  forme 

(i)  F[j:,  y  y  c,  c\  c'\ .  . . ,  <:("-»)]  =  o. 

Puisque  les  constantes  c^d  ^. , .  y  c^"*-^)  n'entrent  pas  dans 
l'équation  différentielle,  celle-ci  ne  peut  se  déduire  de 
l'équation  F  =  o  qu'en  la  différentiant  m  fois,  et  élimi- 
nantces  inconstantes  entre  l'équation  (i)  et  les  ni  équa- 
tions diflereutiell  es  ainsi  obtenues.  Or,  celte  élimination 
peut  se  faire  de  plusieurs  manières. 

Si  d'abord  on  ne  veut  éliminer  qu'une  constante  c,  on 
pourra  diflerentier  l'équation  F=  o,  après  l'avoir  mise 
préalablement  sous  telle  forme  qu'on  voudra,  puis  on  éli- 
minera c  entre  l'équation  F  =  o  etsa  différentielle.  On 
peut,  en  particulier,  résoudre  réquation  F  =  o  par  rap- 
port à  c,  soitM  =  c,  puis  différenlier  cette  dernière,  ce 
qui  fait  disparaître  la  constante.  En  éliminant  ainsi,  tour 
à  tour,  chacune  des  m  constantes  c,  c', . .  .  .c^"*~*^,  on 
obtient  m  équations  différentielles  du  premier  ordre 
dont  chacune  contient  seulement  m  —  i  constantes.  Ces 
équations  sont  dites  des  intégrales  de  V ordre  m  —  i . 

556.  Pour  éliminer  deux  constantes  c  et  c',  on  peut 


86  COURS  d'analyse. 

dîfféreniier  dettx  fois  de  suite  réqualion  F  as  o:  on  a 
ainsi  trois  équations 

F  =  o,     dF=:o,     rf'F  =  o, 

entre  lesquelles  on  éliminera  c  et  c'.  On  peut  aussi  éli- 
miner c  entre  F  =  o  et  dF  =  o,  puis  éliminer  c'  entre 
l'équation  ainsi  obtenue  et  sa  différentielle.  De  quelque 
manière  que  Ton  opère,  on  doit  arriver  à  la  même  équa- 
tion différentielle  du  second  ordre;  car  si  Ton  obtenait 
deux  équations  distinctes  du  second  ordre,  en  éliminant 

entre  elles  -1-7»  on  aurait  une  équation  du  premier  ordre 
de  la  forme 

En  différentiant  m — 2   fois  cette    équation,   on    aurait 

dr  fim—t  y 

m  —  I  équations  entre  ^5  J^?  -f-  9  •    ">       „_f  et  m  —  2  con- 

stantes,  c'est-à-dire  plus  d'équations  que  d'inconnues. 

On   ne  pourrait  donc  pas  se  donner  les  valeurs  de  j-j 

dr  d*""*  Y 

-7-?  •  •  •  5  — — ^  pour  x  =  a. 

En  éliminant  successivement  deux  des  m  constantes, 

on  aura  — équalionsdifférentielles  du  second  ordre 

contenant  chacune  m — 2  constantes,  et  qu'on  nomme 
intégrales  de  l'ordre  m  —  2.  Trois  intégrales  de  cet  ordre 
peuvent  remplacer  l'intégrale  générale,  car  on  la  repro- 

dy       d^  Y 

duit  en  éliminant  entre  elles  -7-  et  -r^* 

557.  On  pourra  de  même  éliminer  un  nombre  quel- 
conque de  constantes  et  parvenir  ainsi  à  des  intégrales  de 
l'ordre  m  —  3,  de  l'ordre  ni  —  4)  etc.  Si  Ton  élimine 
toutes  les  constantes  moins  une,  on  aura  m  équations  dif- 
férentielles de  l'ordre  m —  i  qui  seront  dites  des  intégrales 
du  premier  ordre.  Si  entre  ces  m  équations  on  élimine  les 


\ 
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m  —  I  dérivées  -p-?  -r^î  •  •  •  j  -; — ^>  on  retrouvera  léqua- 

tîon  primitive  F  =  o  entre  x^yy  c,  c',...,  cf'"~*^  H  suffira 
donc,  pour  intégrer  Téquation 

(^)  'd^=^K^^^Tr''^''-d^^y 

d'avoir  les  m  équations  intégrales  du  premier  ordre. 

558.  Les  intégrales  du  premier  ordre  permettent  de 
déterminer  les  constantes   c,  c', .  •  m  c^*""*^  en  fonction 

dY  </**"*  Y 

de  Xy  y^  -^1  ^  *  *  t  — J--  En  les  résolvant  par  rapport 

aux  constantes  et  en  désignant,  pour  abréger,  les  dérivées 
dej^  par  ^',  ^''j .  ..,j^<'""*^,  on  aura  m  équations  de  la 
forme 

d'où 

du        du     ,        du      ^  du       d'"  r 

dx       dy^         dy"^  dyi"'-^)  dx/"  ~ 

Mais 

d'^y 


dx* 
on  aura  donc 


=/[^,r>r'>---»r^'"~'^]; 


,^,    du      du     .      du     „  du        ._  ,  ,       ., 

Cette  équation  doit  être  identique,  car  aulrement  elle 
établirait  une  relation  entre  x^  y^j', .  .  . ,  J^^"*~*^  et  Ton 
ne  pourrait  plus  se  donner  les  valeurs  dej^,j^', . . . ,  j'^"*"*^ 
pour  a:  =  a. 

Ainsi,  les  équations  du  premier  ordre  étant  mises  sous 
la  forme 

U  =  c,       //,  =  c',       Ui=Z  c\. , ,, 

toutes  les  fonctions  i/,   Uj,...,    satisfont   à  une  même 
équation  aux  dérivées  partielles. 
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INTÉGRATION    DE    l' ÉQUATION =  l'. 


559.  Soit  proposé  d'intégrer  Téquation 


(«) 


cl^'x 


V 


9 


dx"* 

V  étant  une  fonction  de  x.  On  en  déduit 


dx 


"•-'    J 


VdX    -h    Cy 


-fj  =  I  d.T  I  pcte  +  cjc  +  c. 


dx"* 


—  =:   i  dx  I  dv  l  vdx 
"        J        J        J 


-hcj^^-hc'x-Kc", 


dx""- 

et  ainsi  de  suite.  Donc,  si  l'on  désigne  en  général  par 
I  vdx"^  l'intégrale  i  dx  l  dx.  .  .   /  i^dx  qui  résulte  de 
n  intégrations  successives  par  rapport  à  a:,  on  aura 

(2)         x=  /  <'^/u:'"-f-cj?'"-»  H-c'a?*"-'-!- ••• -hcC"-*). 

560.  L'intégrale  multiple  qui  entre  dans  la  valeur 
de  j^  peut  s'exprimer  à  l'aide  d'un  certain  nombre  d'in- 
tégrales simples.  En  effet,  l'intégration  par  parties  donne 
successivement 

I  dx  I    i'dx  1=  ^  I  vdx  —   I  vxdxy 

I  (fdx^  =z Ijr'^  j  vdx —  2X  1  i'xdx  H-  /  vx^dxU 

I  vdx^  =z (  .r3  I  vdx  —  3  jc'  1  vxdx 

-h  3.r  /  vx'^dx  —   /  vx^dx\^ 
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et  ainsi  de  suite;  d'où  Ton  conclut^  par  induction, 

[     {vda*= ] r|x»-*  iPi/j:  — (/î  — i)x— '  \  vxdx 

izy^  «2...(/i-i)L     J         '  j 

)    +  y'' - 'li''^- ^) ^»-,  r,^.dx -.,. ztf.x'"^ rfx] . 

Pour  établir  la  généralité  de  cette  formule,  il  suffit 
de  montrer  que  si  elle  est  vraie  pour  une  intégrale  de 
Tordre  /i,  elle  conviendra  encore  à  une  intégrale  de 
l'ordre  /i-j-i.  Or,  on  peut  mettre  l'équation  {'A)  sous 
celle  forme 

/9dx'*z=. I  /ïx*-*  I  vdx  —  nin  —  i)  x^~^  1  vxdx 
I.2.../î|  J  J 

^  ^^      ^-  x"-^  I  vx^  dx ±n  jvx'^^dxU 


1.2 


Multipliant  les  deux  membres  par  dx,  et  intégrant  par 
parties,  il  vient 

/udx'*'*-*  = j:'  I  pdx  —  nx"—^  l  vxdx 
1.2.  ../iL     J  J 

\i  —  n-\ i 1— ...zh/î      I  vx'*dx, 

1.2.., /IL  1*2  jj 


Mai 


s 


n  (n  —  1)  _,  ,  .    _,  _, 

1.2  ^  ' 

donc 

/vdx'*-*'^  =r I  x'*  1  vdx  —  nx'*~^  l  vxdx 
1.2. ..«L   J  J 

nin—  1)  /•       .  r        ,  1 

H ^ x"-''  j  vx'dx  4-  . .  .  ip  I  vx"d.r 

ce  qui  établit  la  généralité  de  la  formule  (3). 


561 


.  Enfin,  l'intégrale  mullipltî  I  y^clx"  peut  s'expri- 
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nous  aurons 
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mer  par  une  seule  intégrale  simple.  En  effet,  donnons 
aux  intégrales  qui  entrent  dans  régalité  (3)  les  limites  a 
et  X]  posons  m  =y(a:),  et,  dans  le  second  membre,  rem- 
plaçons X  par  z  sous  le  signe  1  : 

/    f(a:)dœ^= ^- \x^-'  f  f[z)dz  —  {n-^i)a^-^  f     z/{z)dz 

Ja  I.2...(//        l)L  Ja  Ja 

»  r  z'/(z)rfz— ...1 


1.2 


OU  bien,  en  faisant  passer  les  facteurs  constants  sous  le 
signe  / ,  et  remplaçant  la  somme  des  intégrales  par  une 
intégrale  unique, 

(4)  ^7(x)^-=— -^^Vwcx-.r-rf.. 

S62.  Cette  dernière  formule  conduit  à  une  nouvelle 
démonstration  de  la  série  de  Taylor.  En  remplaçanty*(x) 
par  la  dérivée  y  f"+*^  (j:),  et  n  par  /z  -{-  1 ,  on  aura 

D'un  autre  côté, 

f  /(«-*-•)  (a:)dx"^^  =/{.t)  -f{a)  —f'{a)  [x  -  a) 


1.2  '      '   '  1.2...//^ 


donc 


/(or]  =/{a)  +/'(«)  (^  -  a)  +/"(a)  (f ^  -^  . . . 


1.2 


-^•^"("^  rrr^  -^  Trtrn  Jj'"^''  (^)  ('  -  ^)'  '^ 
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et,  si  l'on  pose  j-  =  a  4-  A,  et  z  =  a  -h  h{i  —  /), 

/(aH->i)  =  /(a)+/'(a)À+/'(a)  ^' 


.  •  «  • 

1.2 


92 
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INTÉGRATION  DE  QUELQUES  ÉQUATIONS  D'UN  ORDRE 

QUELCONQUE. 

Equations  de  la  forme /f   T-^r?  -737  )  =9-  —  Equations  de  la  forme 

f\  — ^::jî  — —\  =0.  —  Équations  susceptibles  d'abaissement.  — 
\  dx  dx    j 

Applications  géométriques.  —  Équations  homogènes. 


ÉQUATIONS    DE    I^H.    FORME  f[  ^;^=r»  ^  1  =  «• 


563.  Soil  d'abord  l'équalion 

dx"  \dxj' 

En  posant  ^  =^,  on  aura  -j-  =y(^)  ;  d'où 


'"  -s m 


dp 


Ap) 

Si  l'on  peut  tîrer  de  celte  équation  p  en  fonction  de  a:, 
on  aura 

pz=<f[a:)y      ou      djr  z=(f(^x)dxy 

et,  par  suite, 

(3)  jz=  L{x)dx-{-c'. 

Cette  équation  est  l'intégrale  générale,  car  elle  contient 
deux  constantes  arbitraires  c  et  c', 

564.  Si  Ton  ne  peut  pas  tirer  de  Téquation  (2)  la  va- 
leur de  p  en  fonction  de  x,  on  aura 


QUARANTE-CINQUIÈME    LEÇON.  gS 

d'où 

«>         -/^  -r- 

on  éliminera  ensuite  p  entre  les  équations  (a)  et  (4)* 

56S.  Exemple.   Troui^er  la  courbe  dont  le  rayon  de 
courbure  est  constant  et  égal  à  a. 

L'équation  différentielle  du  problème  est  (I,  257)  ; 
On  aura  donc  • 

(i + p'y 


•    .  / 


et,  en  intégrant, 

(2) 

par  suite 


djr=peix= -, 


3 

2\2 


d'où 


(IH-P^) 


(3)  r  =  ~^=^=  +  ^. 

En  éliminant  p  entre  les  équations  (a)  et  (3),  on  aura 

(4)  {a:-^cy-^{jr-c'y=a\ 

équation  d'un  cercle  dont  a  est  le  rayon. 

On  peut  aussi  tirer  de  l'équation  (^)  la  valeur  de  p  en 
fonction  de  x;  on  a 

.T C 

P  = 


^a^ —  (.r  —  cy 

il  en  résulte 

,  (  JT  —  c)  d.v 

djr  =  j 

s/a^^  l^x—  cy 
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d'où,  en  intégrant, 

jr  —  c'  =  —  sja}  —  [x  —  c)\ 
et  enfin 

566.  Plus  généralement,  si  Ton  a  l'équation 


daf^' 

ne  contenant  que  deux  dérivées  consécutives,  en  posant 

-T =  Pf        Clou       -; =  —-, 

l'équation  proposée  se  réduit  à 

r(„g)=„, 

on  en  déduit  successivement  : 

Si  cette  dernière  équation  peut  être  résolue  par  rapport 
à  p,  on  aura 

et  (559) 

Si  p  ne  peut  être  exprimé  en  fonction  de  x,  on  aura 

d'^-^y 


ou 


donc 


d^—'^y  pdp 

daf--'        ^  /(py 


d'n-^y  ["pdp 


-h 


'^*-*     J  Ap) 
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En  multipliant  par  r/j:  =  jf-\  et  intégrant  de  nonveau^ 


on  aura 


d-^y^Çdp      Çpàp    ..^^. 


|r  d'*r\  _ 


d^''     J  f(p)  J  Ap) 

et  ainsi  de  suite. 

567.  Soit  d'abord  ^  =/6^). 

En  multipliant  les  deux  membres  par  ^dy^  et  inté- 
grant, il  viendra 

d'où  l'on  tire  \ 

dy  \y 


et  enGn 


/; 


L 


S68.  Exemples.  -^ 

On  aura  %  ^'^f 

ndjcz=:  -% 

^  =  c  sin  (/ïo? -f- c')j      ou     ^=:  Asinrto: -H  Bcos/iA*, 
A  et  B  désignant  deux  constantes  arbitraires. 


»0  "    >^    _   ^2 

dx" 


2^  -^  —  72-' r  =  o . 


On  aura 


|y_„,(^.^.,)=o,  "^^-^^^ 
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et,  en  intégrant, 


(l)  ^  +  y/j»-f  c^  =  c'^'; 

d'ailleurs  on  a  identiquement 

d'où 

(2)  -rH-\/r'+^'  =  7^^- 

On  tire  des  équations  (  i  )  et  (2) 

Y=z-c'€^* rc-'".     OU     r  =  Ae^-f-Btf-^. 

569.  Pour  ramener  au  cas  précédent  (867)  les  équa- 
tions de  la  forme 

il  suffit  de  poser      ^^^_^  =  p  j  il  en  résulte 

et,  par  conséquent, 

$  =  V'c  +  2/f(/,)rf/,  =  4,(/,); 


dx 
ce  qui  donne 


dp 


Si  l'on  peut  résoudre  cette  dernière  équation  par  rap- 
port  à  p,  et  en  tirer  p  ou  ^_^  =  cj>  {x)^  l'intégrale  gé- 
nérale s'obtiendra  au  moyen  de  m  —  2  quadratures  qui 
introduiront  fn  —  2  nouvelles  constantes  arbitraires. 

Quand  l'équation  ne  peut  pas  être  résolue  par  rapport 
à  py  on  opère  de  la  manière  suivante. 
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On  a    -^,^,  =  py  d'où  rcsulle 


donc 


+  c^. 


On  trouvera  de  même 


_  Çpdp_    Ç  dp  Ç  dp 


c'. 


dx-^       J<((p)J^(p)  J  ^[p) 

et  aiDsi  de  suite.  On  arrivera  donc  à  une  certaine  équation 

(3)  y=f(p), 

contenant  m  constantes  arbitraires.  L'élimination  de  p 
entre  les  équations  (2)  et  (3)  donnera  l'intégrale  générale. 

ÉQUATIONS    QUI    PEUVENT    s' ABAISSER    A     UN    ORDRE 

INFÉRIEUR. 

570.  Soit  Téquation  de  Tordre  m 

'\,"'^'  ^^'•••'  ^j=**- 

d'^Y 
En  posant  ^ —  =  p,  on  la  réduit  à 

f  /  ^     «     "''-  d'^-^p\ 

I  I  .r .  /? .   — —  »  •  •  •  5    — 1  :=  o. 


dx"*—'^ 


Si  Ton  peut  intégrer  cette  équation  qui  n'est  que  de 
l'ordre  m  —  /z,  et  ensuite  la  résoudre  par  rapport  à  x,  ou 
à  /7,  le  calcul  s'achèvera  comme  dans  le  cas  précédent. 

571.  Soît  l'équation 
I.  ./       dy    d^y  d'-y\ 

qui  ne  contient  pas  x.  On  peut  en  abaisser  l'ordre  d'une 

StcRM.   —  ^«.,   II.  n 
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unité  en  prenant  y  pour  variable  indépendante  et  fai- 
sant --  =  p.  On  aura 

ax       '^ 

d'^y        dp  dp 

dx^         dx  dy 

-P   ^^.   ^P\dy]' 


dx^  dx  dy 


En  général,  - — >  considérée  comme  fonction  de  p,  sera 

du  (/i  —  ,j»^'«e  ordre  5  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'é- 
quation (1)  on  arrivera  donc  à  une  équation  de  Tordre 
m  —  I 

{dp  d'^-'p 

dont  l'intégrale  renfermera  m —  i  constantes  arbitraires, 
et  Tintégration  de  Téquation  dy  =  p  dx  fournira  encore 
une  autre  constante. 

APPLICATIONS    GÉOMÉTRIQUES. 

572.   Quelle  est  la  courbe  dont  le  rayon  de  courbure 
est  en  raison  ins^erse  de  V abscisse  ? 

L'équation  différentielle  du  problème  est  (I,  257)  : 


dp  2  X 

dx 


> 


à^ 


en  appelant—  le  produit  constant  du  rayon  de  courbure 

par  l'abscisse  du  point  correspondant  de  la  courbe.  On 

déduit  de  là 

à*dp 
2  X  a  j:  = ^  > 
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et,  en  intégrant, 


a  p 


d'où 

p 


et,  en  intégrant  de  nouveau, 

Cette  équation  représente  la  courbe  affectée  par  une 
lame  élastique,  quand  une  de  ses  exlréinilés  étant  fixée, 
l'autre  ex^trémité  supporte  un  poids  :  on  lui  donne,  pour 
cette  raison,  le  nom  de  courbe  élastique. 

573.  Plus  généralement,  si  le  rayon  de  courbure  doit 
être  une  fonctîony(jc)  de  Tabscisse,  on  aura  Téquation 


d'où  Ton  déduira 


et,  en  intégrant. 


dx 

dp  djr 


si' 

Cette  équation,  étant  du  second  degré,  pourra  être  résolue 
par  rapport  à  p.  Soit  alors  p  =  cf  (x),  on  aura 


jrz=  l  if  (x)  dx  -\- (/ , 


équation  de  la  courbe  cherchée,  qui  renferme  deux  con- 
stantes arbitraires  c  et  c'. 

574.  Trouver  une  courbe  dont  le  rayon  de  courbure 
soit  propçrtionnel  à  la  longueur  de  la  normale  cotn* 
piise  entre  la  courbe  et  Vcixe  des  x. 
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L'équation  différentielle  du  problème  est 

dx 

n  désignant  une  constante  positive  ou  négative,  selon  que 
la  courbfi  est  convexe  ou  concave  par  rapport  à  l'axe 
des  x  (1,235). 

En  prenant^  pour  variable  indépendante  et  rcmpla- 

dp  pdp 

çant  -~  par  ^-^î  on  aura 

dy        np  dp  ' 

On  tire  de  là 

1-r  =  ^  1(1 -f  ;,>)  =  !  (IH-/,»)', 


ou 


r  - 


donc 


et  en  remplaçant  p  par  —  > 


(2)  dx=i  ^^ 


\li$f-' 


f-=[(f)'-]*- 


Il  suffit  de  prendre  ce  radical  avec  le  signe  -+-,  car  le  signe 
—  conduirait  à  la  même  intégrale. 

Cette  équation  peut  s'intégrer,  d'après  la  théorie  des 
intégrales  binômes,  quand  n  est  un  nombre  entier,  pair 
ou  impair  (I,  353  et  354}. 
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Examinons  les  cas  parliculiers  dew  =  ±i,n=dia. 
1^  n^=  —  I  :  rëquaiion  différentiel  le  (a)  devient 

et,  rintégratioL.  donne 

Cette  équation  représente  tous  les  cercles  qui  ont  leur 

centre  sur  l'axe  des  x. 

a^  //  =  I  :  dans  ce  cas,  où  la  courbe  est  convexe  vers 

l'axe  des  x^  on  a 

cdr 


dx  = 


-c' 


•       .  / 


et,  en  intégrant 

Si  l'on  délerniîne  k  de  manière  que  pour  y  =  c  on  ait 
X  =  c\  il  faudra  que 

c'  =z  c\c  -^  k  \ 

d'où. 


ar  —  c'  _     /  -f-  v/j'—  f' 
— T"-'  c  ' 


ce  qui  revient  a 

x  —  c* 

(a)  y  -H  y/j'  —  f'  =  re    ^    . 

Mais 

(r  +  v(r"'  — ^00'  —  v/j'  —  c')  =  t^ 

donc 

(P)  J~y(^2_r2  —  r^ 


a: — c 
c 


En  ajoutant  membre  à  membre  les  équations  (a)  et "((3), 
on  aura  pour  l'équation  de  la  courbe 


(x  —  c'  x  —  dX 


y    2 


I02 
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Cette  équation  est  celle  d'une  chaînette.  Par  conséquent 

le  cercle  et  la  chaînette  sont  les  seules   courbes  dans 

Fig.  m  lesquelles  le  rayon  de  courbure  soît  égal 

à  la  normale,  avec  celle  difleronce  que 
ces  deux  lignes  coïncident  dans  le  cer- 
cle, tandis  qu'elles  sont  situées  de  part 
et  d'autre  du  point  d.e  contact  dans  la 
chaînette, 
on  a  l'équation  diflTérentielle 

dx 


dx  •=. 


vf 


OU       -f-  = 


—  I 


—  I 


Or,  celte  équation  représente  (I,  249)  une  cycloïde 

dont  la  base  est  sur  Taxe 


Fig.  lia. 


4*^  w  =  '2  :  il  vient 


dx  z=z 


des  a:,  et  dont  le  rayon  du 

cercle  générateur  est  -•  On 

sait  en  effet  que,  dans  cette 
courbe,  le  rayon  de  cour- 
bure MK  est  double  de  la 
normale  MN. 

Sfcdjr 


d'où 


s/y 


cette  équation  représente  toutes  les  paraboles  qui  ont 
Taxe  des  x  pçur  directrice. 

ÉQUATIONS    HOMOGÈNES. 

575.  On  peut  abaisser  d'une  unité  Tordre  d'une  équa- 
tion différentielle  lorsqu'elle  est  homogène  par  rapport 
à^  et  à  ses  dérivées  ;  soit 

(0  '■      -       ""^" 


(      '^y 


dx' 


=  o 
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fine  telle  équation,  et  soit  n  le  degré  de  Iliomogénëitë. 
On  pourra  mettre  Téquation  (i)  sous  cette  forme 

{2)  r"?\-»^> — >   '•••'   /  =  0. 

\      X        X  X 

Faisons 


d'où 


dx 


d. 


dx^ 


En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (2),  on  aura 
•évidemment  une  équation  différentielle  de  Tordre  m  —  1. 


S76.   Exemple. 


d^x  ,  '  ^^^  __  Z.  __ 


dx^         X  dx        x^ 

Posant j^  =  e/"*'-',  et  substiiuant  les  valeurs  de  —  et  de 

dy 

-^  trouvées  plus  haut,  on  aura 

du  I  I 

dx  X  x^ 


OU 


X  du  -\-  u  d.r         H^  jr*  —  i 
; i =  O. 

CiX  X 


Posons  ux  =  z^  il  vient 


dz        z^  —  I 
dx  X 


OU,  en  séparant  les  variables, 


dx  dz 


X        «*  —  1 
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Fintégralion  donne 


z  —  I  x^  -h  c  j:'  -h  r 


x^ =  c,      zz=:  9       w  = 


z -h  I  '  x^ — c  x(x* — c) 

Tl  s'ensuit 

/udx=  I r  dx  =  \c^ > 
J  ac[x^  —  c)                         X 

d'où 

X  X 

577.  On  traite  de  la  même  manière  toute  équation 


Y'  dx'    dx' 


„  'y  d^Y 


qui  est  homogène  par  rapport  aux  indices  des  différen- 
tielles, c'est-à-dire  dans  laquelle  la  somme  des  indices 
des  différentielles  de  j^  est  toujours  la  même*,  car  si  l'on 

({y 

pose  —  =/3,  l'équation  deviendra  homogène  par  rapport 
dp    d'^p  d'^—^p 

^'    djr      dj'  df"-' 

Exemple.  Soit 

*  dt? 

Cette  équation  revient  à  p  -j- z=:  f  (jr)  p* ^  où 

équation  homogène  par  rapport  à  /?  et  à  ^-  Si  l'on  fait 

—  cfud/^     d'où     ^  =  uef^'^r, 

dy 

on  aura,  en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (2)  et 
supprimant  le  facteur  commun  e^^"^-^, 
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donc 

et,  en  intégrant  de  nouveau, 

EXERCICES. 

i.  Intégrer  Inéquation 

où  X  est  la  variable  indépendante. 
Solution  : 

X  =  c'-\ —  i/arr  —  c*  -H  arc  ces ■'  • 

2.  Intégrer  Véquntion 

dx^dy  —  xds^(Px  =  adxds  v/(r/*j:)'-h  (r/'j)', 

dans  laquelle  ds  =  ^dx^-\-  dy^^  et  s  est  prise  pour  variable  indé» 
pendante. 

Solution:  y  =  -c(x-{-ay-{-c'. 

3.  Trouver  la  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  en  chaque  point 
est  égal  h  la  distance  de  ce  point  à  un  point  fixe. 

Solution  :  L'équation  du  premier  exercice  où  Ton  mettrait  r  et  ô 
à  la  place  de  y  et  de  x. 

4.  Intégrer  V équation 

dx'  -J^-^'  dx  dx' 

Solution  : 


io6  COURS  d'analyse. 


QUARANTE-SIXIÈME  LEÇON. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  LINÉAIRES  SANS  SECOND 

MEMBRE. 

Définition.  —  Propriétés  de  réquation  privée  de  second  membre.  — 
Équations  à  coefficients  constants.  —  Cas  des  racines  imaginaires  iné- 
gales. —  Cas  des  racines  égales.  —  Méthode  de  d*AIembert.  —  Autres 
méthodes. 


DÉFINITlOîf. 

578.  On  appelle  équations  linéaires  les  équations  dif- 
férentielles dans  lesquelles  la  fonction  cherchée  et  ses 
dérivées  n'entrent  qu'au  premier  degré,  et  ne  sont  pas 
multipliées  entre  elles.    , 

Leur  forme  générale  est 

P,  Q, .  .  . ,  T,  U,  V  désignant  des  fonctions  de  jc. 

PROPRIÉTÉS    DES    ÉQUATIONS    LINÉAIRES    PRIVÉES 

DE    SECOND    MEMBRE. 

579.  Nous  considérerons  d'abord  Téquation  privée  de 
second  membre 

(i,)Ç2:  +  pÇi:z  +  QÇ:2z+...+T^+ur=o. 

'  dxT'  djT-'        ^  ^x™-'  dx  ^ 

Si  des  fonctions  particulières  J^o^t»  • . .  >  Jn  satisfont  à 
cette  équation,  la  somme  de  ces  Jonctions,  et  même  la 
somme  des  produits'  de  ces  fonctions  par  des  constantes 
quelconques  Ci,  c„ .  .  .^  ^n^y  satisfera  également. 
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En  effet ,  si  l'on  pose 

y  =  Cxjx  -f-  c, j,  -f- . . .  -4-  r^r,, 


on  aura 


dy  __      dy,  rfr  .   ^  <r- 

or  dx  dx  ax 

d^Y  d^x,  fi^Xt  d'y„ 


La  substitution  de  ces  valeurs  dans  Féquation  (II)  lui 
fait  prendre  la  forme 


-{- 


id^yx        ^d'-^Yi  ^  dvi 


d'^Yt    .    ^d'^-'Xi  ,    jdf 


f  •+■  Vyt  j  4- . . .  =  o. 


rir*  dx"-~^  dx 

Or,  chacune  des  parenthèses  étant  nulle  par  hypolhèse, 
Téquation  se  trouvera  satisfaite.  Cette  propriété  n'appar- 
tient qu^à  l'équation  privée  de  second  membre. 

580.  Il  suit  de  là  que  si  Von  connaît  m  solutions  par^ 
ticulières  de  Inéquation  (II),  on  aura  r intégrale  gêné- 
raie  en  posant 

pourvu  que  Von  puisse  déterminer  les  constantes  de  ma-^ 

dv  É?**""'  Y 

nière  à  donner  À  r,  -f-v?  -; — ^  des  valeurs  arbitraires 

^  '  dx  dx"*-' 

pour  une  ^valeur  quelconque  de  x  (n®  552). 

Ces  conditions  ne  pourraient  pas  être  remplies  s'il 

existait  une  relation  linéaire  entre  quelques-unes   des 

fonctionsj^,, j^,,.  .  .,j^,„.  Par  exemple,  si  Ton  avait 

on  aurait 
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QUARANTE-SIXIÈME  LEÇON. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  LINÉAIRES  SANS  SECOND 

MEMBRE. 

Définition.  —  Propriétés  de  Véquation  privée  de  second  membre.  — 
Équations  à  coefficients  constants.  —  Cas  des  racines  imaginaires  iné- 
gales. —  Cas  des  racines  égales.  —  Méthode  de  d*Alembert.  —  Autres 
raétkodes. 


DÉFINITION. 

578.  On  appelle  équations  linéaires  les  équations  dif- 
férentielles dans  lesquelles  la  fonction  cherchée  et  ses 
dérivées  n'entrent  qu'au  premier  degré,  et  ne  sont  pas 
multipliées  entre  elles.    , 

Leur  forme  générale  est 

P,  Q, .  .  . ,  T,  U,  V  désignant  des  fonctions  de  x* 

PROPRIÉTÉS    DES    ÉQUATIONS    LINÉAIRES    PRIVÉES 

DE    SECOND    MEMBRE. 

579.  Nous  considérerons  d'abord  Téqualion  privée  de 
second  membre 

^     '   djf"  dx"*-'        ^  dx^-^  dx  -^ 

Si  des  fonctions  particulières  J^i^  J^î ,  • . . ,  J»  satisfont  à 
cette  équation^  la  somme  de  ces  fonctions,  et  même  la 
somme  des  produits  de  ces  fonctions  par  des  constantes 
quelconques  c^,  Cj, . .  .^  ^n?^  satisfera  également. 
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En  effet ,  sî  Ton  pose 


on  aura 


-j-   =  C,    -r-     -f-  f  a    -7—    -f-  .  .  .  -f-  C«  -—  9 
air  cj:  dx  dx 

d^y  _      d'y,  d^y^  d\y„ 

"5? -*'•  "5?"  "^ "^^ "S^î"  "^' ••■*■''"  T^ 


fimy  d'^y^  d'^yt  d"*y 


r/.r«  dlr^  dx^  doT 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  Inéquation  (II)  lui 
fait  prendre  la  forme 


^  djT  d.7t^-'  dx  -^ 


Or,  chacune  des  parenthèses  étant  nulle  par  hypollièse, 
Téquation  se  trouvera  satisfaite.  Cette  propriété  n'appar- 
tient qu'à  l'équation  privée  de  second  membre. 

580.  Il  suit  de  là  que  si  Von  connaît  m  solutions  par" 
ticulières  de  V équation  (II),  on  aura  V intégrale  géné- 
rale en  posant 

pouivu  que  Von  puisse  déterminer  les  constantes  de  ma-^ 

dy  d"* — '  y 

nière  à  donner  à  y.  -f- v>  —. — ^  des  valeurs  arbitraires 

^  '  dx  d.tf"-' 

pour  une  valeur  quelconque  de  x  (n®  5S2). 

Ces  conditions  ne  pourraient  pas  être  remplies  s'il 

existait  une  relation  linéaire  entre  quelques-unes   des 

fonctionsj^jjj^,,.  .  .,j^,„.  Par  exemple,  si  Ton  avait 

y^=zay,^by^, 
on  aurait 
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et  cette  expression,  ne  renfermant  que  m  —  i  constantes 
arbitraires,  puisque  C|  -f-  ac^  et  Cj  4-  hc^  ne  doivent  comp- 
ter que  pour  deux  constantes,  ne  peut  pas  être  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (II). 

581.  L'équation  linéaire  étant  homogène  par  rapport 
kjQlk  SCS  dérivées,  on  peut  en  abaisser  l'ordre  d'une 
unité,  en  posant  y  =  e^"^*  (575)  \  mais  elle  cesse  d'être 
linéaire.  Elle  prend  alors  la  forme 

(III)     -; ^-h.  ..4- (a" 4-  P/i'"-'-+-Q «"•-*+.  .  .-+-U)  =o. 

Cette  équation  est  plus  compliquée  que  la  proposée, 
mais  elle  fait  découvrir  plus  facilement  certaines  inté- 
grales particulières.  Ainsi,  quand  une  valeur  u  c=:  /•,  indé- 
pendante de  a:,  annule  le  polynôme 

(1)  «•"+  P«'"~'-hQ«'""^4-..  .4-U=:/(m), 

•  • 

l'équation  (III)  est  satisfaite  par  ii  =  r,  car  les  dérivées 

du    d^  u  d"^ — '  u 

—  j  -— -î  •  •  •  j  ^_^  sont  nulles  :  par  conséquent  l'équa- 
tion (II)  est  satisfaite  par  j^  =  ce-^"*'*  ==  ce'"'. 

ÉQUATIONS    LINÉAIRES    A    COEFFICIENTS    CONSTANTS. 

582.  Dans  le  cas  où  P,  Q,.'«5  T,  U  sont  des  constantes, 
fréquationy*(ii)  =  o  n'admet  que  des  racines  constantes 

r,,  r,,...,  r,„.  En  les  supposant  toutes  différentes,  on 
aura  m  solutions  particulières  e''»',  e**»', . .  . ,  e*"*»',  et  l'in- 
tégrale générale  sera 

(2)  jr  =  c,c''t'-i- C2e''«'4-.  .  .4- r^e^"'*. 

Pour  le  démontrer  il  suffit  de  faire  voir  qu'on  peut 
déterminer  les  constantes  Cj,  c,,.  .  .,  c^  de  manière  que, 
pour  une  certaine  valeur  de  a:,  par  exemple  x  =  o,  la 
fonction  y  et  ses  m  —  i  premières  dérivées  aient  des  va- 
leurs arbitraires  i,  i',. . .,  b^'^'^K  En  effet,  de  l'équa- 


quàha^te-sixième  leçon.  hh) 

tioQ  (a)  on  tire 

(3)  Zr  ^  ^'  '"'  ^*'  +  c,  Tjtf'»*  -4-  . .  .  +  r«  r,^»i*, 


et,  par  conséquent,  en  faisant  x  =  o  dans  les  équations 
(2),  (3),  (4),. . .,  on  aura 

Ct  -h  C2-\-  Ci-h. .  ,-^  Ct^  =  b, 
(C)  {c^r\-h c,rl  -+- c,rl  4- \-c^r^=  b\ 


Multiplions  ces  équations  respectivement  par  A,  /r',  A",..., 
^m-t)  et  I,  et  ajoutons-les  :  en  posant 

on  aura 

=  /^  +  A'b'  4-  X''^"  4-.  .  .  H"  ^'^'"-'>. 

On  éliminera  ej,  Cs,. . . ,  c„,  en  prenant  pour  y  (r)  une 
fonction  telle,  que  ç(rj),  9(^5),.  . .,  cf  (/'mj^  soient  nulles, 
mais  que  ^{rj)  soit  différente  de  zéro.  Ces  conditions 
seront  remplies  si  Ton  pose 

r  —  Ti 

d'où 

ç(r,)=/'(r,) 

et 

é(".-i)  ^.  ...  +  /'/ 4//  _,_  ^./  y  _^_  ^i, 
On  aurait  de  même  Cs,  Cs, . .    ,  c^.  Toutes  ces  constantes 
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ont  des  valeurs  tinies  et  déterminées,  puisque /'(ri), 
/'(r,),. ,  '^/^{fm)  ne  sont  pas  nulles  (*). 

Si  Ton  donne  les  valeurs  i,  ft',. . .,  &"*"%  dej^  et  de  ses 
*     dérivées  pour  j:=  a,  on  remplacera,  dans  l'équation  (2), 
X  par  (x  —  a)  sans  changer  les  constantes,  car  l'inté- 
grale (2)  peut  évidemment  s'écrire 

En  prenant  ensuite  les  dérivées  ei  faisant  x  =  a^  on  re- 
trouvera les  mêmes  équations  (C)  pour  déterminer  Cj, 


Cf ,  .  •  . 

•  )  ^m» 

Exemple. 

—r~  —  f^  y  —  0. 

On  a 

r»— ,1»— 0, 

d'où 

rz=z-\    riy 

et 

CAS    DES    KACTNES    IMAGINAIRES    INÉGALES. 

583.  Lorsque  l'équation 

/(r)  =  /^-+-Pr'"-'  -h..  .-+-Tr4-U=o 
a  des  racines  imaginaires,  la  formule 

représente  encore  l'intégrale  générale,  mais  elle  renferme 
des  imaginaires.  Pour  mettre  l'inlégrale  sous  une  forme 
réelle,  observons  que  les  racines  imaginaires  doivent  être 


(*)  On  pourrait  aussi  démontrer  ce  résultat  en  observant  que  le  déno- 
minateur commun  des  valeurs  des  inconnues  c^,  c, ,  r,,. . .,  cm,  duns  les 
équations  (C),  est  égal  au  produit  de  toutes  les  diflTérences  des  quan* 
tités  r^)  r,,  r,,. . . ,  prises  deux  à  deux,  produit  qui  n'est  pas  nul,  puisque 
aucune  de  ces  différences  n*est  nulle    (théorème  de  Vandermonde). 
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conjugées  deux  à  deux  si  P,  Q,  • . . ,  T,  U  sont  des  quan- 
tités réelles.  Soient  donc 

r,  =  a  -I-  6  v^— I,     ri  =  a—'€  v^^^, 
on  aura 

=  e'"[{ct  4-  c,)cos6a:  +  ^^(r,  —  r,)sin6x], 
ou  bien 

Ci e^^'  -t-  CiC^*'  =  (AcosS-c  H-  Bsinêxje"*"', 


en  posant  A  =  c,  -h  Cj,  B  =  (cj  —  c,)  y/ —  i  :  A  et  B  dé- 
signent des  constantes  arbitraires  que  l'on  peut  toujours 
supposer  réelles. 

On  peut  encore  écrire  la  somme  des  termes  qui  cor- 
respondent à  deux  racines  conjuguées  sous  cette  forme 

584.  Exemples. 


r  =  ±n  \J —  I, 

y=zcy  ^'/-ï  -h  Cj  er-^'y/—^  =:  Acos/îj*  -+-  Bsin/zx. 

dx^        dx 

L'équation  en  r  est 

r*  —  r  —  6  =  o  : 

on  en  tire 

r,  z=  2,     r,  =  —  I4-V^2V^—  I,     r^=i  —  i— y'^v'—  ï, 

et  par  suite, 

^z=cff'*4-e-'[Acos(ary2)  +  Bsin(jp  y^a)]. 

CAS    DES    RACINES     ÉGALES.    MÉTHODE    DE     d'alEMBERT. 

585.  Lorsque  l'équation 

(i)  .  r«" -f- Pa'"-'  4- Q/'*"-* -h  .  .    -f-T/--f-U=^o 


IÏ2  COURS    D  ANALYSE. 

a  des  racines  égales,  les  termes  correspondants  à  ces  ra- 
cines dans  la  formule 

(2)  ^  =  Ct  er^*  +  c^€^^'  -h  .  .  .  H-c,„  é'in* 

se  confondent  en  un  seul,  et  on  n^a  plus  Tintégrale  gjéné- 
raie,  puisque  le  nombre  des  constantes  arbitraires  est  in- 
férieur à  m.  On  peut  cependant  déduire  de  celte  même 
formule  l'intégrale  générale  en  considérant  d'abord  les 
racines  comme  ayant  une  différence  qu'on  rend  nulle 
après  avoir  fait  subir  à  Texpression  une  transformation 
convenable. 

Pour  faire  comprendre  ce  procédé  par  un  exemple  très- 

/(Ix 
—  =  la: 

jf'dx  = j-  C,  qui  devient  illusoire 

quand  m  =  —  1 .  Posons  m  =  —  i  -1-  A  ^  nous  aurons 


€lx  x^ 

Mais 


r  cix 


1.2^      ' 


donc 


/ 


T-Â=C-*-y-+-lxH lx)'-f  r    Ix» 

x'-^  h  1.2^     '         1.2.3        ' 


et,  en  représentant  C  -h  -  par  c, 


/: 


p'-'^  1.2  '  1.2.3^       ' 


Donc,  si  Ton  fait  h  =  o,  on  aura 


/ 


dx        . 

—  =z\x  -\-  c, 

X 


586.  Revenons  maintenant  aux  équations  linéaires,  et 
supposons  rj  =  ri.  On  peut  altérer  infiniment  peu  les 
cocfiicicnts  de  l'équation  (II),  n^  579,  de  manière  que 
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Inéquation  (i)/(fi)  =  o  n'aîl  plus  de  racines  égales.  Alors 
on  a  Tf  =  r,  -f-  //,  et 

OU 

y  =r  (C.  4-  C,e^)  e'*'  -f-  r,<?^'  -+-.  .  .  -f-  r^e^'"' 

=  (f''  (C,  4-  C,  -4-  C,  //x  +  C, X»  -h  .  .  .  j 

ou  bien,  en  posant 
on  aura 

\  1.2  I .2.3  / 

-i-  Caff""»'  -h.  .  .  +  r^je^m'; 

celte  valeur  de  y  satisfait  à  Téquation  différentielle  quel 
que  soit  h.  Donc,  en  faisant  h  =  o,  on  aura 

expression  qui  renferme  m  constantes  arbitraires  dis- 
tinctes quand  rj,  rs,  /\,...,  r,„  sont  des  racines  diffé- 
rentes. 

Quand  trois  racines  sont  égales,  on  suppose  d'abord 
l'équation  modifiée  de  manière  que  deux  racines  seule- 
ment soient  égales,  ce  qui  donne  à  l'Sntégrale  la  forme 

Puis,  supposant  r8=  rj-h  /i,  on  aura 

j  =  ^«' fc -+- C3 -+- (C 4- C3 /i)x  +  —  ar' H- -^^  or* -+-...1 

L  ^'^         1.2.3  j 

H-  Ci  €"*'-{-.  .  .  -h  r„  e''»'*, 

C3  /i' 
ou*,  en  posant  C  -H  Cs  =  c,  C'-l-  Cs  A  =  c',  -^ —  =  c", 

équation  qui  devient,  pour  h  =  o, 

Stdrm.  —  ^«.,  II.  3 
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On  trouverait,  de  la  même  manière,  que  si  la  racine  f\ 
était  quadruple,  il  faudrait  remplacer  les  termes  qui  s'y 
rapportent  par 

expression  qui  renferme  quatre  constantes  arbitraires, 

DEUXIÈME    MÉTHODE. 

587.  Lemme.  u  et  i^  étant  des  fonctions  de  x^  si  l'on 
cherche  les  différentielles  successives  de  mp',  on  arrive  par 
induction  à  la  formule 

1.2 

H-  n  rf"-'  udv  -\-  ud"u, 

ou  à  la  formule  symbolique 

en  remplaçant  dans  le  développement  du  second  membre 
les  exposants  des  puissances  par  des  indices  de  diffëren- 
tiation,  et  en  admettant  que  d^u  =  u. 

Pour  faire  voir  que  cette  formule  est  générale,  il  suffit 
de  montrer  que,  si  elle  est  vraie  pour  l'indice  /i,  elle  est 
encore  vraie  pour  l'indice  n  -f- 1 .  En  effet,  soit  A  d^u  d'^^fp 
un  terme  quelconque  du  développement  de  d^^uv^.  On 
aura 

d'*uvz=L\  kdPud^-Pv, 

De  là  on  tire 

^nH-i  «^  — \  (  /-  dP-^^u  d^-P  v->r  h  dPu  d^-P-^^  p), 

ou,  SOUS  une  forme  symbolique, 

</"-»-' ap=\  f(duPdi^-P[du  +  dv)=^{du-\- dv)\  kduPdv^P. 

Mais,  par  hypothèse, 


1 


k duPdi^-P  =^{dn'ir  dv){'*) ; 


kd^udlu 
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on  aura  donc 

ce  qu*îl  faUait  démontrer.  On  démontrerait  de  la  même 
manière  la  fbfmule  plus  générale 

d''{up..  .»)=  (du-^dv  -h.  ,  ,-\'dz)(''). 

588.  Autrement.  Le  coefficient  k  dans  Téquation 

(,)  d'^u.=^. 

est  un  nombre  indépendant  de  la  nature  des  fonctions  u 
et  i^.  Soit  alors  u  =  e*',  p'  =  e*',  on  aura 

et,  en  observant  que /;  -f-  ^  =  w,  Téquation  (i)  deviendra 
OU,  puisque  p  -\-  q  =  n^ 

Ainsi,  les  coefficients  àed'^ui'  ne  sont  autre  chose  que  les 
coefficients  de  la  /i'*"**  puissance  d'un  binôme. 

589.  Revenons  à  l'équation 

^     '     dxT"  dx'^-'         ^  dx"'-^  dx  -^ 

Remplaçons  j^  par  m^.  L'équation,  ordonnée  par  rapport 
à  la  fonction  m  et  à  ses  dérivées,  deviendra 

(  -î h  P h  Q  -7-3-,  -t- 

Ve/x"  ^x™-'  rfx'"-' 


m h  [m  —  i)  P 


•     •     • 

•4- 

""dx 

+  Uc 

)■■ 

d'"- 
dx"' 

■2p 

+  . . . 

> 

■* 

Mr. 

»     o^ 

..1  . 

I   r  </•"—*  p  d'"~'^v  "I 

//îf^w  — il- --f-(m  — i)(/w  — 2)P- 4-...-M.2.SP 


[^  (;;,__,)(,;,_  2).  .  .Ci.  ,  .C,]  —^   =  O, 


I.2.../?î'-^  '  ^  -•  ^X" 


8. 
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OU  bien 

(i)  Vo«  --t-V,  —  H -—  H 1 — -  =o, 

^  dx        1.2   dx^  i .  2 . 3 .  . .  m  rfo^" 

en  posant        ^ 

r/'"c        ^^/'«-'p        ^  d'"-^P  ^dv 

\^=zm h  Im  —  i)P- h  f'w  —  2)0 -f-.  .•H-Tp, 

d"*-'^v                                            d"*^^v 
\i=m(m  —  i) -f-(/w  —  i)(/w  —  2)  P r  4-...-f-i.2.Sp, 


Le  développement  (a)  est  analogue  à  celui  d'une  fonc- 
tion de  X  dans  laquelle  on  remplace  x  par  x-\-  h-^  car  on 
voit  que  les  polynômes  Vo,  Vi,  Vj,,  . .,  V^  se  déduisent 

du  polynôme 

p«  ^  Pf,«i-t  4- . . .  4-  Tt»  4-  u 

et  de  ses  dérivées,  en  remplaçant  m"*,  p»"*^*,  •  • . ,  i',  i^*  par 

d'"tf    d"'~'^p  dt> 

dx'"    dx'"-'  dx 

590.  Maintenant,  si  l'on  pose  i>  =  e''',  et  que  l'on 
supprime  le  facteur  commun  e^',  l'équation  (a)  prendra 
la  forme 

(3)     /(r>+/'W_u-/«(.)  _+...  +  _  =o, 

/*(/')  désignant,  comme  plus  haut,  le  polynôme 

r"  4-  P/^"'  -f-  Qr™-*  -h .  .  .  -h  Tr  -MJ. 

De  là  résultent  les  conséquences  suivantes: 
1°  Si  r\  est  racine  simple  de  l'équation 

/{r)  =  o. 

on  satisfera  à  l'équation  (3)  en  faisant 

Ci  désignant  une  constante  ^  d'oùj^  =  c<e^''. 

Donc,  si  toutes  les  racines  sont  inégales,  on  aura  m  în- 
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tégrales  particulières  contenant  chacune  une  constante 
arbitraire,  et  dont  la  somme  formera  Tintégrale  générale, 
a®   Si  r,  est  une  racine  double, /*(/*! ),  y'(/i)  seront 
nulles,  et  Ton  satisfera  à  Tëquation  (3)  en  posant 


d'où 


'='"  -01^=°' 


3®  Si  r,  est  racine  triple, /*(rj),  y  (Tj), /"(rj)  seront 
nulles,  et  Ton  satisfera  à  Téquation  en  faisant 

d'où 

et  ainsi  de  suite. 

TROISIÈME    MÉTHODE. 

991 .  En  substituant  &"'  k  y  dans  le  premier  membre 
de  l'équation 

(II)  ^  +  p^  +  Q4r!z+...+T^+ur=o. 

^     '     dx^  daf^'         ^  dx^-^  dx  -^  ' 

on  a  identiquement 

Différenliant  par  rapport  à  r,  on  aura 

puis, 

— ; h  P  — ; h . .  .  -+-  Ve^x!^ 

dxf"  a^c""' 

=  «"[/*(r)  +  2x/'(/-)  +  x'/(r)], 
et  ainsi  de  suite. 
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L^ëquation  (i)  montre  que  Ton  satisfera  à  Tëquation 
différentielle  (II)  en  posant  j^  =  e*"»',  i\  étant  une  des 
racines  de  l'équation /(r)  =  o. 

Si  Tj  est  racine  double,  on  ^  f'{i\)  =  o,  et  la  rela- 
tion (2)  montre  que  l'on  peut  prendre j^  =  e^«'x,  ce  qui 
avec  e*"»'  fait  deux  solutions. 

Si  i\  est  racine  triple,  outre  les  deux  solutions  dis- 
tinctes déjà  obtenues,  on  déduira  de  Téquation  (3)  la  so- 
lution j^  =  e''»'j:*,  et  ainsi  de  suite. 

Donc,  à  chaque  racine  multiple  correspondra  un  nombre 
de  solutions  égal  à  son  degré  de  multiplicité.  En  multi- 
pliant toutes  ces  solutions  par  des  constantes,  et  les  ajou- 
tant, on  aura  l'intégrale  générale. 


EXERCICES. 

i. 

d^nyr 

dœ^n       ^  =  o- 

Solution  : 

jr  =  Ce^-i-G'e-* 

k=l 

Ca-  ces  f  jc  sin  -^  j  -h  Gît  sin  (x  sin  — ^  ) 

2. 

df^r 

-7-^  =  0. 
dx'^ 

Solution  : 

r  =  C  -1-  CiJT  -4-  C2^2  4_.  .  .  ^  C^_^^rt_,^ 

Solution  : 

y  =  (c-h  C|  ^)  cos2:c  -h  (c?j  -h  c^x)  sin2a;. 
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QUARANTE-SEPTIÈME  LEÇON. 

INTÉGRATION  DE  L'ÉQUATION  LINÉAIRE  COMPLÈTE. 

Réduction  de  réquation  complète  à  Téquation  privée  de  second  membre. 

—  Cas  où  les  coefficients  du  premier  membre  sont  constants.  —  Abais- 
sonient  de  Téquation  linéaire  quand  on  connaît  un  certain  nombre 
d'intégrales  de.Téquation  privée  de  second  membfe.  —  Aulre  méthode. 

—  Équations  linéaires  que  Ton  sait  intégrer.  —  Propriétés  de  Téqua- 
tion  du  second  ordre. 

RÉDUCTION  DE  L* ÉQUATION  COMPLÈTE  k  l' ÉQUATION   PRIVÉE 

DE    SECOND    MEMBRE. 

592.  Soit 

Posons 
(l)  jr=  I     «r/a, 

z  étant  une  fonction  de  x  et  de  «  tellement  choisie,  que 

dz     d^  z  H"* — ^z 

Zy  —9  -^-^j  •  •  •  5      ^^^  soient  nulles  pour  a  =  jc,  et  que 

Ton  ait  pour  cette  même  valeur 

Ces  conditions  étant  remplies,  on  aura 

"^  dz 


dj^_    r 


,    r/^^"-^-'- 


Zj^  désignant  la  valeur  que  prend  z  lorsque  a  ^=  X]  mais, 
par  hypothèse,  cette  substitution  annule  z*^  donc 

on  aura  ensuite 

d^ 
dx 


y     C'd'z^      fdz\ 
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mais  (7-)  =o*,  par  conséquent  l'équation  précédente 
se  réduit  à 

on  trouve  de  la  même  manière  : 

"^"X     rf»^        'd^~J„     d^^       ' 

(4)  {  " 

p:=rpda^Yi.). 
dx'"       J^     dx^  ^    ' 

En  substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  proposée  (I), 
on  a 


( 


C  Id^z  rf"-'«  dz  \ 


et  il  suffit,  pour  que  Téquation  soit  satisfaite,  que  Ton  ait 

* 

(4  -7-;r  +  P  -; r  -f-  • . .  -H  T  —  -h  Uz  =  o. 

Si,  outre  les  conditions  citées  plus  haut,  z  remplit  cette 

nouvelle  condition,  j^  =1     zda,  sera  une  intégrale  par- 

«/o 

ticulièrcj  e;i  la  désignant  par  m,  et  posant  j^  =  i<  4- m, 
Téquation  (!)  deviendra 

[d'^u       ^d'^-^u  H      d'"ff 

Or,  la  première  partie  du  premier  membre  de  celte  équa- 
tion est  nulle  par  hypothèse;  donc  Téquation  se  réduit  à 

,  -_ .  d'"if        ^  rf"»-'  p  dv 

€/a:™  r/-r"'-'  de 

Et  si  l'on  peut  intégrer  généralement  cette  dernière  équa- 
tion, u-^-vf  sera  l'intégrale  de  l'équation  proposée  (I). 
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CAS    OU    LES    COEFFICIENTS    DE    l'ÉQUÀTION    (II)    SONT 

COKSTAKTS. 

o93.  Quand  on  connaîtra  Tintégrale  générale  de  Tcqua- 
cîon  (II),  en  y  renlplaçanl  x  par  x  —  a,  on  pourra  pro- 
fiter derindétermi nation  des  constantes  arbitraires  qu'elle 
renferme  pour  remplir  les  conditions  indiquées  plus  haut. 
C'est  ce  qui  arrive  lorsque  les  coefficients  P,  Qî^^T,  U 
sont  constants. 

En  effet,  /'i,  r,,  r,,...,  r„  ^tant  les  racines  de  l'équation 

(i  )  /(r)  =  /-"-+-  P/*- «  4- hTr-+-U  =  o, 

on  pourra  écrire 

z  =  C,  e^i(^-«)  ^  C, «'■•('-«>  -f  .  . .  -4-  C«/?'-(^-«), 
€t  pour  satisfaire  aux  conditions  dont  il  s'agit,  on  posera  : 

Ci  H-  Cj  -h  .  .  .  4-  Cm  =  O, 

Ci  r,  -t-  Cj  /-i  -t-  .  .  .  -t-  Cp,  r„  =  o, 


C,  rf»-»  4-  C,  rf-^  4- .  .  .  4-  C«.  r,^"'  =  o, 
C,  r,'«-'  4-  C,  rî»~«  4- ...  4-  C„r;^-'  =::  F  (a). 

En  opérant  comme  au  n°  582,  on  trouvera 

_   F(a)  F(«)  _    F(a) 

et,  par  conséquent, 

Ou  aura  donc  l     zda^  ou 
(^) 


/ 


^'•m('-«)F(a)    , 
T. ^«• 
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Maïs  on  n'a  ainsi  qu'une  valeur  particulière  à  laquelle 
il  faut  ajouter  Tintégrale  de  Téquation 


djf  daf- 


dx 


laquelle  est 

vz=ic,  er^'  -t-  Cj^'"*'  H-  ...  -4-  c^er,n'y 

c,,  Cj, . .  , ,  c,„ désignant  des  constantes  arbitraires.  Ajou- 
tons cette  valeur  au  second  membre  de  l'équation  (2)  et 
observons  que 


/ 


/'(^O 


+fi«"' 


ï  ^     • 


peut  s  écrire 


\x\  c,   /•'/-  \     ■      I       -— r.a 


/'(''.) 


o 


"] 


ou,  en  remplaçant  c^f[r^)  par  c,, 


il  en  résultera 


/'('•.) 


y  = 


(3) 


1 


c  "* 


Ainsi,  dans  le  cas  des  coefficients  constants,  l'intégrale 
de  Téqualion  (I)  s'obtient  par  des  quadratures. 


I 
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CAS    OU    L*ON    CONNAIT    UN    CERTAIN     NOMBRE    d'iNTÉGRALBS 
DE    l'équation    privée    DU    SECOND    MEMBRE. 

594.  Si  i*on   connaît  m    intégrales  particulières  jri^ 
Ti^'  '  '  9 .X«i?  de  Téquation 


on  aura 


^  =  C,  J,  -4-  C,r,  -+-...-+-  Cm^m, 


Cf,  Cl, ...  y  Cm  étant  des  constantes  arbitraires.  Or,  on 
peut  supposer  que  cette  valeur  dey  satisfasse  à  Téquation 

en  regardant  Ci,  Ci, ... ,  C,„,  non  plus  comme  des  con- 
stantes, mais  comme  des  fonctions  inconnues  de  x,  qui 
n'ayant  à  remplir  qu'une  seule  condition,  savoir  que  la 
valeur  de  jr  satisfasse  à  l'équation  (I),  peuvent  être  liées 
entre  elles  par  m  —  i  relations  tout  à  fait  arbitraires.  On 
choisit  ces  relations  de  manière  que  la  détermination  des 
fonctions  Ci,Ci,...9Cm  n'exige  que  de  simples  qua- 
dratures. 


On 


a 


dx       *"  dx 

^    rfc, 

Posons 

(•) 

dC,^ 

m 


dx  dx 

dCt  dCm 


yi— — h ...  -h  ^ 


m 


dx  dx 


dC,  dCn, 

=  o. 


dx     '  '  '  '    '      "^  dx 
Alors,  on  aura  simplement 

-y  —  ^«  "3 •"  ^'  ~3 1-  .  .  .  -^  ti«  -j— > 

dx  €ix  dx  dx 
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et  cette  expression  àe-j-  est  la  même  que  dans  le  cas  où 

^n  Ci  9  •  •  •  9  Qn  sont  des  constantes. 
On  aura  de  même 

en  posant 

^  r/x    dx         dx    dx        '  '  *         dx    dx  ' 

puis 

en  posant 

(3)       l!Zil^4.î^^-f.         i   d'ymdC^_^ 
'  rfj?'    dlr  dx^    dx        '  '  '         dx*    dx 

On  continuera  ainsi  à  former  les  dérivées  de  ^jusqu'à 

•^ — ^  inclusivement,  en  égalant  toujours  à  zéro  la  somme 

des  termes  qui  renferment  les  différentielles  de  Ci,Cs,.«.^ 
Cm*  Enfin,  on  aura 

d"*  Y       ^  d"'Yi       ^  d^^Yi  ^    d'"Y, 


•m 


£/r"  d.r:^  dx''  dxT 

d'^-'y,dC,    ,    d"^-^y,dQ,    ,  ,    d'^-^y^  dQ^ 

...  H ; : 7— • 


//y  C?""  V 

En  substituant  ces  valeurs  de  j',  -^, . . . ,  -j^^  l'équa- 

UX  €Uu 

tîon  (I)  devient 
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Or,  les  polynômes  qui  mulliplienl  Ci,C2,.*m  C^  sont  nuls 
par  hypothèse  :  Téquation  précédente  se  réduit  donc  a 

y   ^     daf*-'    dx         £/j;"—     £/x  dx"^'      dx   ~ 

(Jn  a  ainsi ,  pour  déterminer  --—  ?  — —  » •  •  •»  -r— »  les  m 
*  dx     dx  dx 

équations  (i),  [p^Y*  "  *^  (^0*  Supposons  que  leur  résolu- 
tion donne 

il  en  résultera 

C,  =  c,  --h  /  X|  c^j",     Cj  =  c.  H-  I  Xa  rfjT , . . . , 

et,  par  suite, 


•  •  •  • 


595.  Si  P,  Q, .  . .,  T,  U  sont  des  constantes,  on  peut 
prendreji  =  e'*",  j,  =  e**» ',...,  j,„  =  e'*-.'-5  Tj,  /«,...,  r« 
étant  les  racines  de  Téquation 

Dès  lors  les  équations  (i),  (a ),....  (/n)  deviennent 


e/Gi  ^Gs  dCm 

dx  dx  dx 

dCi                    dCi  dCm 

CIX                                 UX  (IX 


dCt  dCi  _  dCm        „ 

'  dx  *  dx  ^  dx 

Par  la  méthode  d'élimination  déjà  employée  (582, 593), 
on  aura 
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d'où 

,  ""•  =  — 7W— 

On  aurait  de  même  Cj,  Cs, .  .  . ,  C^,  et,  par  suite, 

ce  qui  est,  au  fond,  la  formule  (3)  du  n°  S93. 
596.  Exemple  : 


dx^ 


—  n^X  =  V. 


Ici  m  =  2,  Ti  =  72,  r,  =  —  n.  L'intégrale  générale  sera 
donc 

597.  Si  Ton  connaît  seulement  m  —  i  intégrales  par- 
ticulières de  Téquation  (II)  (n°594),  il  sera  possible  de 
ramener  l'intégration  de  l'équation  (I)  à  celle  d'une 
équation  linéaire  et  du  premier  ordre. 

En  effet,  supposons,  pour  simplifier,  que  l'on  ait  à 
intégrer  l'équation  de  quatrième  ordre 

et  que  l'on  connaisse  trois  intégralesj^i,yf,  j^s  de  l'équa- 
tion privée  du  second  membre 

On  représentera  encore  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (I)  par 

Ci9  (^sy  Cs  étant  trois  fonctions  de  x  qui,  n'ayant  à  rem- 
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plir  qu'une  coafitfon,  peuvent  ètne  assujetties  k  vërifier 
deux  relations  arbitraires. 

Si  nous  prenons  ces  relations  de  telle  sorte  que  les 

expressions  de  -j-  et  de  -— -  soient  les  mêmes  que  si  C|, 

Cl  et  Cs  étaient  des  constantes,  nous  aurons 

3—  =  Cl  -7-   -f-  t.j  -7-    H"  ^3  -7-  ' 
dx  dx  dx  dx 


— ^  =  C,  — -^  +  Cj  — ^  -f-  Cs  — ^ 
dx''  dx^  dx^  rfx' 


^  =  c.^+...+  ^  — 

£/ar*  <ir*        '     '        dr^     dx 

dx*  dx*        '    '  dx    dx*        *  *  *        dx^    dx* 

En  substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (I),  et  sup- 
primant les  termes  qui  se  détruisent  par  hypothèse,  nous 
aurons 

et  il  faudra  joindre  à  cette  équation  les  deux  suivantes  : 
,    .  dCi  dC,  dC, 

(3)  ^^  ^^^  ^  ^  ^»  ,^0 

dv    dx         dx    dx         dx    dx 

De  ces  deux  équations,  on  tirera  pour -r-*  et  -^  des 

OX  €IX 

valeurs  de  la  forme 


dx  dx         dx  dx 


En  les  substituant  à  -7^?  -7-*  dans  Téquation  (1),  on  ob- 


dx      dx 
C 
dx 


tiendra  y  en  posant  -—  =  z^  une  équation  linéaire  de  la 
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forme 


dz 

on  aura  de  pins 


--4./>.  =  7: 


La  valeur  de  z  contenant  déjà  une  constante  arbitraire, 
la  valeur  de  jr  ou  Ci  ji  -i-  C,jr,  -|-  C^jr,  en  contiendra 
quatre.  Ce  sera  donc  Tintégrale  gëuérale. 

598.  Si  l'on  ne  connaissait  que  m  —  a  intégrales  par- 
ticulières de  Téquation  (II)  (594),  on  serait  ramené  à 
Fintégration  d^une  équation  linéaire  du  second  ordre. 
En  eflet,  soient  ^,  et  y^  les  intégrales  connues  de 
l'équation  (II)  (597)  supposée  du  quatrième  ordre ^  et 
représentons  par 

l'intégrale  cherchée;  comme  on  ne  peut  établir  entre  Ci 

et  Ct  qu'une  seule  relation  arbitraire,  exprimons  que  -~- 

a  la  même  forme  que  si  C]  et  C^  étaient  des  constantes. 

Les  fonctions  Ci  et  C^  seront  déterminées  parles  équa- 
tions 
.  .  dCi  dCt 

G,  H, . . . ,  étant  des  fonctions  de  x.  De  la  première  on 

déduira  —-^  =  Xj  -^-*  >  et  substituant  dans  la  seconde,  on 
ax  ax 

aura  une  équation  où  Ci  n'entrera  que  par  ses  dérivées 
-j->  -^T'  TT'  -Alors,  en  posant  —  =  z,  celte  équation 

prendra  la  forme 

d^z         dz 
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Cette  dernière  équation  étant  intégrée,  on  aura 


■  I  zdx^ 


C,  =  c,  -4- 

et  ensuite 

Ca  =  c,  -4-  /  Xa  z  dx. 


=.+/i 


Comme  z  renferme  deux  constantes  arbitraires,  on  voit 
bien  que  C,  j^i  +  Cj^t  en  contiendra  quatre. 

599.  En  général,  si  Von  confiait  n  intégrales  diS" 
tinctes  de  V équation  linéaire  priv^ée  de  second  membre^ 
on  pourra  ramener  Véquation  complète  à  une  équation 
linéaire  du  [m  —  /i)*'"»»  ordre, 

La  démonstration  de  ce  théorème  général  est  suffisam- 
ment indiquée  par  ce  qui  précède  :  c'est  pourquoi  nous 
nous  bornerons  à  examiner  le  cas  particulier  où  Ton  ne 
connaît  qu'une  seule  intégrale ^^  de  Téquation  (II).  Nous 
poserons  alors 

et,  en  exprimant  que  cette  valeur  de  y  est  une  solution 
de  Téquation  (I),  nous  aurons 

(0  -3r;7  -+-Pi    ,  ^  .  -h.  ..4-  T, -— =  v, 

les  nouveaux  coefficients  Pj,. . .,  T,  se  formant  comme 
on  l'a  dit  n^  589.  En  posant 

dx  ' 

l'équation  (t)  se  réduit  à 

(2)  — -f-  P,  -; r  -f-  .  .  .  +  T,  «  =  V, 

équation  différentielle  de  l'ordre  m — i.  Ainsi,  Tordre  de 

l'équation  proposée  sera  abaissé  d'une  unité.   L'équa- 

Sturm.  —  An,^  \l,  9 
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liou  (a)  étant  intégrée,  on  aura 

Ci  =  «-+-  I  udx^ 
et,  par  suite, 

^—âj, -f-j,  /  udx. 

La  valeur  de  M  contenant  (/n  —  i)  constantes  arbitraires, 
celle  dey  en  contiendra  m;  ce  sera  donc  l'intégrale  gé- 
nérale. 

AUTRE  MÉTHODE. 

600.  Le  cas  particulier  que  nous  venons  d'examiner 
permet  de  démontrer  le  théorème  général  énoncé  plus 
haut  (599),  et  fournit  une  autre  méthode  pour  abaisser 
Tordre  d'une  équation  linéaire.  En  effet,  appliquons  le 
même  procédé  à  l'équation 

Soit  i/i  une  solution  particulière  de  l'équation 

fi?*"-' a       _  d'^-^u 

-, r  -^Pi  -1 ;  -h. .  .H-T,  tt  =  o. 

En  faisant 


u 

tfi 

dx 


z  dépendra  d'une  équation  linéaire  de  l'ordre  m  —  à, 
<i'"-'z  ^/'"-^^z  d"'~^z 

et  Ton  aura 
et,  par  suite, 
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OU 

en  faisant 

La  fonction  désignée  ici  par  j^s  satisfait  à  Téquation 

car  si  Ton  suppose  V  nulle,  on  peut  prendre  z  =  o,  et 
par  conséquent  Ç  =  o,  ce  qui  réduit  j^  à  aji  -f-  fr^,,  ex- 
pression dontj^j  est  une  valeur  particulière. 

Réciproquement yOii  trouvera  une  fonction  telle  que  ii|, 
si  l'on  connaît  une  fonction  j^j,  différente  dej'i,  qui  satis- 
fasse à  Téquation  (3).  Il  suffira,  en  effet,  de  prendre 

ax 

puisque  u  =  —r-^  se  change  en  u^  si  V  =  o,  et  qu'alors 

y^  est  une  valeur  particulière  de^. 

L'équation  en  z  étant  de  Tordre  m  —  2,  on  cherchera 
une  valeur  Zi  qui  satisfasse  à  Téquation 

et  l'on  aura 

«  =  cz,  -+-  z, 


1  rdlr, 


en  faisant  t  =  — -î->  d'où 

dx- 


^8  étant  encore  une  solution  particulière  de  Téquation  [3), 
et  ainsi  de  suite« 
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On  pourra  donc  abaisser  Tordre  de  Téquation  (I) 
(594)  d'autant  d^uuités  qu'on  connaîtra  de  solutions  par- 
ticulières de  l'équation  (3),  et  l'intégrale  générale  de 
l'équation  (I)  sera  de  la  forme 

X  étant  une  solution  quelconque  de  l'équation  (I). 

L'équation  linéaire  n'admet  pas  de  solution  singulière, 
puisque  la  solution  quelconque^  =  X  se  déduit  de  l'inté- 
grale générale  en  faisant  nulles  les  constantes* a,  i,...  /. 

DE    QUELQUES    CAS     OU     l'oW     PEUT     INTÉGRER     l'ÉQUATIOU 

LINÉAIRE    A    SECOND    MEMBRE. 

601.  Si  dans  Téquation 

P,  Q,...,  U,  V  sont  des  constantes,  on  fera  j^  =  ---  -4-  z,. 
et  on  aura 

d'^z      ^d'^-^z  ^dz 

^-^P5?^  +  --+T5i  +  "'  =  «' 

équation  que  l'on  sait  intégrer. 

602.  Les  coefficients  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion (i)  étant  supposés  constants,  si  V  est  une  fonction 
entière  de  x, 

Aj:» -f- Bx"-' -+-. . .  4- G« -t- H, 
on  posent 

et  l'on  déterminera  a^  b,.,.^  g^  h^  en  exprimant  que  cette 
valeur  satisfait  à  l'équation  proposée,  ce  qui  formera  au- 
tant d'équations  qu'il  y  a  d'inconnues.  Une  première  in- 
tégrale étant  ainsi  obtenue,  on  posera^  ==  m  H-  p»,  et  p»  ne 
dépendra  que  d'une  équation  linéaire  à  coeiScients  con- 
stants, et  privée  de  second  membre. 
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603.  Si 

*  V=:  Acos/ur  4-  Bsin/ix, 

A  et  B  étant  des  constantes,  ainsi  que  les  cocflBcients  du 
premier  membre  de  Téquation  (i),  on  fera 

jr  =  fl  cosnjT  ■+■  b  sin/tx , 
ce  qui  réduit  l'équation  (i)  à 
(û G  +  ^ H)  cosruc  -4-  (aK  -h  bh)  sin/tx  =  A cos/i-r  -h  B  sin nx , 

G,  H,  K,  L  étant  des  fonctions  de  n  et  des  coefficients  de 

l'équation.  Pour  que  Téquation  soit  satisfaite,  il  faudra 

qu'on  ait 

aG  -h  bE  =  A,     aK-+-*L  =  B, 

ce  qui  détermine  a  et  &,  à  moins  que  GL  —  HK  ne  soit 
nul.  L'intégrale  générale  sera 

X  =  o  cosnx  -h  bsinnj:  -{-  Zy 

z  étant  rintégra)e  générale  de  l'équation 

djf*         .  djf^^  dx 

604.  La  méthode  précédente  est  en  défaut  lorsque 
GL  —  HK=  o.  Dans  ce  cas,  l'intégrale  doit  avoir  une 
autre  forme  qu'on  trouve  par  un  artifice  de  calcul  dont 
voici  un  exemple.  Soit  Téquation 

(I)  _+^=cosx, 

on  ne  peut  y  satisfaire  en  posant 

jr  =  a  cosx  +  b  sinjc, 
car  on  trouverait 

—  a  cosx  —  b  sin j:  -h  a  cosj?  -h  b  sxnx  =  cosx, 

ou 

o  =  cosx, 

équation  qu'il  est  impossible  de  rendre  identique. 
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Mais  si  Ton  prend  l'équatioa  plus  générale 

(2)  -^ -f  j  =  cos«j:, 

en  posant  y  =^  a  cosnx  H-  b  sinnx,  on  a 

a{\  —  n^)  cosnx  -h  ô  (  1  —  /i*)  sïnnx  =■  cosna:^ 
d'où 

a  = -,      ^  =  0, 

I  —  n^ 

ce  qui  donne  la  solution  particulière 


X  = 


cosnx 


• 


D'ailleurs,  l'intégrale  générale  de  l'équation 

est  (584) 

y  =:  Ccosj;  -h  C'sin.r; 

la  valeur  générale  de  j^  sera  donc 

COS/î.r        ^  ,,,    . 

Celte  valeur  deviendrait  illusoire  si  l'on  faisait  w  =  i  ; 
mais  on  peut  écrire,  en  posant  C  =  C -^9 

cosnx  —  cos.r        ^„  ^,   . 

y  = h  C  cosj:  -h  C  smo:. 

Faisant  w  =  i,   le  premier  ternie  prend   la   forme  -9 

mais  sa  vraie  valeur  est  — ^ •,  donc  l'intégrale  générale 

de  l'équation  (1)  est 

Y  = h  C  Sin.r  +  C  COSa:. 

605.  On  obtient  encore  la  valeur  dej-  en  remplaçant  n 
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par  I  —  A,  et  posant  ensuite  A  =  o,  après  avoir  fait  su- 
bir à  rintégrale  une  transformation  convenable.  On  a 
d'abord 


cos(x  —  hx)        ^  _   . 


OU  bien 


[^          cosAx    1                r^,           sin /ijr     "l  . 
C-f-T- 7^    cosj:+    C  -\--r-i TT    sinx. 

En  développant  en  séries  cosAx  et  s\nhx^  il  vient 


r    .-'-h' 


—  tl'X* 

cosx 


*) 


//x  —  -T  /i*x'  -4- .  .  . 

-+-  I  C  -f-  — 77 I  sinx; 

h[i  —  h) 


ou  bien,  en  posant  C=  C  H-  -r- ttj 

'         *^  /i  ( 2  —  h) 


.=[0--;,^-] 


cosx 


sin.r. 


Si  maintenant  ou  fait  A  =  o,  on  retrouve  encore 

arsinx       _,  .  ^„ 

y  = h  Csinx  -h  C'cosj*. 

606.  U équation 

se  ramène  au  cas  précédent  (603)  quand  on  a 

V  =  A  co^nx  H-  B  smnx  -\-  k'  cosn'x  -\-  B'sinn'jr-l-. . ., 

en  posant 

y  =  a  cos n a?  -f-  6  sin  na?  H-  a'  cos  n'x  -î-  ^'  sin  n'x  -H . . . 
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Lorsque  V  est  de  la  forme  Ae''-^,  on  obtient  une  so- 
lution de  Téquation  (i)  en  posant^  =  ae"^  ;  on  trouve 
en  général  pour  a  une  valeur  finie,  à  moins  que  cette 
valeur  de  y  n'annule  le  premier  membre  \  dans  ce  cas, 
on  suivra  une  méthode  semblable  à  celles,  qui  ont  été 
développées  dans  les  n***  604  et  605. 

607.  On  ne  sait  que  très- rarement  intégrer  une  équa- 
tion linéaire  à  coefficients  variables.  Voici  un  exemple  où 
Tintégration  peut  s'achever. 

Soit  l'équation 

+  T(«x  -4-  £>)  ^  +  Uj  =  o, 

P,  Q,.  . .,  T,  U  étant  des  constantes. 

Posonsj)^=  (aa;-+- i)'"^  substituons  cette  valeur  dans 
l'équation  (i),  et  supprimons  le  facteur  [ax  -^by  com- 
mun à  tous  les  termes,  nous  aurons 

!r[r —  i)[r  —  2) .  .  .  (r  —  w  -h  i)  «" 
-4-  Pr(r  — i).  .  .(r— w  4-  2)  a'"-' -h..  . -H  U  =  o. 

Cette  équation,  étant  du  degré  w,  donnera,  en  général, 
m  valeurs  constantes  et  inégales  pour  r;  en  les  désignant 
parr,,  Tj,...,  r„„  les  expressions  (/^o: +&)'"»,  (a.r -H £)'"«,..., 
(ax  H-  bY"*  seront  des  solutions  particulières  de  l'équa- 
tion (i),  d'où  l'on  déduira  l'intégrale  générale 

Toutefois,  la  forme  de  celte  intégrale  serait  modifiée  si 
quelques-unes  des  racines  étaient  égales  ou  imaginaires. 
11  faudrait  alors  se  servir  de  procédés  analogues  à  ceux 
que  l'on  a  employés  aux  n°'  604  et  605. 

Au  reste,  on  ramènerait  l'équation  (i)  à  une  équation 
linéaire  à  coefficients  constants  en  posant  ax  -I-  i  =  e*. 
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pmopRiéris  de  l'équation  dv  second  ordre. 

608.  Quand  on  connait  une  intégrale  particulière  j^i 
de  Téquadon 

(î)  ^+pg,.Q^  =  0. 

les  procédés  des  n^  597  à  600  permettent  de  l'abaisser  au 
premier  ordre,  et,  par  suite,  de  Tintégrer  complètement. 

On  peut  encore  opérer  de  la  manière  suivante. 

On  a,  par  hypothèse, 

Eliminant  Q  entre  les  équations  (i)  et  (a),  il  vient 
et,  en  posant 
Téqùation  (3)  devient 


(4) 

d'où,  en  intégrant , 

On  aura  donc 

(5) 

^'dx       ^  dx        ^'^        ' 

ou 

et  enfin) 

_,  r       Ce-S^'i^dT 

(6) 
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609.  L'ëqualion  (5)  fait  conDaitre  plusieurs  propriétés 
de  rëqualion 

(.)  _Z  +  p^.4-Q^=o. 

La  constante  C  n'étant  pas  nulle,  en  général,  suppo- 
sons C  >  o  :  on  aura 

par  conséquent,  la  fonction  y  et  sa  dérivée  -j-  ne  peuvent 
pas  être  nulles  en  même  temps. 

dy 

La  même  propriété  appartient  aux  fonctions  jx  et  -j-î-« 

Deux  valeurs  de  x  qui  annulent  yi  comprennent  une 
valeur  de  x  qui  annule  y.  En  effet,  si  y^  s'annule  pour 
X  =  fl  et  pour  a:  =  6,  on  a  dans  ces  deux  cas,  d'après 
r inégalité  (7), 

Ainsi,  j'  et  -~-  sont  de  signes  contraires-,  mais  quand  x 

croît  de  a  à  2»,  -—  change  de  signe  pour  une  certaine  va- 
leur X  r=:  0L\  donc  ^  doit  aussi  changer  de  signe  avant 
que  X  ne  devienne  égal  à  h.  Par  conséquent,  la  fonction  j' 
s'évanouit  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  i. 

De  même,  entre  deux  valeurs  de  x  qui  annulent  y^  se 
trouve  une  valeur  qui  annule  y^* 

Il  suit  de  là  que  si  l'on  fait  croître  a:,  les  deux  fonc- 
tions y  et  y^  s'annuleront,  l'une  après  l'autre,  alterna- 
tivement. C'est  ce  qu'on  peut  vérifier  sur  l'équation 

d^y 

qui  a  pour  intégrale 

y  =  Gsin.r  -h  C'cosx. 
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i39 


1. 

Solution  : 
2. 


SOLOTION  : 

r 


EXERaCES. 


à^ 


-jr  =  ^. 


,— » 


~  a(n-x)       a        J   V 


é"dx 


-.  -(-  Ce-  +  C'« 


>-2* 


*)' 
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RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 

PAR  LES  SÉRIES. 

Déyeloppement  par  la  série  de  Maclaurin.  —  Méthode  des  coefficients 
indéterminés.  —  Autre  forme  de  développement.  —  Intégration  d'une 
équation  différentielle  par  des  intégrales  définies. 


DÉVELOPPEMENT    PAR    LA    SÉRIE    DE    MACLAURIN. 

610.  Étant  donnée  une  équation  entre  y  et  quelques- 
unes  de  ses  dérivées  par  rapport  à  x,  on  peut,  comme  on 
l'a  vu  (SSO),  développer  j^  en  série  procédant  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  x  —  a,  et  ce  développement 
contient  m  constantes  arbitraires,  qui  sont  les  valeurs 
de  y  et  de  ses  m  — r  i  premières  dérivées  pour  x  =  a.  En 
faisant  a  =  o,  on  obtient  une  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  x.  Mais  il  peut  arriver  que 
certaines  dérivées  devenant  infinies  pour  a*  =  o,  la  série 
soit  en  défaut^  à  moins  qu'on  n'attribue  des  valeurs  con- 
venables à  d'autres  dérivées  qui  no  sont  plus  arbitraires. 
Dans  ce  cas,  la  série  contenant  moins  de  m  constantes 
arbitraires  ne  représente  plus  l'intégrale  générale,  mais 
seulement  une  intégrale  particulière. 

En  voici  un  exemple.  Soit 

d^X  dy 

X  ---r  H-  2 h  n^xY  =z  o. 

En  différentiant  cette  équation  plusieurs  fois,  on  aura 
dW       «  d^r         ,     dy 

r/x'  d.x^  dx 


X 


d^Y        ,  d^r  ,     d'^Y  ,  dy 

d^y  ,  r  d'y  ^    ,   d^y  ,  ,  ,  '''r 
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La  loi  de  formation  est  évideute.  Or,  si  dans  Inéquation 
proposée  on  fait  x  =  o,  j  =  6,  —  =  i',  il  en  résultera 

— -^  =^  oo  ,  à  moins  que  V  ne  soit  nul.  Il  faut  donc  faire 

djcr  * 

~-  =o  pour  j:==o,  et  alors  les  équations  dérivées  sui- 
vantes donnent 

dx^  3         £/x»         '      dx'         5 

et,  par  conséquent, 

,  /  Tî^x^  /i*jc*  \        -  sin/itr 

^  =  ^    I  — r  H ^  -1  r  f^  —  .  • .    =  6 , 

\  I.2.0         1.2.0.4*5  /  /îj: 

ou,  en  taisant  -  =  c, 

sin/7.r 


r  =  ^ 


On  n'obtient  ainsi  qu'une  intégrale  particulière.  Pour 
avoir  l'intégrale  générale,  il  faut  poser 


^  sin  nx 


X 


C  désignant  une  fonction  de  x,  La  reclierclie  de  cette 

fonction  conduit  à  une  équation  linéaire  du  second  ordre, 

d'où  Ton  déduit 

C=c'  -\-  c'^  coinxy 
et,  par  suite, 

c'  sin/î^  4-  c'*  cosnx 

r— 

X 

On  serait  parvenu  tout  d'abord  à  ce  résultat  si  l'on  avait 
développé  j^  suivant  les  puissances  de  x  —  a,  en  se  don- 
nant les  valeurs  de  j^  et  de  —  pour  x  =  a, 

MÉTHODE    DES    COEFFICIENTS    INDÉTERMINÉS. 

61  î.  On  peut  encore  employer  la  méthode  des  coeffi- 
cients indéterminés  pour  développer  en  série  l'intégrale 
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d'une  équation  différentiel  lé.  On  obtient  souvent  par  ce 
moyen  des  développements  qui  renferment  des  puis- 
sances négatives  de  x^  ce  que  ne  peut  donner  la  série  de 
Maclaurin. 

Reprenons  Téquation  différentielle  du  numéro  précé-- 
dent,  sous  la  forme 

Supposons  que  l'intégrale  soit 

(2)  x=  Ax«  -+-  Bx^  +  C^r^  H , 

a,  6,  y, . . .  étant  des  nombres  croissants  :  on  aura 

ax  ' 

et  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  l'équation  proposée 
donnera 

(  Aa(a-f-i)a:«-^-t-A/î^a:«+B6(6  +  i)^^"^ 

(3)  , 

(        -|-B/î»ar^-+-C7(7  +  i)a:>'""^-f-C/î»a7>'H-...  =  o. 

Pour  que  cette  équation  soit  identique,  il  faut  que  les 
coefficients  des  différentes  puissances  de  x  soient  nuls 
séparément.  Or,  puisque  a,  S,  y*  . .  sont  des  nombres 
croissants,  a  —  2  est  le  plus  petit  exposant  de  x  dans 
1  équation  (3).  On  doit  donc  avoir 

A-a(a  -M)  =  o, 

et,  comme  A  ne  peut  pas  être  nul,  il  faut  qu'on  ait 

a  =  o,     ou     a  = — I. 

Prenons  d'abord  «  ==  —  i .  Les  deux  plus  petits  exposants 
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qui  viennent  ensuite  sont  a  et  6 —  2.  Ils  peuvent  être  ëgaux 
ou  inégaux  :  s'ils  sont  in^aux,  le  terme  B6  (o4-i)x^""* 
ne  pouvant  se  réduire  avec  un  autre  devra  être  nul  de 
lui-même,  ce  qui  donnera  6  =  0  ou  6  =  —  1 ,  Mais  on 
ne  peut  supposer  6  ==  —  i ,  puisqu'on  adéjà  «==  —  i,  et 
que  a  est  supposé  moindre  que  ë  :  donc  6=0.  Parmi  les 
exposants  qui  suivent,  les  plus  petits  sont  a  et  y — a^ 
nous  devons  les  supposer  égaux,  car  le  terme  An'x^  doit 
se  réduire  avec  un  autre,  puisque  A  ne  peut  être  nul.  De 

là  résulte 

7  =  1,     A/2*-f- C7  (7 -+- i)  =  o. 

On  trouvera  de  même 

f  =  3,     C/ï^-f- Ei(f-hi)  =  o, 
et  ainsi  de  suite ^  il  en  faut  conclure 

A/i'  ^  B/2» 

C= ,  D=: -y 

1.2  1.2.3 

An'  B/i* 

E  = 5~T»      ^^^^ o    /    g>  *  "* 

1.2. 0.4  1.2.0.4.0 

Par  conséquent 9 

\x        1.2         1.2.3.4 

^  /           n^x^  n*x* 

4-B     I r-  4- 


ou 


1.2.3        1.2.3.4*5 


Acosnx       Bsinnx 

jr-  — -— + 


nx 


OU  bien,  en  posant  A  =  c,  -  z=c!^ 


/  = 


c  cosnx  ■+-  d  sîn  nx 


612.  Siy  au  lieu  de  supposer  6  —  2  différent  de  a,  on 
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fait 

6  —  2  =  a  =  —  I,     d'où     6:=i, 

le  terme  Cy  (y  -f- 1)  x^~~^  ,  n'étant  pas  nul,  puisqu'on  a 
7>6>i,  doit  être  détruit  par  Bn*.r^.  On  a  donc 
y —  2  =  6;  on  aura  de  même  â  —  2  =  y,  e  —  2  =  5,.... 
Par  conséquent, 

6  =  1,     7  =  3,     ^  =  5,..., 
il  s'ensuit 

R—        A/2»  An*  An' 

D 9        t«  =  5 — 7»        U  = _-,.,.. 

1.2  1.2.0.4  I  .2  .  ..6 

ce  qui  donne 


^  ,  I         n^.r  n*.T^  \        Aco.s//x 

r  =  A(- ^  H 5— =  5 

1.2.0.4  /  ^ 


X        1.2 


mais  on  n'obtient  ainsi  qu'une  intégrale  particulière. 

L'hypothèse  «  =  o  conduit  aussi  à  une  intégrale  par- 
ticulière 

A'sin/îJF 


nx 


En  ajoutant  ces  deux  intégrales  particulières,  on  re- 
trouve l'intégrale  générale. 

Au  reste,  il  suffit  de  faire  ocj=iU  pour  ramener  l'équa- 
tion (i)  à  la  suivante  : 

dUi 
que  l'on  sait  intégrer. 

AUTRE    FORME    DE    DÉVELOPPEMEr^T. 

613.  L'équation  linéaire  du  second  ordre 
peut  toujours  se  ramener  à  une  équation  à  deux  termes. 
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En  efTety  posons  j^=:u2.  I/équaiion  proposée  deviendra 

(—      p  — 

Déterminons  u  par  la  condition 


,    .       d^z       f    du       ^  \  dz  /u  _       ^ ^    , 


(3)  2—  4-P«  =  o, 

'  •  dx 

d'où 


1/  =tf 


-1/Prfr, 


2 


> 


z 


cette  valeur  étant  substituée  dans  Téquation  (2)^  on  aura 

d^z 

(4)  ^  =  R«. 

R  étant  une  fonction  connue  de  x. 

dz 
614.  Désignons  par  A  et  6  les  valeurs  de  r  et  de  —9 

correspondant  à  une  valeur  arbitraire  x=^a.  Nous  au* 
rons,  en  intégrant  deux  fois  de  suite,  entre  les  limites  a 
et  X,  les  deux  membres  de  l'équation  (4)  : 

dx  j     Rzdxi 
OU  bien,  en  posant  f  =  A  -f-  B  (a:  —  a), 

(5)  z  =  e-{-  I    dx  1    Kzdx, 

J  a  J  a 

Si,  dans  le  second  membre  de  Péquation  (5),  on  rem- 
place z  par  la  valeur  que  donne  cette  même  équation^ 
on  aura 

=  /+  /     dx  \     ^tdx 

(6)  {  -^       '^'^ 

-I-  /     dx  \     B.dx  f     ^^  I     Kzdx, 

StCBM.    —   y/».,    II.  10 
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et,  en  remplaçaut  encore  z  par  la  valeur  (5), 

dx  l     Kedx  -h  1     dx  l     Vidx  j     dx  j     ^tdx 

a  tJ  a  */ a    ■      *J  a  *y  a  •'a 

il)       { 

Jf%X  nx  r%x  r*x  f*X  /*x 

dx  I     Vidx  \     dx  i     Kdx  l     dx  l     Vizdx. 
a  va  J  a  J  a  *)  a  J  a 

615.  En  continuant  ainsi,  on  obtient  pour  la  valeur 
de  -z,  une  suite*indéfinie 

Jn  X  r*X 

I     dx  l     Ktdx  -h  ... 
a  J  a 

dont  chaque  terme,  à  l'exception  du  dernier,  se  déduit  du 
précédent  en  le  multipliant  par  R<ix',  et  en  intégrant, 
par  rapport  à  x,  deux  fois  entre  les  limites  a  et  x.  Le 
dernier  terme  se  forme  d'après  une  loi  analogue,  mais  il 
contient  toujours  la  fonction  inconnue  z.  Cependant,  le 
développement  (8)  pourra  servir  au  calcul  de  la  valeur 
approchée  de  z^  si,  à  mesure  que  le  nombre  des  termes 
augmente,  le  dernier  tend  vers  o.  C'est,  en  effet,  ce  qui 
arrive  quand  la  fonctiçn  R  ne  devient  pas  infinie  dans 
l'intervalle  où  l'on  fait  varier  x. 

Pour  le  démontrer,  supposons  que  x  croisse  d'une  ma- 
nière continue  depuis  la  valeur  a  jusqu'à  une  valeur 
quelconque  h.  Soient  M,  |ui,  C  les  plus  grandes  valeurs  de 
R.  z,  i,  dans  l'intervalle  considéré.  On  aura,  en  valeurs 

absolues, 

R<M,     z<p,     ^<C; 

le  signe  <^  n'excluant  pas  l'égalité.  Si  l'on  trouve  pour  fx 
une  valeur  finie,  il  sera  démontré  que  z  ne  peut  pas 
devenir  infinie  entre  les  limites  a  et  b. 

Or,  en  premier  lieu,  on  a,  dans  cet  intervalle, 

Rr<CM, 
donc 


r  R/r/x<  \     CM^r, 

Ja  J  a 
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OU 


/    Rrfitr<CM(.r  — a); 


De  là  on  tire,  en  intégrant  successivement  : 

(j:  — «)• 


f  (ix  j     K 

J  a  J  a 


tdx  <  CM 


1.2 


\     dx\     Rfitr  r  dx  f  Rrr/a:<  CM»  ^ y^j 

J  a  J  a  J  a  %^  a  I ...  4 

f  dx  f    ^dx  f  dx  j     Kdx  f  dx  f  Ktdx<:CM'  — ^^^> 

et  ainsi  de  suite. 

D'un  autre  côté,  on  a 

Rz<ptM, 
d'où 

/    Rïrfj:<fAM  (j:~û), 


/    dx        Kzdx<:iiM^ i-, 

f  dx  I    Kdx  f  dx  j     Kzdx<:nW^-^—-^j 

et  ainsi  de  suite.  Donc,  en  arrêtant  le  développement  de  z 
à /i -h  I  termes,  le  dernier  sera  moindre  que  u  M"- — 

*        '  1-.2.  .  .2/1 

D'après  ces  inégalités,  on  déduit  de  réquation  (8) 

1.2  1.2.0.4 

-+-CM»-'  -i '- r  -f-  uM"  ^ L-y 

1.2.  .  .2  («  — l)  1  .2.  .  .2/2 

et,  à  fortiori, 

2  I  .2.  .  .2/î 

10. 


\ 
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car  on  a 

•• 

CCM^-'     "■',, 

n,v'''    '''',...     'r 

1.2  1,2.3.4  ^ 

Un  sait  que ou — — ^—  peut  devenir 

'-  1.2.  ..2/2  1.2.  ..2//  * 

moindre  que  toute  quantité  donnée  e,  quand  n  est  suffi- 
samment grand.  Donc,  si  Ton  désigne  par  K  la  plus  grande 

valeur  de  -  C  [e('-«)v/*'  h-  <?-(*-«) \/mJ  ,  quand  a:  varie  de 

a  k  by  valeur  qui  est  indépendante  de  /^,  on  aura 

z  <  K  -f-  fz«. 

Cette  inégalité  ayant  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  a  et  i,  on  peut  remplacer  z  par  sa  plus 
grande  valeur  jiji,  et  Ton  aura 

d'où 

^    K 


I  6 


Ainsi,  lÂ  ne  peut  pas  devenir  infini,  et,  par  conséquent, 
le  reste  de  la  série  (8),  qui  est  moindre  que  (xM"  — ■ —  ? 

1.2.    ••2r* 

tend  vers  o,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

616.  On  arrive  encore  à  la  formule  (8)  (615)  parla 
méthode  suivante  : 
Posons 

z  =  «,  4-  M,  -1-  £|j  4- .  .  .  , 

Wo)  "n  Wîî«  •  •»  étant  des  fonctions  de  x  que  nous  allons 

cPz 


d?  z 
déterminer.  On  doit  avoir  -7-j  =  R^  (^13),  ou 


d}u^        (PUi        d^ih  «  n 

Or,  on  satisfera  à  cette  équation  en  posant 
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En  supposant  que  l'on  ait  i/^  =  A,  -7-^  =  B  pbùr  x  =  a, 

et  que  i/i,  u„ .  . . ,  -—  »  -— >  •  •  •  ?  s  annulent  pour  x  =  a, 
on  tire  des  équations  (1)  : 

a,  =  A  -i-  B  (x  —  fl)  =  r, 

€lx'\       'RtdjTy 

a  J  a 

Jnx  /»«  nx  r*x 

\     dx  1     Hdx  I    f^J^  I    ^tdXf 


On  démontrera  que  la  série 

Z  =:  «0  +  «I  -f-  «2  -f-  .  .  .  , 

est  convergente,  comme  on  Ta  fait  n°  615, 

On  traitera  de  la  même  manière  Téquation  - —  =  Rz, 

et  Ton  aura  une  série  dont  chaque  terme  s'obtiendra  en 
multipliant  le  précédent  par  Rr/x"*,  et  intégrant  m  fois. 

617.  Comme  application  de  cette  méthode,  considé- 
rons l'équation  du  second  ordre 

d^z 

à  laquelle  se  réduit  i'équaiion  dite  de  Riccati 

(2)  g-i-j»  =  «a-, 

en  posant 

l  dz 

^"'Idi^ 

Pour  plus  de  simplicité,  supposons  a  =  i,  et  prenons 
toutes  les  intégrales  indiquées  au  numéro  précédent,  entre 
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les  limites  o  et  :k:  :  nous  aurons 

^  =  A-f-  Bx. 

Multipliant  par  x"^dx^  et  intégrant  deux  fois  entre  les 
limites  o  et  x,  il  viendra 

Ut  Z 


(/7î  +  l)  (/W  4-  2)»        (w  -h  2)(/W  -f-  3) 

Nous  aurons  de  même  successivement 

_  Ax^+^ 

'       (/w  +  1)  (/w  +  2)  (-xw  4- 3)  (2/w  +  4) 

B.r  »"-»"* 

[m  4-  2)  (w  -H  3)  (2/«  -h  4)  (2/^/  4-  5)' 


U 


«3  = 


(w4-i)(w4-2)(2/w4-3)  (2W4-4)  (3/W4-5)  (3/ii4-6) 

B  JT^'»-»-' 

(/W4-2)  (w4-3)  (2/71 4-4) T^w 4-5)  (3/W4-6)  (3/w4-7)' 

et  ainsi  de  suite. 

Par  conséquent,  la  valeur  de  z  sera 


-[ 


1+7 T-Ti : — r4- 


(m4-i)(w4-2).       [m  4-i)  (m4-2)  (2/w  4-3)  (2/w  4-4) 

•J 


(/»4- 1  )  (  w4-2j  (2/W4-3)  (2  m4-4)  (3/»  4-5)  (3w4-6) 
**^  "^  (w4-2)(/w  +  3)  "^  (/w4-2)(/w4-3)(2/w4-4)(2/w4-5) 


^/p3nH-7 


(/w4-2)(//i4-3)(2/w4-4)(2/«-l-5j(3/?J4-6)(3/w4-7) 
Quand  m  =  o,  cette  formule  se  réduit  à 

3  =  A  fl±ill  4- B  ^1:=-^  =  AV  4- B'e-', 
2  2 

qui  est  bien  l'intégrale  de  Téquation 
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618.  Soit  récjpsdoD  différendelle  da  second  ordre 

m  el  A*  dëâgnsnt  deax  consumes  :  sdmeilons  que  son 
intégrale  puisse  èire  déTcloppée  en  série  convergente 
procédant  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  et  po- 
sons 

En  substituant  cette  valeur  dans  Téquation  (i),  on  aura 


•'-i-B6{6— i) 
mBS 


mMfft 


j^~'H-... 


T-  2A»Ax«  -+-  2A»Bx^  -h... -h  2A»Lx^  4-  aA'Mx**  -+-... =o. 


Pour  que  cette  dernière  équation  soit  identique,  il  faut 
d'abord  qu'on  ait 

aL[aL  —  I  -h  m)  =  o, 

c'est-à-dire 

a  =  o,     ou      a  =  I  —  m. 

Si  Ton  prend  d'abord  a  =  o,  el  que  l'on  procède  comme 
il  a  été  indiqué  au  n^  611,  on  trouvera  la  série 

.  r            /i»x»                          h'x'  "1 

r,  =  A  I  I 1 , 5-  — .  . .    • 

Si  Ton  fait  a  =  i  —  m,  on  aura  par  le  même  procédé 

j,_Ax'  "[»-,.  (3  _  ^)  -^  7:^3"=  m)  (5  -  m)  ■"-] ' 

J^i  et  J^t  soïit  deux  intégrales  particulières  contenant  cha- 
cune une  constante  arbitraire.  Leur  somme  j^i  -h}  t  sera 
donc  Tintégrale  générale. 
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619.  On  peut  remplacer  les  séries  ji  ety^  par  des  inté- 
grales définies.  En  effet,  entre  les  coefOcients  L  et  M  de 
deux  termes  consécutifs  de  la  série  j^i,  on  a  la  relation 

/l'L  =  Mp  (i  —  m  —  ip). 

Or,  on  déduit  de  la  formule  (B)  (I,  372)  une  relation 
analogue  entre  deux  intégrales  définies,  savoir  : 

r^  2/?  —  I      r'^ 

I     cos^P a  sin"'-'  ac/a  = (     cos'''~'a sin"^* arfa. 


Le  rapport  de  ces  deux  intégrales  est,  à  un  facteur  con- 

M 
L 


stant  près,  égal  au  rapport  y-)  si  donc  on  pose 


M  =:  Ap  /     cosV  a  sin**"'  a  dx. 


o 

0 


cosV-»a  sin'"~*arfa, 

t/o 

on  aura 

M A^        2/?  —  I  A' 


L        Ap_i  ip  -\-  m  —  I        p[i  —  m  —  2/7)  ' 
donc 

(2p~l)p 


P  ~~"  ~~"    /  V  "/»— !• 


D'après  cette  formule,  et  comme  A^  n'est  autre  chose* 
que  A,  on  aura 

A-       ^^'  A        .   -     4^*A  ,    (~2AV 

Al  — A,        A2 —  ô~^>"*>        Ap  =  A  f 

1.2  1.2.0.4  1.2. .  .2/? 

par  conséquent, 

M„  =  A-^ ^i     cosVasin'"-'ae/a 

'^  I.2...2/?J^ 

et 

ri  =  >  A ^ I     cos'/'asin''»~*arfa, 

^        1.2. .  .2/^  J^ 
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a 

OU  bien 

vi  =  A  /     sin'"-' ar/a  (  i h ^—7 •  •  •  1  • 

Jo  \  '-2  1.2.3.4  / 

Mais  Texpression  entre  parenthèses  égale  cos  {hx  ^cosa)  : 
on  a  donc  enfin 

J/»7r 
I     cos(Ax^cosa)sin"^'ar/a. 
o 

La  seconde  série  se  déduit  de  la  première  en  changeant 
m  en  2  —  m  ;  donc 

/j=:A'x'-^  I     cos(^ar^2cosa)sin*""'"arfa. 
Jo 

620.  La  valeur  de  j^i  devient  illusoire  quand  on  a  m=:  o 
ou  m  <^  o.'  En  effet,  si  m  =  o,  l'intégrale 


COS  {hx  ^  cos  a)  sin^^'arfa 


est  plus  grande  que 


•/y 


o 

k  désignant  une  quantité  finie. et  e  un  nombre  siiffisam- 
ment  petit,  mais  lui-même  fini.  Or,   /     —  =  00.  Donc 

J  o 

la  première  intégrale  est  infinie  quand  m  =  o,  et  à  plus 
forte  raison  quand  on  a  /w  <<  o. 

De  même  la  seconde  intégrale  n'aura  une  valeur  finie 
que  si  2  —  m  est  positif. 

Donc  j^'i  -hjt  ne  représentera  l'intégrale  générale  que 
si  m  est  compris  entre  o  et  2.  En  dehors  de  ces  deux 
limites,  l'une  des  deux  formules  tombera  en  défaut,  mais 
l'autre  subsistera  et  servira  à  trouver  l'intégrale  générale 
par  le  procédé  du  n°  608. 
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621 .  Examinons  maintenant  quelques  cas  particuliers. 
1°  J7i  =  o.  L'équation  se  réduit  à 

Pour  déduire  son  intégrale  des  formules  précédentes,  ob- 
servons que  la  valeur  de  j^s?  qui  est  encore  admissible,  se 
réduit  à 

ja=:A'ar    |     cos(/;^  \/2  cosa)  sinaic^a 

^ =1     cos(/ij:  v^cosa)rf(^.r  y/acosa) 

h  \liJo 

=  Csin(/ij:  v/^). 
Au  moyen  de  cette  première  intégrale  on  trouvera 

/  =  csin  [hxsfT.)  +  c'cos(/ia7  y/2).. 

a**  m  =  2.  La  valeur  de  jt  est  illusoire,  mais  celle  de 

fi  subsiste  et  donne  C%\iï(1ix  sJt.)  pour  intégrale  parti- 
culière. Ou  en  déduit  Tinlégrale  générale 

c sin  \hx  v'2  )  -h  c'  ces (^.r  y/2) 

jr 


3**  ///  =  I .  Le  rapport  de  yi  à  y^  est  constant,  et  ces 
deux  intégrales  ne  sont  plus  distinctes.  Dans  ce  cas,  on 
posera  /yf  =  i  -j-  A,  et  Ton  appliquera  le  procédé  de  d'A- 
lembert  (S85). 

EXERCICES. 
Solution  : 
intégrale  particulière. 


lXs>».  •>> 
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QUARANTE-NEUVIÈME  LEÇON. 

ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  SIMULTANÉES. 

Élimination  d'une  variable  entre  deux  équations  difTérentielles.  —  Sys- 
tèmes d'équations  du  premier  ordre  équivalents  à  une  ou  plusieurs 
équations  d'un  ordre  quelconque.  —  Théorèmes  sur  les  intégrales  des 
équations  simultanées  du  premier  ordre.  —  Intégration  des  équations 
simultanées  du  premier  ordre. 


ÉLIMINATION    d'une    VARIABLE   ENTRE   DEUX    ÉQUATIONS 

DIFFÉRENTIELLES. 

622.  Soient 

/  dr  d'^x        dz  dPz\ 

ï  (  ar,  r,  —-5  •  •  •  >  — — )  z,  ---5  •  •  •  j  — —  )  =0, 
\    ^-^^dx  d.r^       '  dx  dxP  )  ' 


/  dy 


d"x         dz  diz 

)     Zm     î    •    •    •   7     

dx^  dx  dx9 


deux  équations  quî  renferment  deux  fonctiontfj^  et  z  d'une 
variable  indépendante  .r,  et  leurs  dérivées  de  divers 
ordres.  En  éliminanly  entre  ces  équations,  on  obtiendra 
une  équation  dliférentielle  à  une  seule  fonction  z^  et  dont 
l'intégration  fera  connaître  z. 

Pour  opérer  cette  élimination,  on  différentiera  n  fois 
la  première  équation,  et  m  fois  la  seconde;  on  aura  ainsi 
772 -h /i -j- 2  équations  entre  lesquelles  il  sera  possible 

d'éliminer,  par  les  moyens  ordinaires  de  l'algèbre,  les 

dy    d^  Y  d"*'^'* Y 

n^^n-^-i  inconnues j,  — ,  ^^, . . . ,  -^-^^.  L'équation 

finale  sera,  en  général,  d'un  ordre  égal  au  plus  grand  des 
deux  nombres  n-i-p^  m-\-q\  toutefois  cet  ordre  peut 
être  moindre,  si  l'élimination  a  pu  s'effectuer  sans  em- 
ployer les  m  -H  /i  -f-  2  équations. 

623.  Plus  généralement,  si  Ton  avait  r  équations  dif- 
férentielles contenant  une  variable  indépendante  x  et 
7'  fonctions  j^,  ^,  m,  ...  de  cette  variable,  on  éliminerait 
y  entre  ces  r  équations,  ce  qui  donnerait  r —  i  équationa 


i 
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entrer,  ii,..,.  On  éliminerait  ensuite  z  entre  ces  r — r 
équations,  et  ainsi  de  suite.  On  arriverait  ainsi  à  une 
équation  diiTérentielIe  ne  renfermant  plus  qu'une  seulo 
des  fonctions  inconnues. 

SYSTEMES  d'équations  DD    PREMIER   ORDRE   ÉQUIVALENTS  A 
DNE  OU  PLUSIEURS  ÉQUATIONS  d'uN  ORDRE  QUELCONQUE. 

• 

624.  Ou  peut  remplacer  une  équaiion  diflcrcntielle 
d'un  ordre  quelconque  à  deux  variables  par  un  système 
d'équations  simultanées  du  premier  ordre,  en  représen- 
tant par  une  lettre  chacune  des  dérivées,  excepté  celle  qui 
est  de  l'ordre  le  plus  élevé.  Ainsi  Téquation 

est  évidemment  équivalente  aux  équations  suivantes  : 


6L—    '       ^/  _ 
dx^^  '      dx  ^^ 


n 


f 


j/(^.r.y.r".^)=o. 

625.  De  même  les  équations 

dans  lesquelles  nous  supposerons  m^  n^q^p^  peuvent 
être  remplacées  par  le  système  des  équations  du  premier 
ordre 


d'"y        dz  dPz 

'        '  dx  d'^y         dz  dtz 


(4) 


dx-^^'      dx'-^  ""'  dv       —^ 

dz  .       dz'  „  dz^l-'')  ,     ., 

dx  ^       dx      ^     ^        ^         dx  ' 

/  dy^^~^^  \ 

^(^7 />/>"->    \l^     >  ^^  y,...,z^/'M  =o, 
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ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  SIMULTANÉES. 

Élimination  d'une  variable  entre  deux  équations  difTérentielles.  —  Sys- 
tèmes d'équations  du  premier  ordre  équivalents  à  une  ou  plusieurs 
équations  d'un  ordre  quelconque.  —  Théorèmes  sur  les  intégrales  des 
équations  simultanées  du  premier  ordre.  —  Intégration  des  équations 
simultanées  du  premier  ordre. 


ÉLIMINATION    d'une    VARIABLE   ENTRE   DEUX    ÉQUATIONS 

DIFFÉRENTIELLES. 

622.  Soient 

/  dr  d'^x        dz  dPz\ 


UjJj 


dy  d"x         dz  d^z 

dx  dx^         dx  dx9  ' 


deux  équations  qui  renferment  deux  foiiction^j^  eiz  d'une 
variable  indépendante  .r,  et  leurs  dérivées  de  divers 
ordres.  En  éliminant  y  entre  ces  équations,  on  obtiendra 
une  équation  diirérentieile  à  une  seule  fonction  z^  et  dont 
l'intégration  fera  connaître  z. 

Pour  opérer  cette  élimination,  on  différentiera  n  fois 
la  première  équation,  et  m  fois  la  seconde;  on  aura  ainsi 
772 -h /i -j- 2  équations  entre  lesquelles  il  sera  possible 

d'éliminer,  par  les  moyens  ordinaires  de  l'algèbre,  les 

dy    d^  Y  d"*"^"* Y 

n^^n-^-i  inconnues jr,  —,  ^^ , . . . ,  -^—^.  L'équation 

finale  sera,  en  général,  d'un  ordre  égal  au  plus  grand  des 
deux  nombres  îi-h  p^  m-\-  q  \  toutefois  cet  ordre  peut 
être  moindre,  si  l'élimination  a  pu  s'effectuer  sans  em- 
ployer les  m  -H  /i  -f-  2  équations. 

623.  Plus  généralement,  si  Ton  avait  r  équations  dif- 
férentielles contenant  une  variable  indépendante  x  et 
r  fonctions  j^,  ^,  m,  . . .  de  celte  variable,  on  éliminerait 
y  entre  ces  r  équations,  ce  qui  donnerait  r —  i  équations 
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entrer,  ii,....  On  éliminerait  ensuite  z  entre  ces  r — r 
équations,  et  ainsi  de  suite.  On  arriverait  ainsi  à  une 
éq^iation  diiTérentielIe  ne  renfermant  plus  qu'une  seule 
des  fonctions  inconnues. 

SYSTEMES  d'équations  DD    PREMIER   ORDRE   ÉQUIVALEUTS  A 
UNE  OU  PLUSIEURS  ÉQUATIONS  d'uN  ORDRE  QUELCONQUE. 

624.  Ou  peut  remplacer  une  équaiion  diflcrcntielle 
d'un  ordre  quelconque  à  deux  variables  par  un  système 
d'équations  simultanées  du  premier  ordre,  en  représen- 
tant par  une  lettre  chacune  des  dérivées,  excepté  celle  qui 
est  de  l'ordre  le  plus  élevé.  Ainsi  Téquatiou 

est  évidemment  équivalente  aux  équations  suivantes  : 


dx'^^  '      dx  ^^ 


n 


f 


<3)    ,       , 

/  dy  d"]!'         dz  diz  , 


(/(^.r.y.r".^)=o. 

625.  De  même  les  équations 

^/  dy  d'"y        dz  dPz\ 

'{'•''■■^'■■■•■d^"-ji---'-ss]=°- 

dans  lesquelles  nous  supposerons  ni'^  n,  q'^  p,  peuvent 
être  remplacées  par  le  système  des  équations  du  premier 
ordre 

dy  ,  .    dy  „  €(v("«-2) 

dx~^'      dx  ~^  '•••'  dx       —^         ' 

dz  ,       dz'         „  dz<i-'^  ,     ., 

di  =  ''    ^  =/'•••'    -^T  ='''-"'■ 
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En  général,  étant  donné  un  nombre  quelconque  d'é- 
quations différentielles  renfermant  une  variable  indépen- 
dante et  plusieurs  fonctions  de  cette  variab'e,  si  Ton  re- 
présente les  dérivées,  h  l'exception  de  celles  dont  Tordre 
est  le  plus  élevé,  par  des  lettres,  on  aura  un  système  d'é- 
quations simultanées  du  premier  ordre  qui  sera  équiva- 
lent aux  équations  proposées. 

THÉORÈMES    SUR   LES   INTÉGRALES    DES    ÉQUATIONS 
SIMULTANÉES    DU    PREMIER    ORDRE. 

626.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  ait  trois' 

équations  différentielles  simultanées  du  premier  ordre 

entre  une  variable  indépendantes  et  trois  fonctions  y, 

z,  u  de  cette  variable.  On  pourra,  en  général,  résoudre 

w  .    ,      dy    dz     du       , 
ces  équations  par  rapport  aux  dérivées  -y->  T"*  Zr  ®'  *^ 

remplacer  par  des  équations  de  la  forme 


dy 

dx 

Q 
p' 

dz 

dx  ~ 

R 
"p' 

du 
dx 

V 

p' 

dx 

p 

dy 
"  Q 

dz 
"  R 

du 

-  v' 

ou 

(0 

p,  Q,  R,  V  étant  des  fonctions  déterminées.  Le  problème 
proposé  revient  donc  à  établir  entre  les  variables  x^y^ 
Zy  u  des  relations  telles,  que  les  différentielles  de  ces 
variables  soient  proportionnelles  aux  fonctions  P,  Q, 
R,V. 

Je  dis  maintenant  que  les  relations  cherchées  doivent 
contenir  trois  constantes  arbitraires.  En  effet,  les  équa- 
tions (i)  déterminent  seulement  les  accroissements  infi- 
niment petits  des  variables  j-,  z^u  pour  un  accroissement 
infiniment  petit  de  x.  On  peut  donc  prendre  à  volonté 
les  valeurs  de  j^,  ^,  et  u  pour  x=a.  En  raisonnant 
comme  on  Ta  fait  dans  le  cas  d'une  seule  équation  diffé- 
rentielle (549),  on  voit  quej^,  z  et  u  sont  des  fonctions 
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déterminées  de  a?,  dépendant  nécessairement  de  leurs 
valeurs  initiales,  qui  sont  tout  à  fait  arbitraires.  Les 
équations  intégrales  doivent  donc  contenir  trois  constantes 
arbitraires.  Ces  constantes  peuvent  d'ailleurs  être  rem- 
placées par  d'autres  ayant  avec  elles  des  relations  arbi- 
traires, pourvu  qu'on  puisse  déterminer  les  nouvelles 
constantes  de  manière  que  jr^  z  et  u  aient  des  valeurs 
données  correspondant  à  une  valeur  donnée  de  x. 

627.  On  arrive  à  la  même  conclusion  par  la  série  de 
Taylor.  En  effet,  si  l'on  représente  par  y^,  (;t- )  ?  etc., 
les  valeurs  de  y  et  de  ses  dérivées  pour  a:  =  «,  on  aura 


— (i).<'-)-(g).^ 


2 


Ensuite,  des  équations 

SJc^p'      di^V^     d^~"F' 

d"Y 

on  peut  déduire  -r — en  fonction  de  x,j^,  z,  u]  par  consé- 

quent  (  -~  1   dépendra  des  valeurs  arbitraires  attribuées 

k  y^  z,  u  pour  x  =  a.  Donc  le  développement  de  / 
contiendra  trois  constantes  arbitraires.  Les*  valeurs  de  z 
et  de  u  dépendront  aussi  des  mêmes  constantes. 

Les  raisonnements  qui  précèdent  s'étendent  évidem- 
ment à  un  nombre  quelconque  d'équations.  Par  con- 
séquent m  équations  du  premier  ordre  entre  m-^-i 
variables,  et  qui  peuvent  être  mises  sous  la  foime  (i), 
admettent  toujours  m  intégrales  contenant  ni  constantes , 
arbitraires ,  Ces  constantes  doivent  être  telles,  que  Ton 
puisse  donner  à  m  des  variables  des  valeurs  arbitraires 
pour  une  valeur  quelconque  attribuée  à  la  (/w  4-  i)''"** 
variable. 

628r  On  a  supposé  que  les  équations  proposées  pou- 
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A  -,  ^,  .    ,      dy     dz     du 

valent  être  résolues  par  rapport  aux  dérivées  — »  — >  — • 

Dans  certains  cas  particuliers  cette  résolution  est  impos* 
sible.  Par  exemple,  si  Ton  avait 

dy       dz 

-^  H h  X  =  o, 

dx         dx 

^'^  ^      dy  dz 

en  cherchant  à  éliminer  Tune  des  dérivées,  on  trouverait 
Féquation 

(2)  jr— .2X'=0.  ^ 

Cette  équation  peut  remplacer  l^une  des  deux  proposées. 
En  portant  la  valeur  de  y  qu'elle  fournit  dans  la  pre- 
mière des  équations  (i),  on  aura 

dz       ^ 

- — h  5^  =  0, 

dx 

d'où  Ton  déduit 


«  =  c  — 


Ainsi,  quand  on  ne  peut  pas  résoudre  le  système  pro- 
posé par  rapport  à  toutes  les  dérivées,  le  problème  se 
simplifie,  parce  qu'il  existe  alors  entre  les  variables  un 
certain  nombre  de  relations  algébriques,  au  moyen  des- 
quelles on  peut  faire  disparaître  les  dérivées  dont  le  sys- 
tème n'a  pu  fournir  les  valeurs.  Mais,  dans  ce  cas,  le 
nombre  des  constantes  n'est  plus  égal  au  nombre  des 
fonctions. 

INTÉGRATION     DES     ÉQUATIONS     SIMULTANÉES     DU     PREMIER 

ORDRE. 

629.  Soit 

f  .  dx        dy        dz        du 

un  système  d*équations  simultanées.  Nous  avons  vu  qu^il 
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existe  trois  équations  intégrales, 

IFi  (•»»  J,  «,  «,  c,  c',  c")=©, 
Fa  (^,  r»  «,  ",  c,  c\  c")  —  o, 

c,  c',  c"  étant  des  constantes  arbitraires.  Ces  équations, 
résolues  par  rapport  aux  constantes,  peuvent  être  rem- 
placées par  le  système 

(3)  '  a  =  c,      6=c',     7  =  c"; 

OL^  6,  y  désignant  trois  fonctions  de  x,  y^  z  et  ii,  sans 
constantes  arbitraires.  On  peut  donc  trouver  trois  fonc- 
tions de  x,^,  z^  u  qui  conservent  des  valeurs  constantes 
quand  on  y  fait  varier  simultanément  toutes  les  va- 
riables. 

Remarquons  d'abord  que  les  fonctions  P,  Q,  R,  V  ne 
peuvent  pas  être,  à  la  fois,  identiquement  nulles,  car  les 
équations  (i)  n'offriraient  alors  aucun  sens. 

Admettons  que  P  ne  soit  pas  identiquement  nul,  et 
prenons  x  pour  variable  indépendante.  Je  dis  que  P  ne 
pourra  pas  même  s'annuler  constamment  en  vertu  des 
équations  (3).  En  effet,  Téquation  P  =  o  ne  renfermant 
pas  de  constante  arbitraire,  on  ne  pourrait  pas  se  donner 
à  volonté  des  valeurs  de  j^,  z,  u  pour  une  valeur  quel- 
conque de  X, 

Supposons  donc  P  différent  de  o.'En  différentiant 
Téquation  a  =  c,  ou  a 

- ,.  doL   -  dx    _  doL  dx    , 

(4)  -—  tfjc  -f-  —-  rfr  -*-  -7-  a2  -+-  -7-  att  =  o. 

^^'  dx  dx  dz  du 

Mais  a  =  c  étant  une  intégrale  des  équations  (i),  les 
différentielles  c/x,  rf) ,  dz,  du  doivent  être  proportion- 
nelles à  P,  Q,  R,  V  ]  on  aura  donc 

.^.  -p  da       f\^^       n  ^*       V  ^* 

dx  dy  dz  du 

Stl'bm.  —  ^».,  II.  1 1 


îGa         •  COURS    D  ANALYSE. 

• 

Cette  équation  doit  être  identique;  autrement  elle  éta- 
blirait une  relation  entre  les  variables  x^y^  z  et  w,  et  l'on 
ne  pourrait  pas"  donner  des  valeurs  arbitraires  à  j^,  z^u 
pour  une  valeur  parlioulière  de  x. 

On  aura  donc  les  trois  écpations  identiques 

^  dy.         ^  d'x         ^  floi        .,  r/a 
P—  +Q-,-+R;j-+V  —  =o, 
ax  a  Y  dz  du 

j    ^d^        ^  d^.        ^  rfÇ        „  d^ 
{ b)  P-HQ-f.R_^V--  =  o, 

'       a.T  dy  dz  du 

dx  dy  dz  du 

630.  Réciproquement,  si  Von  trompe  une  fonction  0 
les  variables  x,y,  2.  ;/,  Ja/i5  constante  arbitraire,  telle, 
que  Von  ait  identiquement 

dB       ^  d9       ^  dB         ,  dB 

réquation 

Q  pè- 
sera une  intégrale  des  équations  simultanées 

dr        dy        dz       .  tlu 

En  eflel,  on  a 

1(1^       r/0^        dB^dz        dB  du 
\dx        dy  dx        dz  dx        du  de 

doncj',  z  et  «étant des  fonctions  de  a:  telles,  que  l'on  ait 

dy  _  Q        r/z  _  R        du  __\ 
rf7"~"p'     'dJc'~'^'     dJc"!^^ 
on  aura 

mais  la  quantité  renfermée  entre  parenthèses  est  nulle 
par  hypothèse,  donc 

r/O  r=:  O,       ou       0r=C,     • 

Il  suit  de  là  que  si  Ton  trouve  trois  fonctions  a,  6,  y  qui 
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substituées  à  Osalisfassent  identiquement  à  Téqualion  (i), 
les  équations 

(  3  )  a  =  c,     6  =  r',     7  =  c'^ 

seront  les  intégrales  des  équations  (a). 

631 .  Des  intégrales  (3)  peuvent  se  déduire  une  iniinité 
d'autres  ifitégrales,  car  x^j^  Zy  u  variant  de  manière  que 
les  fonctions  a,  6,  y  conservent  une  valeur  constante, 
toute  fonction  de  la  forme  cp  (a,  §,  y)  conservera  aussi 
une  valeur  constante. 

On  peut  d'ailleurs  vérifier  directement  que  l'équation 

(4)  ?(a»^»7)=^ 

est  une  intégrale  des  équations  (2).  En  effet,  on  a 

dx        dot,  dx        d^  dx        d*^  dx 

dff        df  dot         d(f  d^        dff  dy 
djr        da  dy        dô  dy     ^  dy  dy 

d(f        dff  doL    ^    drf  d^        d^  dy 
dz         da,  dz         dtdz         dy  dz 

dff        df  da        d(f  r/6         dcf  dy 
\  du        da  da        dt  da        dy  du 

Si  l'on  multiplie  ces  équations  respectivement  -  par 
P,  Q,  R,  V,  et  qu'on  les  ajoute,  le  second  membre  sera 
nul  en  vertu  des  équations  (6)  du  n°  629.  On  aura  donc 

dx  dy  dz  du 

c'est-à-dire  que  cp  mis  à  la  place  de  Q  satisfait  à  Téqua- 
tion  (1).  Donc  cp  =  c  est  bien  une  intégrale  des  équations 
proposées. 

632.  On  peut  même  démontrer  que  toute  fonction  d 
de  x^y^  Zy  u  qui  satisfait  à  Vcquatioti 

1  I . 


(5) 
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doit  se  réduire  à  une  fonction  de  a^  6^  y.  En  effet,  soît 

(2)  0  =  0(0:,  j,z,  a); 
posons 

(3)  a  =/,  (j7, j,  <5,  a),    6=:/,(^,r,z,«),    y  =Â{j^,XjZyf^); 

on  peut  tirer  delà  les  valeurs  de  j^,  z,  u  en  fonction  de  a, 
6,  y  et  X]  en  les  substituant  dans  la  valeur  de  (?,  on  aura 

(4)  9=7r(a,6,7,^). 

Or,  je  dis  que  x  ne  doit  pas  entrer  explicitement  dans 
cette  équation.  En  effet,  en  mettant  cette  valeur  de  0  dans 
Téquation  (i),  on  aura 

^  /  dn  dot.        dn  d^        dn  d'y        dTt\ 

p( 1 1 L  -\ ) 

\dx  djc        d^  dx        df  dx        dx f 


(5) 


Idiz  doL        d'K  d^ 
^  \did}'^didx 


dn  dy\ 
dy  dx) 


^   /^'^  da.        dn  r/ê        dn  dy\ 
-l-R  ( 1 \ L) 

\d(x  dz         d^  dz         ^7  dz  1 

/dit  doc        dn  d^        dit  dy\  

\do(.  du        d^  du        dy  du) 

Mais  les  fonctions  «,  ê,  y  satisfaisant  à  l'équation  (1), 
Téquation  (5)  se  réduit  à 

^  dn 

doù 

dit 

dx 

puisque  P  ne  peut  être  nul  que  pour  des  valeurs  parti- 
culières des  variables.  Ainsi,,  la  fonction  tt  ne  contient 
pas  X  explicitement,  et  se  réduit  à  une  fonction  de  a^ 
■6,  y. 
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CINQUANTIÈME  LEÇON. 

SUITE  DES  ÉQUATIONS  SIMULTANÉES. 

Equations  linéaires  :  cas  de  deux  équations,  mélhodo  de  d'AIcmbert,  — 
cas  de  trois  équations.  —  Réduction  du  cas  général  au  cas  où  les  équa- 
tions sont  privées  de  second  membre.  —  Méthode  de  Caucliy.  —  Ro- 
marque  sur  les  équations  linéaires. 


CAS    DE    DEUX    ÉQUATIONS,     MÉTHODE    DE    d'aLEMDEUT. 

633.  Si  Ton  a  deux  équations  linéaires  du  premier 
ordre  entre  une  variable  indépendante  a:  et  deux  fonc- 
tions j^  et  z  de  cette  variable,  en  éliminant,  tour  à  tour» 

—  et  —5  on  obtiendra  deux  équations  de  la  forme  sui- 

CLJC  tJLJS 

vante  : 

g-HP^-HQz  =  V, 

(0  {  / 

P,  Q,  V,  P',  Q',  V,  désignant  des  fonctions  de  x. 

On  pourrait  appliquer  à  ces  équations  le  procédé  d'éli- 
mination exposé  plus  haut  (622),  et  Ton  parviendrait  à 
une  équation  linéaire  du  second  ordre  ne  contenant  qu'une 
seule  fonction  inconnue;  mais  il  est  plus  avantageux 
d'employer  la  méthode  suivante,  qui  a  été  imaginée  par 
d'Alemberl,  et  perfectionnée  par  Ampère. 

Ajoutons  les  équations  (i)  après  avoir  multiplié  In 
seconde  par  une  indéterminée  0  :  nous  aurons 

(2)  J:  4-  ô  ^  -4-  (P4-  p'ô)j_^.  (Q  +  Q'0)«  =  V  -H  V'0, 
eue  CIX 

Si  0  était  une  constante,  - — h  0  3-  serait  la  dérivée  de 

dx  dx 

^  -hOz'^  posons  donc 

(3)  f=jr-f-ez, 
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îl  en 

résul 

lejr 

=  t- 

—  6z  et 

dx 

Bdz 
-^  d. 

Ht 
dx 

d9 
-'dx 

I/éqnation  (2)  devient  alors 

(4)  ^-.2^4-(P-+-P'ô)(/  — Ô3)-f-(Q-4-Q'9)zr=V-^V'0. 

Comme  z  n'entre  ici  qu'à  la  première  puissance,  on 
éliminera  cette  fonction  en  égalant  son  coefficient  à  zéro, 
et  l'on  aura  les  deux  équations 

de 

(5)  — -f-(P4-P'e)ô-  Q  — Q'ô=:o, 
dx 

(G)  ^  -I-  (p  _,_  p'  ô)  f  _  V  —  V'Ô  =  o. 

dx 

L'équation  (5)  ne  contient  que  0  et  X'^  elle  détermine 
donc  6,  Mais,  quoique  du  premier  ordre,  elle  n'est  pas 
linéaire,  et  l'on  ne  sait  pas,  en  général,  l'intégrer.  Cepen- 
dant, si  Ton  en  connaît  seulement  deux  intégrales  parti- 
culières ô,  et  0j,  la  question  proposée  pourra  être  résolu*?. 

En  effet,  ces  intégrales  particulières  étant  mises  a  la 
place  de  9  dans  Téqualion  (6)  qui  est  linéaire,  on  obtien- 
dra deux  valeurs  correspondantes  de  f,  ?i  et  f^^  contenant 
chacune  une  constante  arbitraire.  On  aura  ensuite  j^  et  z 
au  moyen  des  deux  équations 

Les  valeurs  de  j^  et  de  z  ainsi  obtenues  contiendront 
deuK  constantes  arbitraires,  puisque  ti  et  t^  en  contien- 
nent chacun  une. 

634.  Dans  le  cas  oii  les  coefficients  P,  Q,  P',  Q'  sont 
constants,  on  peut  supposera  constant  dans  l'équation  (5), 
qui  se  réduit  alors  à 

(7)  (p^.  p'e)9-Q  — Q'9  =  o. 

Cette  équation  est  du  second  degré  et  donne  deux  racines 
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constantes  que  Ton  peut  prendre  pour  61  et  d|,  si  ces  ra- 
cines sont  inégales. 

Si  les  racines  de  Téquation  (7)  étaient  égales,  on  n'au- 
rait qu'une  valeur  de  B.  Mais,  dans  ce  cas,  réquation  (5), 
en  supposant  9  variable,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

ou 

T?^ +  ?''''  =  •'• 

équation  dont  l'intégrale  générale  est 

I 


ô  =  a-l-  --7 


P.r 


Comme  on  n'a  besoin  que  de  deux  valeurs  particulières 
de  0,  on  lés  choisira  de  la  manière  la  plus  simple  en  fai- 
sant successivement  c  =  o,  c  =^  oo  ,  d'où 

0*  =  a  -H  —7—  1      ô,  1=  a. 
F  j: 

Les  équations  (1)  peuvent  donc  toujours  èlrc  intégrées 
quand  les  coefficients  P,  Q,  P',  Q'  sont  constants. 

INTÉGRATION    DE    TROIS    ÉQUATIONS    LIMÉAIIIES. 

635.  La  méthode  précédente  s'applique  avec  quelques 
modifications  à  l'intégration  de  trois  équations  linéaires 
simultanées  à  quatre  variables  a*,/,  ^,  //.  Ces  équations 
peuvent  d'abord  être  mises  sous  la  forme 

^4-Pr  4-  Q«+Rw  r=V, 
(I)  '{  ^-hFj-+-Q'z-|-R'«  =  V% 

ax 

Ajoutons  ces  trois  équations  après  avoir  multiplié  la 
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seconde  par  Q  et  la  troisième  par  X.  On  a  ainsi 

ax  da:  de 

^'^     ^  ■    (Q-4-Q'0-f-Q'a)«H-fR+R'Ô-t-Rn)tt 


_V-f-V'Ô-f-V"X. 

Posons 

(o.)  ^  +  ôz  4-  >w  =  r, 

d'où 

dy  dz  du         dt  dO  d\ 

_:l-_^$ |_X r= Z U  • 

dx  dx  dx        dx  dx  dx 

L'équation  (i)  devient 

d-t  dB  d\        ,^       ^,  ^        w^//*  V  .  .  *    V 

z- /^_-f-P  4.p'0-4-P">     r— Ô2  — >.a) 

dx  dx  dr. 

+  (QH-Q'e-+-Q">)2  +  (R -t-R'Ô-KR")i)a 

Cette  équation  ne  renferme  s  et  m  qu'au  premier  degré. 
En  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  ces  variables,  on  ré- 
duira l'équation  (3)  aux  suivantes  : 

d^ 

(4)      ^  +  (P  +  P'®  +  P"^)  9  —  Q  —  Q'Ô  —  Q'')i  =  o, 

(5)         ^  -|.  (p  _|.  p'ô  -h  p">)  X  _  R  _-  R'ô  __  R"X  =  0, 
dx. 

'       (^)      ^-f-(P  +  P'Ô-hP''X)r-- V  — V'O  — V'0.  =  o. 

Les  deux  premières  équations  ne  contiennent  que  ô  et  A  : 
elles  sont  du  premier  ordre,  mais  non  linéaires.  On  ne 
sait  donc  pas  les  intégrer  en  général.  Néanmoins,  si  l'on 
connaît  trois  intégrales  particulières  0,,  0j,  0^  et  trois  va- 
leurs correspondantes  X,,  X,,  Aj,  on  pourra  déterminer  les 
intégrales  cherchées.  En  effet,  pour  un  système  de  valeurs 
simultanées  0^  et  ij,  l'équation  (6)  qui  est  linéaire  et  du 
premier  ordre  donnera  une  intégrale  correspondante  ti , 
contenant  une  constante  arbitraire.  On  aura  de  même 
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deux  autres  valeurs  t^  et  ^s  correspondant  aux  deux  autres 
systèmes  6f  et  ^,,  9^  et  ^s*  Les  trois  intégrales  seront  donc 

(7)  /     V  -+-Oj«-f->,«=:/,, 

Les  valeurs  dej^,  «,  u  qu'on  en  déduira  contiendront 
chacune  trois  constantes  arbitraires, 

636.  Dans  les  cas  où  les  coefficients  P,  Q,  R,  P', .  •  • 
sont  constants,  les  équations  (4)  et  (5)  sont  satisfaites 
par  les  valeurs  constantes  de  6  et  de  1  que  déterminent 
les  équations 

(8)  (P  -+-  P'ô  -4-  ¥''1}  0  —  Q  —  Q'0  —  Qn  =  o , 

(9)  (P-hP'0  4-P''>)>  — R  —  R'0  — R">=:o. 

En  portant  dans  la  seconde  équation  la  valeur  de  A 
tirée  de  la  première,  on  aura  une  écjuation  du  troisième 
degré  en  6,  qui  fournira,  en  général,  trois  valeurs  dis- 
tinctes de  celte  variable,  0,,  0j,  6^,  L'é(]uation  (8),  étant 
du  premier  degré  en  i,  fournira  trois  valeurs  correspon- 
dantes, A, y  A,,  A,. 

L'élimination  peut  se  faire  de  la  manière  suivante.  En 
posant 

(10)  p  +  p'e-4-P"x  =  p, 

on  aura  les  trois  équations 

!p  — p  -f-p'e-4-pn  — o, 
Q-^(Q'-?)0-+-Q">==o, 
R-HR'Ô-f-  (R"  — p)X  =  o. 

L'élimination  de  d  et  de  X  entre  ces  trois  équations 
donne  l'équation  finale 

(p  -  P)  (p  ~  Q')  (p  -  R'')  -  R'Q'V P  -  P) 

—  RP''(p  —  Q')  —  QP'(p  —  R")  —  QR'P"—  RP'Q'^rzz  o. 

Soient  /s^,  p,,  p^  les  trois  racines  de  cette  équation. 
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L'équalîon  (6)  prenant  la  forme 

dx        ' 

on  aura  (511) 

On  déduit  de  là,  en  remplaçant  successivement  p  par  pi, 
Pj,  P3,  et  8,  ).  par  les  valeurs  correspondantes,  trois  va- 
leurs de  t  contenant  chacune  une  constante  arbitraire. 
Le  système  proposé  aura  donc  pour  intégrales  les  trois 
équations 

(12)   /  j -4- ô,z -+->,«  — ^-P«^rc,+  r(V-|-V'9,-hVn,)^*''^.r  1, 


AUTRE  MÉTHODE. 

637.  On  peut  suivre  dans  Tintégralion  des  équations 
linéaires  simultanées  la  même  marche  que  dans  les  équa- 
tions différentielles  ordinaires,  c'est-à-dire  ramener  le 
cas  général  à  celui  des  équations  privées  de  second 
membre.  Nous  allons  effectuer  cette  réduction  dans  le 
cas  où  les  coefficients  des  premiers  membres  sont  con- 
stants. 

Remarquons  d'abord  que  si  l'on  connaissait  trois  sys- 
lèmes^de  fonctions  (/,,  2,,  i/,),  (j„  «j,  m,),  (/s»  2:,,  i/,) 
satisfaisant  aux  équations  ^ 

dr 
ax 

(I)  {  -^-4-P'r  +  Q'zH-R'a  =  o, 

^  ^  ^"j^(^'z-\.  R"«=  o, 
dx 
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on  y  satisferait  encore  en  posant 

z  =  CtZt  -f-  r,  Zj  4-  r,  z,, 
a  =  f ,  II,  -f-  f ,  11^  -4-  f 3  w, , 

comme  on  s'en  assure  par  la  substîtutien)  et  Ton  aurait 
les  intégrales  générales,  puisque  ces  formules  contiennent 
trois  constantes  arbitraires  Cj,  c„  r,. 

Cherchons  maintenant  à  résoudre  les  équations  (I)  par 
des  valeurs  de  la  forme 

(i)  Y  =  e—P'y     z  =  yLg-P',      u  =  ve''P', 

p,  tx^  V  désignant  des  constantes  inconnues.  La  substitu- 
tion de  ces  valeurs  donnera  les  équations 

P   —  p-f.Q^4.Rv=iO, 

(2)  \  p'-|-(Q'-,p)pt-|-R'v==o, 

L'élimination  de  /z  et  de  v  entre  ces  équations  conduit  h  une 
équation  du  troisième  degré  en  p^  la  même  que  Ton  a  dé- 
duite (636),  par  l'élimination  de  9  et  de  X,  des  équations 

r  P  —  p-t-P'O-^-  P"X  =  o, 

(3)  ■      Q-4-(Q'-p)0  +  Q"À  =  o, 

(  R4.R'0+(R''_p)>,:=O, 

car  on  arriverait  à  ce  dernier  système  en  ajoutant  les  équa- 
tions (2)  respectivement  multipliées  par  i,  0  et  i,  et  en 
déterminant  6  et  A  de  manière  que  les  termes  qui  contien- 
nent ^  et  V  disparaissent  d'eux-mêmes. 

Les  trois  valeurs  de  p  étant  désignées  par  pi^  |0|,  p^^  et 
les  valeurs  correspondantes  de  a  et  de  v  par  |Xi,  |u,,  jUs, 
V],  V,,  V),  on  aura  trois  solutions  particulières  d'où  Ton 
déduira  la  solution  générale 
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638.  Prenons  maintenant  trois  équations  avec  second 
membre 

-£-hP^  -t-Qz  -4-Ra  =V, 
(II)  (  ^.-4-  P>  -I-  Q'z  4-  K'ii  =  V, 

^  -I-  p"^  +  Q"2  +  R-«  =  V". 

Cherchons  s'il  est  possible  de  satisfaire  à  ces  équations 
parles  formules  (4),  mais  en  y  regardant Ci,  c,,  Cg comme 
des  fonctions  convenables  de  x.  On  aura 


—  =  —  ptc^e     P^'' —  p^c^e     Pi^^—p^c^e     P 


dx 


a.r  ao:  oj: 


On  aurait  de  même  -r-  ei  -r*  En  substituant  ces  valeurs 

ctx^     dx 

dans  les  équations  (II),  les  termes  qui  renferment  c^^c^^  c» 
sont  nuls  en  vertu  des  équations  (a),  et  il  reste     • 

-  _.  dct  -  -  dc:>  ^  _  dc^ 

e-P^'  ■y^+e'-P*''  -^-\-e-P*''  -^=V, 
dx  dx  dx 

I  -  *.  dct  -  ^  „  flfco  ^  dcx 

^,e-P''p  +  ,,e-P.'  p  +  ^.e-P.'  p.  =  V". 
dx  dx  dx 

De  ces  équations  on  tirera  les  valeurs 


dCf  dc2  dCi 

^~^"       d^~'^"       d^ 


(6)  37  =  X'»     :7r=X-^»     Tr  =  X3, 


Xi?  X«»  X»  ctant  des  fonctions  de  x  :  d'où  l'on  conclura 

(7)  <  c,=  j  x^d^-^C,, 

Xz  dx  -f-  C3. 


=/' 


CIKQUA^'TIÈME    LEÇOM.  178 

Ces  valeurs,  subsiîtuées  dans  les  formules  (4)>  donneront 
les  int^ralcs  du  système  (II). 

MÉTHODE    DE    CAUCIIT^ 

639.  Soit  proposé  d'intégrer  le  syslème 

,„  ,1',-, ». 

Cherchons  des  fonctions  Y,  Z,  U  qui,  substituées  a  la 
place  de  j',  -z,  ii,  vérifient  les  équations 

^  4-  Pr  -4-  Qî  4-  R«  =  o,  , 

^^)  ^  ^  4-P>-4-Q'«-+-R'«  =  o, 

^  4-  P"/  -+-  Q"z  -f-  R"i«  =  o, 
et  telles,  que  pour  a:  =  a  on  ait 

yr=:F(a),       Z=:F.(a),       U  =:  F,  (a). 

Pour  trouver  des  fonctions  Y,  Z,  U  qui  remplissent  ces 
conditions,  il  suffira  de  déterminer  les  constantes  qui  en- 
trent dans  les  intégrales  générales  du  système  (a), 

u  rrr  Cp2(j7,  C|,  Cj,  C3), 

de  manière  que  Ton  ait 

/  F  (a)  rz:^  (a,  r„Cj,  C3), 
(4)  ]  F,(a)rrz«j,,(a,  c,,C5,  C3), 

On  aura  les  fonctions  cliei  chées  en  portant  dans  les  équa- 
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lions   (3)  les  valeurs   de  Ci,  r,,  Cj  déduites  des  équa- 
tions (4)* 

640.   Maintenant  je  dis  que   les  équations  (i)  seront 
satisfaites  en  posant 

0  '  */0  4^0 

En  effet,  d*après  F  hypothèse,  on  aura 
et)  en  substituant  dans  la  première  des  équations  (i)y 

Vd(x-h¥  (jc). 


-X 


Cette' équation  est  identique,  car  elle  revient  à 


X 


X         //7  V" 

t/a  f  — -  -4-  PY  4-  QZ  +  RU  )  =  G, 


o  ^  ^-^ 


et  la  quantité  renfermée  entre  parenthèses  est  nulle  par 
hypothèse.  On  vérifiera  de  la  même  manière  que  les  deux 
autres  équations  du  système  sont  satisfaites. 

Ou  a  donc  une  solution  particulière  du  système  (i)  : 
désignons-la  par  (/i,^,,ï/j).  Mais  si  dans  les  équations  (i) 
on  remplace  j^,  z,  u  par  j  -+-  ji,  ^  -f-  -2, ,  m  -f-  //, ,  on 
obtiendra  le  système  (2).  Donc,  en  ajoutant  aux  valeurs  (5) 
les  intégrales  générales  (y^  z,  u)  des  équations  privées  de 
second  membre,  on  aura  intégré  coniplétement  le  sys- 
tème (i). 

REMARQUE    SUR   LES    ÉQUATI0I«S    SIMULTAAÉES. 

641.  Soient 
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deux  ëqualions  simultanées  du  premier  ordre,  dans  les- 
quelles jr'  et  z'  désignent  -j-^^  -f  Soient 

f   z  =  ^(x,a,  b), 

les  intégrales  générales  du  système  (i),  a  et  6  étant  deux 
constantes  arbitraires.  Les  équations  (i)  doivent  devenir 
identiques  quand  on  y  remplace  jr  eiz  parles  valeurs  (2). 
Donc,  si  Ton  pose 

(3) 
d'où 


da 

dz 
da 

du         d^y 
dx        da  djt 

da' 

dp          d^z 
dx        da  dx 

dz' 
da' 

on  aura^  en  difTérentiant  par  rapporta  a  les  équations  (i)^ 

iiï  d{_du       dï         dï  dv  _ 

.  dy  dy'  dx       dz  dz'  dx  ' 

(4)        < 

^^'  ^  d¥  dFdn       dF         dF  dw  _ 

dy  dy'  dx        dz  dz'  dx 

On  arriverait  encore  aux  t^quations  (4)  en  posant 

dy  .dz 

et  en  différentiant  les  éqiiations(i)par  rapport  à  6.  Il  suit 
de  là  que,  si  Ton  considère  11  et  v  comme  des  fonctions  in- 
connues de  ^,  le  système  (4)  admettra  les  solutions  parti- 
culières (3)  et  (5).  Donc  ses  intégrales  générales  seront 

A  ^j      ^^y 

(6)  l 

dz  dz 

da  db 

A  et  B  désignant  deux  constantes  arbitraires. 


17^  couus  d'akalyse. 


EXERCICES. 


i  .  Intégrer  les  deux  équations 


,  (ly  dz 

^dy  dz 


Solution  : 


iQ         56      29   ,  .  r     .^      c'     , 
3  975  5       ' 

17  55      24  âc     ^       c' 

3975  5 

2.  J  +  4^4-3/=/, 

dy  .  , 

^+  2j:+57=  e*. 

Solution  : 
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CINQUANTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES 

PARTIELLES. 

Des  diiïérentes  espèces  d'intégrales.  —  Équations  qui  se  ramènent  aux 
équations  différentielles  ordinaires.  —  Équations  linéaires  du  premier 
ordre  à  deux  variables  indépendantes.  —  Cas  d'un  nombre  quel- 
conque de  variables  indépendantes.  —  Équations  aux  diiTérentiellcs 
totales.  —  Équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  non 
linéaires,  à  deux  variables  indépendantes. 


DES    DIFFÉRENTES    ESPÈCES    d'iMTÉGRÂLES. 

642.  On  nomme  équation  aux  dérivées  partielles 
d'ordre  (x  une  équation  qui  renferme  plusieurs  va- 
riables indépendantes,  Xt,  X2,  %..,  ^«  par  exemple,* 
une  fonction  inconnue  z  de  ces  variables  et  une  ou 
plusieurs  des  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  à  ^i, 
X2,  . . .  î  ^n  jusqu'à  l'ordre  (jl  inclusivement.  Gomme 
pour  les  équations  différentielles  ordinaires,  il  est  pos- 
sible de  remonter  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 
d'ordre  (x  à  d'autres  équations  qui  ne  renferment  plus 
que  des  dérivées  d'ordre  inférieur  à  (jl,  ou  même  qui  ne 
renferment  plus  que  x^^  ^To,  . . . ,  ^,1  et  ^;  dans  ce  der- 
nier cas  on  a  une  intégrale  finie  de  Téquation  proposée. 

Si,  d'une  telle  intégrale,  on  tire  les  valeurs  dé  z  et  de 
ses  dérivées  partielles  pour  les  substitiier  dans  Téquation 
donnée,  celle-ci  doit  être  idenliquement  satisfaite. 

643.  Une  équation  du  premier  ordre  ne  peut  natu- 
rellement avoir  que  des  intégrales  finies  de  la  forme 

(i)  F(ari,  Xfj  . ..,  Sf»,  -s)  =0; 

cette  équation  est  appelée  intégrale  générale  de  l'équa- 
Storm.  —  An»f  II.  12 
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tion  proposée  si  la  valeur  qu'elle  fournît  po.nr  jz  peut, 
pour  une  certaine  valeur  Ç  attribuée  à  x^y  par  exemple, 
coïncider  avec  une  fonction,  choisie  comme  on  voudra^ 
des  autres  variables  ^21  ^3?  •  •  •  ?  ^«î  il  f^ut  évidemment 
pour  cela  qu'il  figure  une  fonction  arbitraire  dans 
l'équation  (1). 

Une  intégrale  particulière  est  une  intégrale  com- 
prise comme  cas  particulier  dans  l'intégrale  générale  ; 
une  intégrale  singulière  est  celle  qui,  tout  en  satisfai- 
sant à  l'équation  proposée,  ne  rentre  pas  dans  l'intégrale 
générale. 

Enfin  Lagrange  a  nommé  intégrale  complète  une 
intégrale  dans  laquelle  figurent  autant  de  constantes 
arbitraires  qu'il  y  a  de  variables  indépendantes  dans 
l'équatien  proposée. 

ÉQUATIONS  QUI    SE    RAMÈNENT    AUX   ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES  ORDINAIRES. 

6ii,  Nous  commencerons  par  le  cas  particulier  très 
simple  où  les  dérivées  partielles  renfermées  dans  l'équa- 
tion ne  sont  relatives  qu'à  une  seule  variable.  U  faut 
alors  opérer  comme  si  l'on  avait  une  équation  différen- 
tielle ordinaire,  mais  après  l'intégration  on  rempla- 
cera les  constantes  arbitraires  par  des  fonctions  arbi- 
traires des  autres  variables  indépendantes.  Soit,  par 
exemple, 

en  regardant  y  comme  une  constante,  on  a, 

u  =  x^y  -h  C  ;  • 

et  en  remplaçant. la  constante  G  par  une  fonction  arbi- 
traire dejK? 

u  =  x^y  4-  cp(7). 
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On  trouvera  de  mèoïc  que  Tintëgrale  de  l'ëqqation 

du 

xr  -7-  H-  fl«  =  o 

dy 
est 

<f  (x)  daignant  une  fonction  arbitraire  de  x. 

645.  Ce  procède  peut  quelquefois  s'étendre  à  des  équa- 
tions où  entrent  des  dérivées  partielles  relatives  à  deux 
variables.  Soit,  par  exemple, 

d^u  du 

tàU  posant  —  =  /;,  on  a 


dx 

dp 


-—  -h  «/?  =  xy^ 


équation  linéaire  du  premier  ordre  qui  donne 

(2)  p  =  e-^    (p(x)  -i-  X  [ytfydy    i 

d'après  la  dernière  formule  du  n°  511,  où  la  constante 
arbitraire  C  est  remplacée  par  la  fonction  arbitraire cj  (x). 
Si  maintenant  on  intègre  Téquation  (2)  par  rapport 
à  X,  on  aura 

u  =  er^  [fi^{x)dx  -h  -  x'^e-'^y  lyt^'^dy  -|-  '^\y)^ 

^(  y)  désignant  une  fonction  arbitraire  dej^. 
Comme  d'ailleurs 


/ 


ye»xdy  =  —  (riy-'l), 


a' 


et  que  f(f(x)dx  peut  être  remplacé  par  une  fonction 
arbitraire  xl*^)»  *^"  aura  dcGnitivement 


I  .r' 


«  =  -Kr)  +  e-j-x;.»-)  ■+■-'-,  ("x  - 1). 


12. 
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ÉQUATIONS    LINÉAIRES    DU    PREMIER   ORDRE    A   DEUX 
VARIABLES    INDÉPENDANTES. 

646.  Soit 

(I)  P/>-hQçr  =  R       - 

une  équation  dans  laquelle  P,  Q  et  R  désignent  des 
fonctions  données  de  x^ y  et  z;  p  et  q  les  dérivées  par- 
tielles -r-y  -j-'  Il  s'agit  d'en  trouver  l'intégrale  générale 

(2)  F(x,  j^,  z)  =  o. 

Or,  nous  avons  vu,  n®  116,  qu'on  parvient  à  une  équa- 
tion telle  que  (i)  lorsque  deux  fonctions 

(3)  a=/(^,  r^^)»     ^=A(^y  ^7^)1 

étant  liées  par  une  relation  quelconque 

4;(a,  6)  =  o, 
ou,  plus  simplement, 

(4)  •  «  =  ?(€), 

on  élimine  la  fonction  arbitraire  ^  ou  ç.  Dès  lors  il  est 
naturel  de  chercher  à  satisfaire  à  l'équation  (i)  par  une 
équation  de  la  forme  (4)» 

647.  Supposons  donc  que  l'intégrale  de  l'équation 
(i)  Pp-^qq  =  R 

soit 

(2)  «  =  ?(€), 

a  et  6  étant  des  fonctions  inconnues  de  x^  y  et  z.  On 
tire  de  l'équation  (2) 

d%       doL  ,,fr^ld^      d&    \ 

^^^  '  rfa       dx  „fi^/dë       de    \ 
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II  faut  qu'en  éliminant  p  ei  q  entre  les  équations  (i) 
et  (3)  on  retombe  sur  une  équation  identique,  ou  qui 
devienne  identique  en  ayant  égard  à  l'équation  (2). 

Si  Ton  ajoute  les  équations  (3)  après  les  avoir  multi- 
pliées respectivement  par  P  et  Q,  on  aura 

ou  bien,  en  ayant  égard  à  Téquation  (1), 

Or,  ou  satisfera  identiquement  à  cette  équation,  quelle 
que  soit  la  fonction  cp,  en  choisissant  les  fonctions  a  et  ê 
de  telle  sorte  que  Ton  ait 

dx  dy  dz~~    ^ 

et  ces  conditions  seront  remplies  (629)  si  Ton  prend  pour 
a  et  €  les  fonctions /(^,jK?  z)^f\{x^y^  z\  qui,  égalées 
à  des  constantes,  donnent  les  intégrales  des  équations 
simultanées 

dx  __  dy  __  dz 

P"  ""Q"  ""   R" 

L'intégrale  (2),  ainsi  définie,  satisfait  à  la  condition 
caractéristique  des  intégrales  générales  :  c'est  de  don- 
ner pour  z  une  expression  qui  puisse  se  réduire  à  une 
fonction  donnée,  ^(jk)ï  de  y^  quand  on  attribue  à  x 
une  certaine  valeur  \.  On  doit  avoir 

si  on  élimine  y  entre  ces  deux  équations,  on  aura  un 
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résultat  de  la  forme 

a  =  *(6), 

d'où  on  conclut  la  forme  qu'on  doit  donner  à  la  fonc- 
tion arbitraire  cp  pour  satisfaire  à  la  condition  imposée. 

648.  D'ailleurs,  toute  intégrale 

(6)  F(a:,y,z)  =  o 

de  Téquation  (i)  peut  être  mise  sous  la  forme  (2).  En 
effet,  on  tire  de  l'équation  (6) 

dx  *  dz^      ^  dy  '  dz  ' 

et  ces  valeurs  étant  portées  dans  l'équation' (1),  qu'elles 
doivent  rendre  identique,  puisque  F  =  o  est  une  inté- 
grale, on  aura 

P  — +  0  — -4-R  —  =  0 
dx  dv  dz         ' 

d'où  l'on  conclut  (632)  que  F  est  une  fonction  de  a  et 
de  6.   Donc    l'équation   (6)   équivaut   à    une   relation^ 
a  =  cp(6),  entre  ces  deux  fonctions.  Il  résulte  de  là  que 
l'équation  (1)  n'a  pas  d'intégrale  singulière. 
On  arrive  donc  à  cette  conclusion  : 

Si  . 

/(^,7,  -5)  =  ^,      Mx,y,z)  =  c 

sont  deux  intégrales  du  système 

dx  __dy  _dz 
"F"  "Q  ~  R"' 
et  si  Von  pose 

V intégrale  de  V équation 

Sir  a 

a  =  cp(6), 

y  désignant  une  fonction  arbitraire. 
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649.  On  satisferait  encore  à  l'équation  (4)  en  posant 


ou  bien 


Mais  la  première  de  ces  solutions  exigerait  que  <f{S) 
se  réduisît  à  une  constante  ;  on  aurait  alors  Tintégrale 

la  seconde  donnerait  6  =  C<  ;  ce  ne  sont  que  des  inté- 
grales particulières  comprises  dans  Téqualion 

4;(a,  6)  =  o. 

650.  On  doit  rei^arquer  que  l'intégrale  a  =  cp(6)  con- 
viendrait encore  aux  équations 

dont  l'intégration  dépend  du  même  système  d'équations 
simultanées 

dx  _dy  _dz 

651.  Exemples  : 

1®  xp — yq  =  o. 

11  faut  chercher  les  intégrales  des  équations 

dx  _       dy  _  dz 
X  ~~       y         o  ■ 

ces  intégrales  sont 

^  =  c,       xy  =.  c'  \ 

donc  l'équation  proposée  est  satisfaite  par 

z  =^^{xy\ 
ç  désignant  une  fonction  arbitraire. 
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a"  px^  —  qxy  =  — y^. 

Il  faut  intégrer  les  deux  équations 

dx  _       dy       dx  _       dz 
x^  xy        a?*  y^ 

La  première  revient  à 

dx  d'Y 

• —  = -9     d'où     6  =  xy, 

X  y  ^ 

La  seconde  revient  à 

dx  a?*  dz 


On  en  conclut 


d'où 


x^  6» 


4f  =  ^  6*37-8  H-  <i, 


a  =  z  —  - — • 
^x 


Donc  l'intéerrale  cherchée  est  ju 


3ar      Tv~^/.  j, 


9 


Y  désignant  une  fonction  arbitraire.  \:f-^  ^* 


3®  p  —  ^  =  o. 

Solution  :  z  -{-  ^{x  -h y)» 

4*  py  —  ç^  =  o. 

Solution  :  z  =  cp(ip2  -hy^). 

CAS  d'un  nombre  quelconque  de  variables 

INDÉPENDANTES. 

652.  La  méthode  suivie  dans  le  cas  de  deux  va- 
riables indépendantes  peut  aisément  se  généraliser. 
Soit  à  intégrer  Téquation 

(l)  Pl/?I  H-  ^2Pi  -h. .  .H-  P«/?«  =  R, 
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dans  laquelle  Po   P»,    ...,  P/i,  R  sont  des  fonctions 
données  de  n  variables  indépendantes  j?i,  x^-,  •  •  m  ^nt 
et  d'une  fonction  inconnue  z  de  ces  variables,  tandis 
•que  p\y p2t  •  •  '-i  Pn  désignent  les  dérivées  partielles 

dz        dz  dz 

dxx       dxf  dxn 

L'équation  (i)  est  encore  linéaire,  du  moins  par  rap- 
port kpi^p2f  . .  .,/>/!• 

653.  On  avu(n®  H7)que  si  des  quantités  a f,a2,  •••?  «/ii 
fonctions  connues  de  ^f ,  Xf^  . . .,  x„  et  Zy  sont  liées 
entre  elles  par  une  relation  quelconque 

4;(ai,  a,,  ...,  a^)  =  o, 

ou,  plus  simplement, 

(a)  «1  =  <?(«!»  «3,  ...,  ««), 

et  si  on  élimine  la  fonction  arbitraire  6  ou  cp,  on  arrive 
à  une  équation  de  la  même  forme  que  l'équation  pro- 
posée. On  est  donc  conduit  à  chercher,- pour  cette  der- 
nière, une  intégrale  de  la  forme  (2),  en  choisissant 
convenablement  les  fonctions  a^,  a2,  . . . ,  ol„. 

On  tire  de  l'équation  (2),  en  la  diflerentiant  tour  à 
tcur  par  rapport  à  x^J  X2y  • . . ,  x„^ 


doLi  doLi  ^  d^  / doLf  doLi\ 

dxi      ^*  dz   ~~  dxf\dxi       ^^  dz  ) 

d%n  \  dxx      ^*  dz  )^ 


d%i  doLi  _  d^  I  d%t  d%%\ 


d%a  \dXn  dz  J 


Si    nous   ajoutons  ces    égalités  membre  à  membre, 
après  avoir  multiplié  la  première  par  P|,  . . .,  la  der- 


l86  COURS    D*ANALYSE. 

nière  par  P,/,  il  vient 


t^/i 


_  V  ^  r 

i=2 


P,4^+...+  P,/«' 


Mais  si  réquation  (rz)  est  une  intégrale  de  l'équation 
proposée,  P</?<  -{-.  .  .+  ?«/?«  sera  i  lentiquement  égal 
à  R,  et  Ton  aura 


Pi  — -+-...+ P«  —  H-  R-— 

û?iFl  <3^/t  dz 


(3) 


/  =  /! 


i=; 


Cette  équation  sera  vérifiée  quelle  que  soit  la  fonc- 
tion cp,  si  l'on  choisit  les  a  de  manière  que  l'on  ail, 
pour  A"  =  1 ,  2,  3,  .  .  . ,  riy 

(^)       ^i:7:;r  "^Ps^t—  -h  ..-hP«  ;t--  -+-R-7-  =o; 

or,  il  résulte  des  calculs  faits  au  n**  629  qu'il  suffit  de 
prendre  pour  a<,  a^,  ...,  ^n  des  fonctions  de  x^^  x^^  ..., 
Xn^  z  telles  que  les  équations  simultanées 

,-.  dx\  dx^  dxpj dz 

^^^      .  TV'Pr  ■p7~'R 

aient  pour  intégrales 

ai  =  Cl,  a2  =  C2,  ...,  ÇLn=^Cn. 

On  est  donc  ramené  à  trouver  les  intégrales  du  sys- 
tème (5)  ;  si  Ton  y  parvient,  on  aura  l'intégrale  de 
l'équation  proposée  sous  la  forme  (a)  ;  d'ailleurs,  la 
valeur  de  z  qu'on  en  déduirait  pourra,  à  cause  de  l'in- 
détermination de  la  fonction  cp,  coïncider,  pour  x^  ==  Ç, 
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avec  telle  fonction  que  l'on  voudra  de  jtj,  ^3,  . . . ,  Xf,; 
ce  sera  donc  Tintégrale  générale. 

On  démontrerait  encore,  par  un  calcul  analogue  à 
celui  du  n®  6i8,  qu'une  intégrale  quelconque  deTéqùa- 
tion  (1)  doit  être  comprise  dans  la  forme  (2),  a,,  aj,  ..., 
a„  étant  toujours  déterminées  comme  il  a  été  dit  tout 
à  l'heure. 

654.  On  pourrait  satisfaire  à  l'équation  (3)  en  sup- 
posant que  l'équation  (4)  fût  seulement  vérifiée  par 
quelques-unes  des  fonctions  a,  les  dérivées  partielles 
de  (f  par  rapport  aux  autres  a  étant  nulles  ;  il  est  clair 
qu'on  arriverait  alors  à  des  intégrales  particulières. 

On  peut  voir  aussi,  comme  au  n**  650,  que  l'inté- 
grale trouvée  conviendrait  à  chacune  des  n  équations 
dont  le  type  serait 

jy   dxi  dxi  dxj 

aX\  axi—i  ctXi^i 

Xi  étant  fonction  de  X\^  a?2,   •  •  •?  Xi_\^  ^i-\-\i  •  •  •>  ^n 
et  z. 

655.  Exemple  : 

,  .  du  du  du 

11  faut  d'abord  intégrer  le  système 

dx  _dy  __d^  _  du  ^ 
X        y         z        mu* 
on  en  déduit 


et,  par  suite, 


X  X  x"^ 


II  —  xf^^[-  t  -  I  , 

^   ^  X     X  ' 


c'est-à-dire  que  u  est  une  fonction  homogène  du  degré  m 
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des  variables  x^  y,  z.  L'équation  (i)  exprime,  en  effet, 
une  propriété  connue  des  fonctions  homogènes  (I,  178). 

ÉQUATIOKS   AUX   DIFFÉRENTIELLES   TOTALES. 

656.  L'étude  des  équations  non  linéaires  aux  déri- 
vées partielles  nous  amènera  à  considérer  des  équations 
de  la  forme 

(i)  Xdx->r^dy -^Zdz  =  o^ 

dans  lesquelles  X,  Y,  Z  sont  des  fonctions  données  de 
j?,^,  z\  ces  trois  dernières  variables  étant  assujetties  à 
une  seule  condition,  on  peut  regarder  deux  d'entre 
elles,  X  et  y  par  exemple,  comme  indépendantes,  z 
étant  fonction  des  deux  autres  :  alors  dz  est  la  diffé- 
rentielle totale  de  z  correspondant  aux  accroissements 
dx  et  dy  des  deux  variables  indépendantes. 

On  voit  tout  de  suite,  en  raisonnant  comme  au 
n**  530,  que  l'expression  de  z  en  fonction  de  ^  et  de  y 
doit  nécessairement  dépendre  d'une  constante  arbi- 
traire ;  car  donnons-nous  la  valeur  Zq  de  z  pour^=::ro 
et  y  =yo  ;  l'équation  (i)  nous  donne  les  accroissements 
dz  que  Zq  doit  subir  quand  on  passe  des  valeurs  Xo^yo 
des  variables  indépendantes  à  d'autres  valeurs  qui  se 
succèdent  par  degrés  infiniment  petits  ;  la  valeur  géné- 
rale de  z  dépend  donc  de  sa  valeur  arbitrairement 
cTioisi^î  au  point  de  départ. 

Toutefois,  on  n'est  plus  certain  de  former  de  la  sorte 
une  fonction  bien  déterminée  de  x  et  de^  :  il  pourrait 
arriver  qu'en  faisant  croître  ces  variables  de  Xq  à  Xt  et 
àeyo  à  jKi,  on  obtînt  pour  z  une  valeur  qui  dépendît 
de  la  loi  des  accroissements  simultanés  de  x  et  de^,  et 
fût  absolument  indéterminée.  Et  précisément,  nous 
allons  voir  que  l'équation  (i)  ne  peut  donner  pour  ^ 
une  valeur  fonction  de  x  et  de  y,  dans  le  sens  ordinaire 
de  ce  mot,  que  si  une  certaine  condition  est  remplie. 
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Si  nous  posons 

nous  tirerons  de  l'équation  (i) 
on  a  donc 

mais,  d'après  une  propriété  générale  des  fonctions  de 
plusieurs  variables,  on  doit  avoir 

d    dz         d   dz 

■     ■  ^     —  -  —     ■  ■      »  • 

dy  dx       dx  dy 

Pour  calculer  ces  dérivées  secondes,  il  faut  remarquer 
que  P  et  Q  contiennent  non  seulement  x  et  y  mais 
encore  z  qui  est  fonction  de  Tune  et  de  Tau  Ire  ;  la  con- 
dition devient,  eu  égard  aux  équations  (3), 

effectuons  les  différentiations  en  remplaçant  P  et  Q  par 
leurs  valeurs  (2)  :  on  peut  tout  multiplier  par  Z-,  et  il 
vient,  après  de  simples  réductions, 


( 


Nous  avons  dit  que  pour  des  valeurs  quelconques  de 
X  çX  y  on  peut  se  donner  arbitrairement  z  ;  l'équation 
(5)  doit  être  vérifiée  pour  un  système  quelconque  de 
valeurs  de  x^y^  z\  elle  doit  donc  être  une  identité. 

657.  La  condition  (4)  ou  (5),  nécessaire  pour  l'exis- 
tence de  la  fonction  cherchée  5,  est  aussi  suffisante  ; 
nous  le  reconnaîtrons  en  apprenant  à  déterminer  z.  11 
faut  et  il  suffit  que  cette  inconnue  satisfasse  aux  deux 
équations  (3)  :  considérons  d*abord  Tune  d'elles,  par 
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exemple 

puisque  l'équation  ne  contient  pas  de  dérivée  relative 
à^,  on  peut  (64i)  l'intégrer  comme  une  équation  dif- 
férentielle ordinaire,  en  traitant  y  comme  une  con- 
stante, à  la  condilion  de  remplacer  la  constante  d'inté- 
gralion  par  une  fonction  quelcc  n  [ue,  a,  de  y.  Soit  donc 

{7)  z=F{x,y,a) 

l'intégrale  de  l'équation  (6)  :  je  la  suppose  résolue  par 
rapport  à  z  pour  abréger  l'écriture  dans  l'analyse  ac- 
tuelle ;  mais  dans  la  pratique  on  la  prendra  sous  la 
forme  où  elle  se  présente.  Nous  devons  déterminer  a  de 
manière  que  la  secoude  condilion  (3)  soit  satisfaite, 
c'est-à-dire  que  l'on  ait 

Q_dF       d^  da 

dy  ~^  doL  dy^ 
d'où 

W  dy=K^-^)''di' 

Le  premier  membre  est  fonction  de^  seul;  le  second 
membre,  quand  on  aura  remplacé  z  par  sa  valeur  (7), 
devra  être  indépendant  de  ^  ;  en  égalant  à  zéro  sa  dé- 
rivée relative  à  x^  on  trouve 

*     ^-  ^ U.   )     ^-  (  X  J^,  )     J i_    —  0> 


dx  dz        dx  dy  ]  d%       \  dy ]  dx  da. 

ou,  en   ayant  égard   à  l'équation  (8)   et  divisant  par 

d¥         .     ,  , 

-7->  qui  n  est  pas  nul, 

dÇl       ^dO  d^¥  d^¥     da 

<9)         -dt'^^:rz-d^-d^.-^=''' 

Mais,  l'équation  ("j)  élant  l'intégrale  de  (6),  on  a  iden- 
tiquement 

ax 
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l^a  dérivée  du  premier  membre  de  celle  idenlilé  par 
rapport  ky  est  nulle  : 

dy  dz       dx  dy       dx  d%  dy  ~~ 

Si  Téquation  (4)  est  satisfaite,  cette  identité  prouve 
que  l'équation  (9)  est  aussi  identiquement  satisfaite. 
L'équation  (8)  est  alors  une  équation  différentielle  or- 
dinaire entre  a  et^,  z  étant  remplacé  par  sa  valeur  (y)-, 
on  peut  en  trouver  l'intégrale,  qui  contient  une  con- 
stante arbitraire  C,  et  il  suffît  d'éliminer  a  entre  cette 
intégrale  et  l'équation  (7)  pour  avoir  la  relation  cher- 
chée entre  x^  y,  z  et  G. 

On  aurait  pu  partir  de  la  seconde  des  équations  (3), 
ou  même  prendre  <cavec  x  oxx  y  pour  les  variables  indé- 
pendantes.  Dans  tous  les  cas,  il  faut  d'abord  intégrer 
l'équation  à  laquelle  se  réduit  la  proposée  quand  on 
suppose  constant  ^,  ^' ou  z\  on  fera  le  choix  qui  doit 
rendre  cette  première  intégration  la  plus  facile. 

608.  Quand  la  fonction  z  existe,  ou  quand  l'équa- 
tion proposée  est  inlégrable,  on  peut  supposer  l'inté- 
grale résolue  par  rapport  à  la  constante  qui  y  figure  : 

.     G  =  cp(a7,  7,  z)\ ^ 
on  en  tire 

d^    .         d'^    ,         d'^  , 

-^  dx  -\ — j^  rfv  -h  -/-  dx  —  o\ 

dx  dy   '^        dz 

pour  que  cette  équation  et  la  proposée  soient  satisfaites 
par  les  mêmes  valeurs  de  dx\  dy,  dz,  il  faut  qu'on 
ait 

X  ~   Y  ~    Z' 

ces  relations,  devant  avoir  lieu  pour  un  système  quel- 
conque de  valeurs  Xo^yoj  ^o?  sont  des  identités  ;  si  l'on 
appelle  jjl  la  valeur   commune*  des  fractions,   on   aura 
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identiquement 

^"'â-  ''^-f'  ^^=â' 

il  existe  donc  au  moins  un  facteur  jjl,  fonction  de^,^,  z^ 
par  lequel  il  suffit  de  multiplier  \dx  -\-Y  dy  -\'7jdz 
pour  le  rendre  différentielle  exacte. 

Si  Ton  ne  connaît  pas  l'intégrale  de  l'équation  (i),  la 
recherche  régulière  du  facteur  d'intégrabilité  jjl  est  dif- 
ficile; mais  il  est  bon  de  regarder  si  on  ne  l'aperçoit  pas 
immédiatement,  comme  cela  arrive  dans  les  cas  simples  ; 
on  en  déduirait  l'intégrale  avec  une  extrême  facilité. 

659.   Exemple,  —  Soit  l'équation 
(i)  yzdx  —  xzdy  —  (ar'-H^*)  û?^  =  o. 

L'équation  de  condition  (5)  est  ici 

yzi^ —  X  -\-  iy)  —  xz(^ —  ix — y)  —  (^'-f-J^*)(^  4-  z)  =  o  : 

elle  est  identiquement  satisfaite.  Gomme  c'est  z  qu'il 
faut  supposer  constant  pour  simplifier  le  plus  possible 
l'équation  (i),  je  prends  y  q\  z  comme  variables  indé- 
pendantes. On  doit  avoir 

dx  _  X  dx       ^*-l-^*. 

lly~  y'  dz^      yz      ' 

la  première  condition  donne  x  =  oLy^  ol  étant  une  fonc- 
tion de  ^;  la  seconde  condition  devient  alors 

dx  _^      doL  _  y^(i  -h  a2)  ^ 
dz      *^  dz  yz 

elle  se  réduit  à  une  équation  entre  a  et  z,  soit 

da        I  -4-  a*  doL     dz  ^ 

dz  ~~       z  i  -H  a*  ~~    z  ' 

d'où 

1.  ^  =  arc  tanga  -t-  C, 

X 

ou,  en  remplaçant  a  par  -> 

l.z  =  arctang — h  G. 

y 
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II  était  facile  de  voir  a  priori  que  le  premier  membre 
de  l'équation  (i)  devient  une  différentielle  exacte  si  on 

le  multiplie  par  ,— r —  ;  on  en  aurait  immédiatement 

conclu  rintégrale. 

ÉQUATIONS   AUX   oéRIVÉES   PARTIELLES    DU   PREMIER  ORDRE^ 
NON    LINÉAIRES,    A  DEUX  VARIABLES  INDÉPENDANTES. 

660.  Parmi  les  équations  non  linéaires  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre,  nous  considérerons  seule- 
ment celles  qui  ne  renferment  que  deux  variables  indé- 
pendantes :  on  peut  les  regarder  comme  définissant  une 
infinité  de  surfaces,  et  cette  interprétation  géométricjue 
•leur  donne  un  intérêt  particulier-,  mais  surtout  on  pcul 
Iqs  intégrer  par  une  méthode  très  simple,  qui  ne  se  gé- 
néralise pas  sans  complication.  Soit 

Téquation  qu'il  s'agit  d'intégrer.  Si  l'on  connaissait,  en 
fonction  de  j?,  y  et  <3,  les  dérivées  partielles  pelq  qu'on 
peut  déduire  d'une  intégrale  de  l'équation  proposée,  on 
aurait  la  différentielle  totale  dz  sous  la  forme 

(2)  dz  =  ?dx-h(idy, 

et  l'on  retrouverait  z  en  intégrant  une  équation  aux 
différentielles  totales  (6o7),  ou  une  différentielle  à  deux 
variables  (498),  selon  que  P  et  Q  contiendraient  ou  ne 
contiendraient  pas  z. 

Les  valeurs  de  p  et  de  q  doivent  satisfaire  identique- 
ment à  l'équation  (i)  et  de  plus  à  la  relation  générale 

n^  ^P  —  ^ 

^^  dy  ~  dx' 

Proposons-nous  de  former  une  équation 

(4)    .  ?(a^,  r,  -s,  Pi  q)  =  o 

qui,  associée  à  l'équation  (i),  donne  pour/?  et  g  des  va- 
Stdrh.  —  jén.y  II.  i3 
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identiquement 

il  existe  donc  au  moins  un  facteur  [Ji,  fonction  àex^y,  Zy 
par  lequel  il  suffit  de  multiplier  X dx  •+-  Y dy  -^Tudz 
pour  le  rendre  différentielle  exacte. 

Si  Ton  ne  connaît  pas  l'intégrale  de  l'équation  (i),  la 
recherche  régulière  du  facteur  d'intégrabilité  [Ji  est  dif- 
ficile; mais  il  est  bon  de  regarder  si  on  ne  l'aperçoit  pas 
immédiatement,  comme  cela  arrive  dans  les  cas  simples  ; 
on  en  déduirait  l'intégrale  avec  une  extrême  facilité. 

659.  Exemple,  —  Soit  l'équation 
(i)  yzdx  —  xzdy  —  (ar^-h^*)  <i<3  =  o. 

L'équation  de  condition  (5)  est  ici 

yz{ —  X  -+-  iy)  —  xz{ —  ix — y)  —  {x'^-\-y^){z  -h  -s)  =  o  ; 

elle  est  identiquement  satisfaite.  Comme  c'est  z  qu'il 
faut  supposer  constant  pour  simplifier  le  plus  possible 
l'équation  (i),  je  prends  ^  et  ^  comme  variables  indé- 
pendantes. On  doit  avoir 

dx  _  X  dx       x^-\-y^^ 

dy  ~~  y  dz  yz      ' 

la  première  condition  donne  x  =  aj^,  a  étant  une  fonc- 
tion de  ,5;  la  seconde  condition  devient  alors 

dx  __      <ia  __  ^'  (  I  H-  a^  )  ^ 
dz      "^  dz  yz 

elle  se  réduit  à  une  équation  entre  a  et  -s,  soit 

rfa  _  I  -+-  a*  dt     _  dz  ^ 

dz  ~~       z  I  H-  a*  ~~    ^  ' 

d'où 

\.  z  =  arc  tanga  -h  G, 

ou,  en  remplaçant  a  par  -> 

X 

\,z  =  arctang — h  G. 
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Il  était  facile  de  voir  a  priori  que  le  premier  membre 
de  l'équation  (i)  devient  une  différentielle  exacte  gi  on 

le  multiplie  par  /— r r—-;  on  en  aurait  immédiatement 

conclu  l'intégrale. 

ÉQUATIONS   AUX   DÉRIVÉES   PARTIELLES    DU   PREMIER  ORDRE^ 
NON    LINÉAIRES,    A  DEUX   VARIABLES  INDÉPENDANTES. 

660.  Parmi  les  équations  non  linéaires  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre,  nous  considérerons  seule- 
ment celles  qui  ne  renferment  que  deux  variables  indé- 
pendantes :  on  peut  les  regarder  comme  définissant  une 
infinité  de  surfaces,  et  cette  interprétation  géométrique 
•leur  donne  un  intérêt  particulier-,  mais  surtout  on  peut 
Iqs  intégrer  par  une  méthode  très  simple,  qui  ne  se  gé- 
néralise pas  sans  complication.  Soit 

Téquation  qu'il  s'agit  d'intégrer.  Si  l'on  connaissait,  en 
fonction  de  :r,  ^  eiz,  les  dérivées  partielles />  et  gr  qu'on 
peut  déduire  d'une  intégrale  de  l'équation  proposée,  on 
aurait  la  différentielle  totale  dz  sous  la  forme 

(2)  '  dz  =  Vda:-^Qdy, 

et  l'on  retrouverait  z  en  intégrant  une  équation  aux 
différentielles  totales  (6S7),  ou  une  différentielle  à  deux 
variables  (498),  selon  que  P  et  Q  contiendraient  ou  ne 
contiendraient  pas  z. 

Les  valeurs  de  p  et  de  q  doivent  satisfaire  identique- 
ment à  l'équation  (i)  et  de  plus  à  la  relation  générale 

(3)  dp^dq^ 
^    ^                                           dy        dx 

Proposons-nous  de  former  une  équation 

(4)  .  ?(a?,  r,  ^,  Py  q)  =  o 

qui,  associée  à  l'équation  (i)j  donne  pour/>  etq  des  va- 

Sturé.  —  An.^  II.  l3 
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leurs  remplissant  la  dernière  condition.  Différentions  les 
équations  (i)  et  (4)  par  rapport  à  Xj  puis  ày  :  on  aura 


dx  '^P  dz  '^  dp  dx'^  dq  dx       °' 

d^ 
dx 

df  ^      d/^dfdp^df   dq        ^ 
dy       ^  dz        dp  dy        dq  dy         ' 

d^ 
dy 

=  o; 


=  o. 


Éliminant  ~  entre  les  deux  premières  équations,  -j- 
entre  les  deux  dernières,  nous  aurons 

df  d^        df  d^  /  df  d^        df  t/cp 

dp  dx        dx  dp       ^  \dp  dz        dz  dp 

\dq  dp        dp  dq I  dx^ 

('y  dq        dq  dy       ^  \dz  dq        dq  di 

\  dq  dp        dp  dq  )  dy 

Pour  que  l'équation  (3)  soit  satisfaite,  il  faut  que  les 

seconds   membres    des    équations    précédentes    soient 

égaux ^  c'est  d'ailleurs  suffisant,  parce  que  le  binôme 

df  d^      df  d^  V  A.      -j      a-  .       I 

-7-  ^  —  -r-  -V-  ne  saurait  êlre  identiquement  nul  sans  que 

dp  dq       dq  dp  '  ^ 

les  équations  (i)  et  (4)  donnent  pour/?  et  q  des  valeurs 
indéterminées. 

L'équation  à  laquelle  cp  doit  satisfaire  s'obtient  en 
égalant  les  premiers  membres  des  dernières  équations, 
et  peut  s'écrire 

,  dp  dx        dq  dy        \     dp  dq  J  dz 

f  \dx^P  dz)  dp       \dy        ^  dz)  dq         ' 

toute  solution  de  cette  équation  permettra  de  déter- 
miner des  valeurs  convenables  pour  p  et  q,  de  former 
Péquation  (2)  et  d'en  déduire  une  intégrale,  plus  ou 
moins  générale,  de  l'équation  proposée. 
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D'après  ce  qui  a  été  établi,  d'une  manière  générale, 
au  n°629,  l'équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  (5) 
sera  satisfaite  si  l'on  prend  pour  cp  une  intégrale  quel- 
conque, a  désignant  une  constante, 

a  —  a  =  o 

du  système  d^é|aaLlions  simultanées 

dx  _dy  _  dz  _        — dp       _       —  dq 


df       df  df  df       df  df~  df  df 

dp        dq       ^  dp       ^  dq        dx  dz        dy        '  dz 

Il  n'est  pas  nécessaire  que  l'intégrale  soit  résolue  par 
rapport  à  la  constante  arbitraire,  et  on  peut  la  prendre 
sous  la  forme 

cette  équation,  jointe  à  l'équation  (i)  pi  r.netlra  de  dé- 
terminer/? et  q  en  fonction  de  x^  y^  Zy  a^  et  de  former 
l'équation  (2);  la  condition  de  son  intégrabilité  est  na- 
turellement satisfaite,  et  l'on  pourra  trouver  son  inté- 
grale, renfermant  une  nouvelle  constante  arbitraire  />, 

(7)  F(^î  y^  ^»  «>  b)  =  0, 

qui  est  en  même  temps  une  intégrale  de  ré(|uation 
proposée:  ce  n'est  qu'une' intégrale  complète  (6i3), 
mais  il  est  bien  facile  d'en  déduire  l'intégnile  générale. 

661.  Si  BOUS  différentions  l'jquation  (^)  par  rapport 
à  ;r  et  h  y,  nous  aurons 

dF         dF  dF         dF 

Puisque  Féqualion  proposée  admet  pour  intégrale  l'é- 
quation (^),  elle  doit  être  satisfaite  identiquement, 
quelles  que  soient  les  valeurs  des  constantes  a  et  &, 
quand  on  y  remplace  >3,  p  et  q  par  leurs  valeurs  fournies 
par  les  équations  (-)  et  (8). 

Cela  posé,  imaginons  que  dans  l'équation  (7)  nous 
remplacions  a  par  une  fonction  ol  de  x,  y  el  z  et  que 

i3. 
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nous  posions  b  =  4'(^)î  4*  désignant  une  fonction  quel- 
conque. On  peut  choisir  a  de  manière  que  Téqualion 

(7  ^w)  F[a?,  7,  z^  a,  t^a)]  =  o 

soit  encore  une  intégrale  de  la  proposée.  A  cet  effet,  je 
là  différentie  par  rapport  à  j:  et  à^,  ce  qui  donne 


(8  bis) 


d^-^^dl^ldi  -^d^^^""^]  \Tx^Pd-z)  =  ^' 

d?_ 
dy 


dF       rdF       dF  ,,,    J  /d%  doL\ 


Les  équations  (7  bis)  et  (8  bis)  donnent  maintenant 
,  p  et  Ç]  mais  si  Ton  choisit  a   de  manière  que  l'on 
ait 
/   ^  dF       dF  .,.   . 

les  valeurs  de  z,  p  et  q  ne  diffèrent  que  par  le  change- 
ment de  a  en  a,  de  b  en  ^^  de  celles  que  donnaient  les 
équations  (7)  et  (8);  elles  satisfont  identiquement  à 
l'équation  (i).  L'équation  (7  bis),  dans  laquelle  a  serait 
remplacé  par  sa  valeur  en  ^,y,  z  tirée  de  l'équation  (9), 
est  donc  une  intégrale  de  la  proposée;  d'ailleurs,  comme 
on  ne  peut  résoudre  l'équation  (9)  si  l'on  ne  particu- 
larise pas  la  fonction  ^j^,  on  eonservera  le  système  des 
deux  équations  (j  bis)  et  (9)  pour  représenter  l'inté- 
grale obtenue.  Pajoule  que  c'est  l'intégrale  générale  : 
car  si  l'on  veut  avoir  z  =  'G5(y)  pour  ^  =  Ç,  il  faudra 
qu'on  ait  en  même  temps 

dF       dF 

F[$,r,  rniy),  a,  ^(ct)]  =  0,  ^  -f-  ^  f  (a)  =  0; 

l'élimination  dey,  qui  est  possible,  conduit  à  une  équa- 
tion en  a,  ^(a)  et  ^'{ol)^  propre  à  déterminer  la  forme 
de  la  fonction  >J;. 

L'intégrale  complète  conduit  aussi   à  une  intégrale 
singulière  :  remplaçons  a  el  b  par  des  fonctions  a,  ^  de 
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x^  y,  z  déterminées  par  les  deux  équations 

d?  d¥ 

les  valeurs  de  Zj  p  et  q  tirées  de  Inéquation 

auront  la  même  forme  que  les  valeurs  tirées  de  (7); 
l'équation  (7  ter)  associée  aux  équations  (10)  est  donc 
encore  une  intégrale  de  Téquation  proposée. 

Au  point  de  vue  géométrique,  l'intégrale  complète  (7") 
déûnitun  réseau  de  surfaces  dont  l'enveloppe  (283)  est 
représentée  par  l'intégrale  singulière.  Si  l'on  pose 
a  =  ^(è)j  l'équation  (7)  ne  représente  plus  qu'un  fais- 
ceau de  surfaces  dont  l'enveloppe  (282)  est  définie  par 
l'intégrale  générale. 

On  pourra  reconnaître  que  la  méthode  qui  nous  a 
permis  de  passer  d'une  intégrale  complète  à  l'intégrale 
générale  s'applique  sans  difficulté  au  cas  de  n  variables 
indépendantes.  Soit 

(11)  F(a7i,  Xi,  . . .,  Xn,  Zj  ai,  aj,  . . .,  a„)  =  o 

l'intégrale  complète  donnée  :  on  regarde  une  des  con- 
stantes, an  par  exemple,  comme  fonction  des  n — i 
autres,  et  l'intégrale  générale  est  le  résultat  de  l'élimi- 
nation de  «1,  «2»  •••>  <^n-\  entre  Téquation  (11)  et  ses 
dérivées  relatives  aux  paramètres  ai,  a^i  ...,  ««_!• 

662.  Exemple.  —  Soit  à  intégrer  l'équation 
(1)  ^^P^  —  <3  =  o. 

m  étant  une  constante.  Les  équations  (6)  dun**660sonl  ici 

(6i«)  ^  =  f^  =  _^^=f^=^- 

mq        mp        impq        p  q 

en  égalant  la  première  et  la  deuxième  fraction,  on  trouve 

l'intégrale 

X  —  a 


igS  COURS  d'analyse. 

réqiiation  (i)   donne  alors  p  =     ,  et  Ton  a 

,  z  dx        X  —  a   , 

dz  = i dv- 

X  —  a  m 

En  divisant  par  x  —  a,  et  faisant  tout  passer  dans  le 
premier  membre,  on  a 

{x  —  a)  dz — z  dx       dy  _ 

(x  —  a)*  m 

On  a  deux  différentielles  exaclesdont  rinlégraliondonne 

2  y  b  /  x/        is 
—  =  —  — >      mz  =(x  —  a){y  —  o). 

X  —  a       m  m  ^  '^ 

L'intégrale  complète  représente  un  paraboloïde  hy- 
perbolique dont  le  sommet  S  a  pour  coordonnées 

X  =  aj      X  =  à,      z  =  o. 

L'intégrale  générale,  définie  par  les  deux  équations 

(2)     mz  =  (x  —  a)[y  —  <p(a)].     y  —  ^p(a)  -h  (^  —  a)<p'(a)  =  o 

représente  l'enveloppe  des  paraboloïdes  en  supposant 
que  leurs  sommets  S  parcourent  une  courbe  C définie  par 
les  équations 

Nous  allons  voir  qu'on  peut  déterminer  «p  de  telle 
sorte  que,  pour  x  =  m^  z  soit  une  fonction  donnée  de  y  y 
par  exemple  z  =JK'  ^-^^^  équations  (2)  donnent 

my  =  {m  —  a)[y  —  cp(a)],  y  —  ^(a) -\- (m  —  a)t:^\a)  =  o\ 
si  l'on  élimine^,  il  vient 

/s  /  ^      ty       K  ^'(^)  1^  II 

m^{a)  =  a{m  —  a)cp  (a),     -^-^  =  — ; r  =  -H ; 

^^    ^         ^  /T  \    .7     «p(a)       a{Fn  —  a)      a      m  —  a 

l'intégration  par  rapport  à  a  est  facile,  et  en  désignant 
par  c  une  constante,  on  trouve 


l.cp(a)  =  1«  — l(ûi  —  a)-hlc,       (p(a)  = 


ca 


ni  —  a' 


on  voit  que  le  lieu  c  de  S  est  alors  une  hyperbole. 
Si  l'on  élimine  a  et  b  entre  l'équation  d'un  des  para- 
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boioïdes  et  ses  dérivées  relatives  à  a  et  à  6,  on  trouve 
z  =  o  pour  l'intégrale  singulière. 

On  aurait  pu  partir  d'une  intégrale  des  équations 
(6  bis)  autre  que  celle  dent  je  me  suis  servi  ;  le  lecteur 
pourra  reconnaître  qu'on  arrive  à  une  intégrale  générale 
équivalente  à  celle  que  nous  avons  obtenue. 

EXERCICES. 

4 .  Intégrer  l'équation  aux  différentielles  partielles 


Solution  :  — 


= 'f-?) 


z 

2.  Déterminer  une  surface  telle^  que  le  plan  tangent  mené  par 
un  point  quelconque  M  rencontre  une  droite  donnée  de  position  en 
un  poini  qui  soit  également  distant  du  point  M  de  la  surface  et  d'un 
point  fixe  pris  sur  la  droite  donnée. 

Solution  :  Prenait  le  point  fixe  pour  origine  et  la  droite  donnée 
pour  axe  des  z,  l'équation  de  la  surface  est 

X^  _f- j-î  -h  22  =  jr<p  (  - 

tp  désignant  une  fonction  arbitraire 

3.  Déterminer  une  surface  telle ^  que  le  plan  tangent  mené  par 
un  point  quelconque  M  rencontre  une  droite  donnée  de  position  en 
un  point  dont  la  distance  à  un  point  fixe  pris  sur  cette  droite  soit 
égale  à  la  distance  de  ce  point  fixe  au  point  M  de  la  surface. 

*^  S       Solution  :  Mômes  axes  : 

;5  z  -4-  v/^»  -h  jî  -h  s"»  =  cp  /-^'^ . 

4.  Intégrer  l'équation 

(J*-HJ2)  dx -\-  {z"^  ^  xz)  df  ^  {x^  —  xf)  dz  =  o. 
Solution  :  xj-  -\-jz  =  G(  j  -r-  s  ). 

5.  Intégrer  l'équation  aux  dérivées  partielles 

(p^-\-  q^)x  —  pz—o. 
Solution  :  On  peut  trouver  l'intégrale  complète 


CINQUANTE-DEUXIÈME  LEÇON. 

APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES  DES  ÉQUATIONS  AUX 
DÉaiVÉES  PARTIELLES. 


SURFACES    CYLINDRIQUES. 

663.  On  appelle  surface  cylindrique  toule  surface 
«ngendrëe  par  une  droite  indéfinie  MN  qui  se  meut  pa- 
rallèlement n  une  droite  donnée  OD,  en  s'appuyant  con- 
âtamment  sur  une  courbe  donnée  ÂB)  nommée  directiice. 

Soient 


les  équations  de  la  génératrice  MN  :  a  et  i  sont  des  coeffi- 
cients constants  qui  expriment  que  MN  est  toujours  paral- 
lèle à  OD;  K  et  S  désignent  des 
paramètres  variables  avec  la  po- 
sition de  la  génératrice.  Soient 
V[:r,y,z)=o, 

les  équations  delà  directrice  AB. 

On  exprimera  que  celle  courbe 

■eni,  en  élînynant  x,  y  et  z 


{') 


et  la  génératrice  se  r 

entre  les  équations  (i)  et  {a).  Si 

(3)  y(«.e)  =  o 

est  le  résultat  de  cette  élimination,  il  faudra,  pour  avoir 

l'équation  de  la  surface  cylindrique,  éliminer  a  et  S  entre 

les  équations  (i)  et  (3),  ce  qui  donne 

y  (j:  —  Oî,  y  —  bz)  =  O, 
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OU 

(4)  }r'-bz  =  ^(X'-az), 

4>  désignant  une  fonction  quelconque.  C'est  Inéquation 
la  plus  générale,  en  quantités  Jinies,  des  surfaces  cylin- 
driques. 

Réciproquement,  loute  surface  dont  Téquation  a  la 
forme  (4)  est  cylindrique,  car  celte  surface  contient  les 
droites  parallèles  qui  ont  pour  équations 


X  —  az  =z  a , 


les  constantes  a  et  6  satisfaisant  à  Téquation  6  =  4>(a). 

664.  Pour  avoir  l'équation  aux  dérivées  partielles  des 
surfaces  cylindriques,  on  différentiera  l'équation  (4), 
tour  à  tour  par  rapport  k  x  eV  k  y  \  en  posant 


dz  dz 

P  = 

on  a 


^      dx^     ^      dy^ 


—  bp  =  ^\x  —  az){\—  ap)y 
I  —  bq  =  —  ^'(x  —  az)  x  aq ^ 

•d'où  résulte,  en  éliminant  <ï>'(:r  —  ciz), 

'( 5 )  '     ap  -^  bq  =:iy 

équation  générale,  aux  dérivées  partielles,  des  surfaces 
cylindriques. 

665.  Cette  équation  exprime  que  le  plan  tangent  à 
la  surface  est  toujours  parallèle  aux  génératrices. 

En  effet,  le  plan  tangent  mené  par  un  point  quel- 
conque (x,y,  z)  de  la  surface  a  pour  équation 

Z-Z:^p{X-x)-^q(Y-jr\ 

€t  la  condition  pour  que  ce  plan  soit  parallèle  à  la  droite 

X=aZ,       Y  =  6Z, 
est,  comme  l'on  sait, 

ap  -\-  bq  =\, 
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666.  Pour  intégrer  l'équation,  aux  dérivées  partielles, 
des  surfaces  cylindriques, 

ap  -^bq  =  \, 
il  faut  d'abord  (648)  intégrer  le  système 

(I.T        dy 

ce  qui  donne 

jn — az=zc,      y  —  6z  =  c'; 

par  conséquent,  l'équation  ç  ( j:  —  az^  y  —  J^)  =  o,  ou 

y  —  hzz=^<^[x  —  az)  , 

est  Tintégrale  cherchée. 

667.  La  fonction  arbitraire  4>,  qui  entre  dans  l'inté- 
grale générale,  peut  être  déterminée  par  diverses  condi- 
tions. 

Si,  par  exemple,  on  veut  que  la  surface  cylindrique 
passe  par  une  courbe  donnée 

(i)  F(j:,  j,  z)  =  o,      F,(i,j,  2)  =  o, 

on  posera 

(2)  X  —  «3  =  a,      y  —  ^z  =  6. 

Les  équations  (i)  et  (2)  doivent  être  satisfaites  par  les 
mêmes  valeurs  de  x,  j^,  z,  pour  que  tous  les  points  de  la 
courbe  soient  sur  la  surface.  En  éliminant  JC,  }^,  z  enire 
ces  quatre  équations,  on  trouvera  une  relation  telle  que 
y  (a,  6)  =  o,  d'où  6  =  4>  (a)  \  on  aura  donc  par  ce  calcul 
la  forme  particulière  de  la  fonction  4>. 

'  668.  Si  la  surface  cylindrique  doit  être  circonscrite  à 
une  surface  donnée 

on  commencera  par  déterminer  la  courbe  de  contact,  ce 
qui  ramènera  le  nouveau  problème  au  précédent.  Or, 
l'équation  (i)  est  déjà  une  des  équations  de  celte  courbe. 
On  obtiendra  une  seconde  équation  en  exprimant  que  la 
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surface  donnée  et  le  cylindre  ont  le  même  plan  tangent  en 
chaque  point  de  cette  courbe. 

Le  plan  langent  à  la  surface  (i)  a  pour  équation 

_(X-x)  +  -(Y-r)  +  -(Z-.)=o. 

L'équation  du  plan  tangent  au  cylindre  est 

Z  —  z  = /?  (  X  —  X  )  4- 7  (  Y  —  j  )  : 

on  aura  donc 


dF 


P^^-dF' 


dF 
dz 


En  portant  ces  valeurs  dans  Téquation 

ap  -i-  bq  =  î^ 


bn  aura 

(a) 


a 


tix 


dy         dz 


Les  équations  (i)  et  (2)  déterminent  complètement  la 
courbe  de  contact. 


SURFACES    CONIQUES. 

669.    On  appelle  surface  conique  une  surface  engen- 
drée par  une  droite  indéfinie  KN  qui  passe  par  un  point 
Fig.  X14.  fi'f^  K. ,  et  rencontre  constam- 

ment une  courbe  donnée  ANB, 
nommée  direc  trice . 

Soient  fl,  è,  c  les  coordon- 
nées du  point  K.    La   généra- 
"«"        trice  KN  sera  représentée,  dans 
une  de  ses   positions ,   par  les 
équations 

X  —  a  :=  a  (z  —  r), 


(0 
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a  et  S  étant  deux  paramètres  qui  varient  avec  la  position 
de  la  génératrice.  Pour  exprimer  que  cette  droite  ren- 
contre la  courbe  AB,  on  éliminera  x^  y  et  z  entre  les 
équations  (i)  et  les  équations 

(2)  F(j:,  r,  z)  =  0,       F,(j:,>,  z)  =  0, 

qui  représentent  la  directrice  AN6.  On  obtiendra  ainsi 
une  relation 

(3)  <p(a,  6)  =  o; 

en  éliminant  ensuite  a  et  S  entre  les  équations  (i)  et  (3), 
X  —  a    y  —  b 
c      z 


on  aura  qp    > ==  o,  ou 

*   \   7.  —  r       7.  —  r.    I 


Y  —  h  1 X  —  a\ 

équation  générale,  en  quantités  finies  ^  des  surfaces  co- 
niques. 

670.  L'équation  (4)9  diflerentiée  successivement  par 
rapport  k  x  et  à  y,  donne 

En  éliminant  4>'  ( j  entre  ces  équations,  on  aura 

[X  —  ^)P  _^z  —  c^{x  —  a)p^ 

Z'^c  —  {jr—  b)q  (x—a)q  ' 

d'où 

(5)  z-'C  =  (x  —  a)p-h{y—b)q, 

équation    aux   dérivées   partielles    des    surfaces    co- 
niques. 

671.  Pour  intégrer  l'équation  (5),   on  résoudra  le 
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•Ai'.} 


système 


tir 


dr 


ilz 


X  —  a       j  —  b        *  —  c 
qui  a  pour  intégrales 


'-«=€.     ^=C, 


S  —  c 


z  —  c 


ce  qui  doune 


^=*{î^) 


c'est-à-dire  réquation  (4)*  L^  fonction  arbitraire  4>  sera 
déterminée  par  la  condition  que  la  surface  conique  passe 
par  une  courbe  donnée,  ou  soit  tangente  à  une  surface 
donnée.  La  marche  à  suivre  pour  résoudre  ces  problèmes 
est  indiquée  aux  n*^*  667  et  668. 


Fig.    ii5. 


SURFACES    COAOIDES. 

672.  On  appelle  surface  conoïde  loute  surface  engen- 
drée par  une  droite  parallèle  à 
un  plan  donné,  nommé  plan 
directeur,  et  qui  est  assujettie 
à  rencontrer  une  droite  et  une 
courbe  données. 

Prenons  pour  plan  des  xy  un 
plan  parallèle  au  plan  directeur, 
et  pour  aie  des  z  la  directrice 
rectiligne. 


Soient 


(I) 


F   (X,  J,  z)=rO, 
F|(j:,  J,  Z)=0 


les  éi|uations  de  la  directrice  curviligne  AB. 
Les  équations  de  la  génératrice  MN  seront 

(a)  z=a,      x=^^f 

et  si  Ton  élimine  a:, y,  z  entre  les  quatre  équations  (i) 
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ei  (  >))  on  aura  jbbb  certaiiie  écpiation 

(3)  «p(a,  6)r=:0 

exprimant  que  la  génératrice  MN  rencontre  la  directrice 
A6.  Si  donc  on  élimine  a  et  S  entre  les  équations  (a) 

et  (3),  on  aura  ç  (  z,  -  j  =  o,  ou 

(4)  .  =  *(J): 

c'est,  en  quantités  finies ^  Téquation  des  surfaces  CO" 
noïdes, 

673.  En  diflFérentiant  Téquation  (4),  on  aura 
d'où  Ton  conclut 

(5)  pX'^qjr  =  0, 

équation  aux  dérivées  partielles  àes  surfaces  co- 
noïdes. 

Cette  équation  exprime  que  le  plan  tangent  en  un  point 
quelconque  M,  contient  la  génératrice  correspondante. 
Eu  effet,  si  dans  Téquation  du  plan  tangent 

Z-z  =  p[yi-x)-\-q[Y-x) 

on  fait  X  =  o,  Y  =  o,  il  en  résultera 

Z  —  z-=z  —  px  —  qjr  =  Oy       d'où       Z  r=  Z. 

Le  plan  tangent  rencontre  donc  Taxe  des  z  au  même  point 
que  la  génératrice  KM,  et,  par  suite,  il  contient  cette 
droite  avec  laquelle  il  a  déjà  le  point  M  commun. 

SURFACES    DE    RÉVOLUTIOIT. 

674.  Les  surfaces  de  résolution  sont  celles  que  l'on 
obtient  en  faisant  tourner  une  certaine  courbe  autour 
d'une  droite  fixe,  nommée  axe  de  résolution. 
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Pour  plus  de  simplicilc  prenons  Torigiiie  sur  Taxe  OD. 

Soit  AJVIB  la  courbe  génératrice.  Dans  le  mouvement  de 

Fig.  116. 


cette  ligne  chacun  de 
points  décrit  une  circonfé- 
rence, et  Ton  |>eui  considé- 
fer  la  surface  de  révolution 
comme  le  lieu  des  circon- 
férences de  cercle  qui  ont 
leurs  rentres  sur  Taxe,  leurs 
plans  perpendiculaires  a  cet 


axe,  et  qui  rencontrent  la  courbe  AB. 
Soient 


(0 


X 

a 


V 

• 

h 


z 
c 


(2) 


(3) 


les  équations  de  la  droite  OD,  et 

X»  -\-y^  -+-2»  =a, 
ax  -^  by  -\-  cz  =z  Z 

les  équations  du  cercle  mobile,  considéré  comme  Tinter- 
section  d'une  sphère,  ayant  son  centre  au  point  O,  et  d'un 
plan  perpendiculaire  à  Taxe  OD. 
Soient 

F,  (^,r>  2)  =  0 
les  équations  de  la  courbe  AB.  En  exprimant  que  le  cercle 
et  la  courbe  se  rencontrent,  on  parviendra  à  une  certaine 
relation 

(4)  (ï)(a,6)=o, 

et  si  l'on  élimine  ensuite  a  et  S  entre  les  équations  (a) 
et  (  4) ,  on  aura 

ff  (  j'  +  jr*  -t-  2*>  ax  -^  by  -\-  cz)  =  o 
ou 

(5)  ax  -\-  ifx  -{-  cz  =  ^  [x^  -4- j*  4-  z'), 

équation  générale,  en  quantités  ^nies,  des  surfaces  de 
révolution. 
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675.  Pour  obtenir  l'équation  aux  dérivées  partielles^ 
on  différenûera  l'équation  (5),  ce  qui  donnera 

a  -\-cp:=  2'I>'( a?'  -h/'  -4-  z*)  [x  -t-  z/?), 
b  -\-cqz=  2<ï)'(x»  4-^^-4-  z')  (r  +  zq)f 

d'où,  en  éliminant  la  fonction  4>', 

.  a  -\-  cp       X  '\-  zp 

b  -\-  cq       J  -4-  s^ 
et,  par  suite, 

(6)  {cy  —  bz) p  -\-  [az  —  ex)  q  =:  bx  —  ay^ 

équation  aujc  dérivées  partielles  des  surfaces  de  révo- 
lution. 

676.  Cette  équation  exprime  que  toutes  les  normales 
d'une  surface  de  révolution  rencontrent  Taxe. 

En  effet,  si  Ton  élimine  X,  Y,  Z  entre  les  équations 
de  la  normale 

(  X--j:-f-/?(Z  — z)=:o, 

^'^  j  Y-7  +  9(Z-z)  =  o, 

et  les  équations  de  l'axe 

(8)  X=-Z,      Y:=-Z, 

ce 

on  retrouve  précisément  l'équation  (6). 

677.  Pour  intégrer  l'équation 

(i)  [cy — bz)p-\'[az  —  ex)q=:bx  —  ay^ 

il  faut  commencer  par  intégrer  les  équations  simultanées 

d.T  dy  dz 

ejr  —  bz       az  —  ex       bx  —  ay 

Or,  si  l'on  représente  par  dt  la  valeur  commune  de  ces 
trois  rapports,  il  en  résultera 

dx  =  {cy  —  bz  )  dtf 
(a)  ]dy=z[az  —  cx)dt, 

dz  =  [bx  —  ay)  du 
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En  ajoutant  ces  trois  dernières  équations  niiilli|)liées 
respectivement  par  jr,  ^)',  z,  on  trouve 

xdx  -+-  ydj'  -:-  zdz  —  o, 
d'où 

x^-r-y--^  Z^'  =  C. 

Si  l'on  ajoute  les  mêmes  équations  respeclivemenl 
multipliées  par  a,  b,  c,  on  a 

a dx  -i-  b dy  -^  cdz  =  o^ 

d'où 

ax  -\-  by  -\-  cz  =  C. 

Donc  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  sera 

(3)  ax -\-by -k- cz  =^{x'^ -r- y- '^  z^). 

678.  Les  équations  (i)  et  (3)  prennent  une  forme  plus 
simple  quand  OD  est  Taxe  des  z.  Elles  se  réduisent  à 

py  —  qx^-  o, 
z  =  ^{x^  -^  y^  )• 

On  pourrait  les  trouver  directement. 

DES   LIGNES   DE    NIVEAU    ET   DES    LIGNES   DE    PLUS    GRANDE 

PENTE. 

679.  On  appelle  lignes  de  iih'eau  sur  une  surface  les 
sections  faites  dans  la  surface  par  des  plans  horizon- 
taux. Supposons  la  surface  rapportée  à  trois  plans  de 
coordonnées  dont  l'un,  celui  des  xy  par  exemple,  soit 
horizontal  :  une  ligne  de  niveau  quelconque  se  projet- 
tera sur  ce  plan  en  vraie  grandeur,  et  l'équation  de  sa 
projection  se  déduira  de  celle  de  la  surface  en  y  rem- 
plaçant z  par  une  constante  convenable. 

Quand  on  se  déplace  d'une  manière  quelconque  sur 

la  surface,  on  a 

dz  =  p  dx  -\-  q  dy  ; 

le  long  d'une  ligne  de  niveau,  dz  est  nul,  et  l'on  a,  pour 
Sturm.  —  An,^  II.  l4 
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le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  cette  ligne  ou  à 
sa  projection  horizontale, 

la  tangente  en  un  point  quelconque  de  la  ligne  de  ni- 
veau est  une  horizontale  du  plan  qui  touche  la  surface 
au  même  point. 

680.  Parmi  toutes  les  droites  menées  par  un  point 
dans  un  plan,  il  en  est  une  qui  fait  avec  l'horizon  un 
angle  plus  grand  que  toutes  les  autres  :  c'est  la  ligne  de 
f)lus  grande  pente  du  plan,  et  Ton  sait  qu'elle  est  per- 
pendiculaire à  toutes  les  horizontales  du  plan. 

Sur  une  surface,  on  appelle  ligne  de  plus  graûde 
pente  une  ligne  telle  que  sa  tangente  MT  en  un  quel- 
conque de  ses  points,  M,  soit  la  ligne  de  plus  grande 
pente  du  plan  tangent  en  M;  elle  est  plus  inclinée  sur 
l'horizon  qu'aucune  des  droites  qui  touchent  la  surface 
au  même  point.  La  droite  MT  est  perpendiculaire  à 
l'horizontale  Mil  du  plan  tangent,  c'est-à-dire  à  la  tan- 
gente à  la  ligne  de  niveau  qui  passe  en  M;  pour  que 
l'angle  HMT,  dont  un  côté  est  horizontal,  soit  droit,  il 
faut  et  il  suffit  que  les  projections  horizontales  de  MH 
et  de  MT  soient  perpendiculaires  l'une  à  l'autre;  nous 
avons  vu  (i)  que  le  coefficient  angulaire  de  la  première 

est  —  -;  celui  de  la  seconde  doit  être  éffal  à  ->  et  l'on 
y  ^        P 

aura,  tout  le  long  d*une  ligne  de  plus  grande  pente, 

dy       q  ,  , 

(2j  .       '^  =  p     pdy  —  qdx  =  o. 

Si  l'on  remplace  p  eÀ  cj  par  leurs  valeurs  en  fonction 
de  X  et  j  tirées  de  l'équation  de  la  surface,  on  pourra 
intégrer  l'équation  (2),  ce  qui  fera  connaître  la  projec- 
tion horizontale  d'une  ligne  de  plus  grande  pente  carac- 
térisée par  la  valeur  de  la  constante  d'intégration;  c'est 
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une  trajectoire  orthogonale  des  projections  des  lignes 
de  niveau. 

Pour  qu'une  ligne  tracée  sur  une  surface  soit  une  ligne 
de  plus  grande  pente,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  soit  ortho- 
gonale aux  lignes  de  niveau  qu'elle  rencontre.  Sur  une 
surface  de  révolution  à  axe  vertical,  les  parallèh^s  sont 
des  lignes  de  niveau  ;  les  courbes  méridiennes,  ortliogo- 
nales  aux  parallèles,  sont  les  lignes  de  plus  grande  pente. 

681.   Considérons  un  ellipsoïde  défini  par  Técpiation 

(3)  Aa-»-f-B7«-i-G;;»  =  n, 

le  plan^des  xy  étant  toujours  horizontal.  On  voit  que  les 
lignes  de  niveau  sont  des  ellipses  homnihéliquos.  Pour 
déterminer  les  lignes  de  plus  grande  pente,  je  tire  de 
Téquation  (3) 


P  =  —  rZ-» 


_  i 


si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  Térjuation  (2),  :;  disparaît 
et  l'on  a 

dx       Kx  y  X 

Les  intégrales  des  deux  membres  sont  des  loga- 
rithmes ;  en  passant  aux  nombres" correspondants  et  dé- 
signant par  m  une  constante  arbitraire,  on  trouve 

(  4  )  y^  =  ^^^^  • 

Les  lignes  de  plus  grande  pente  sont,  en  général,  à 
double  courbure  et  se  projettent  horizontalement  sui- 
vant des  lignes  paraboliques  passant  à  l'origine  :  toute- 
fois, en  prenant  ni  nul  ou  infini,  on  a  les  ellipses  princi- 
pales, dont  les  plans  sont  verticaux.  La  constante  fn  se 
calcule  en  exprimant  que  la  courbe  (4)  passe  par  un 
point  donné;  si  ce  point  coïncidait  avec  l'origine,  la 
valeur  de  m  serait  naturellement  indéterminée. 


i4 
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SUITE  DES  APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES  DES  ÉQUATIONS 

AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES. 

Surfaces  développables.  —  Intégration  de  Téquation  des  surfaces  déve- 
loppables.  —  Surfaces  réglées.  —  Équation  de  la  corde  vibrante. 


DES    SURFACES    DÉVELOPPABLES. 

682.  On  nomme  surfaces  développables  celles  quî 
étant  supposées  flexibles  et  inextensibles  peuvent  s'appli- 
quer sur  un  plan  sans  déchirure  ni  dnplicature.  Telle: 
sont  les  surfaces  cylindriques  et  les  surfaces  coniques. 

Ton  le  surface  développable  peut  être  considérée  (n**  6*) 
comme  le  lieu  des  tangentes  à  une  certaine  courbe,  nom- 
mée arête  de  rebroussement  de  la  surface.  Il  n'y  a  d'ex- 
ception que  pour  le  cône,  où  l'arête  de  rebroussement  se 
réduite  un  point,  etpourle  cylindre,  oùcette courbe  passe 
à  rinfini;  mais  comme  nous  avons  déjà  examiné  ces  cas 
particuliers,  nous  en  ferons  abstraction  dans  ce  qui  suit. 

683,  Soient 

(i)  ^=f{z)y    r  — ?W 

les  équations  de  Tarèle  de  rebroussement.  Les  équationsi 
de  sa  tangente  en  un  point  (a,  6,  y)  seront 

,,  (^-/(7)=/'(7)(2-7). 

f  r  —  ?(7)  =  ?'(7)(2^7)- 
En  éliminant  y  entre  ces  équations,  on  aura  l'équation 
de  la  surface  développable.  Mais,  au  lieu  d'opérer  cette 
élimination  qui  ne  peut  se  faire  qu'en  particularisant  la 
forme  des  fondions^ et  y,  nous  allons  chercher  une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles,  indépendante  de  ces  fonctions, 
et  qui  exprimera  une  propriété  commune  à  toutes  les 
surfaces  développables. 
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684.  Les  équations  (a)  déiermiiieiit  z  el  y  quand  X 
^y  soûl  connus.  On  peut  donc  considérer  z  et  y  comme 
des  fonctions  de  x  el  de  y.  En  diiréreiitiant,  tour  à  tour, 
ces  équations  par  rapport  à  x  et  à  7,  on  aura 

'^7         /•„    >/'..        ''7\    ,    /.,/,    >  /.       „^''7 


(3) 


(4) 


.-/'(7)^,=/'(7)(/>-;i)+/"(7)(^-7)5^. 
-/'(7)J=/'(7)(.-J)  +  /"(7)(=-7)g. 

-.'(7)S=/(7)(/'-S)-^."a)(3-7)S» 

•-?'(7l0=?'(7)(7-0)  +  ?"(7)(»-7),^. 
OU  bien ,  en  simplifiant, 

>  =  P/'(7)+/''(7).('-7)  J' 
o  =  9/'(7)+/-(7)(3-7)g, 

o  =  /'?'{7)  +  ?"(7)(2-7)JJ' 
'=<??'(7)-t-î"(7)(^-7)  J^- 

En  éliminant,  entre  ces  quatre  équations  (z  — y)  -y-y 
(z  —  y)  ~j^  ^^  7»  îl  restera  une  relation  entre  p  et  q^ 

(5)  q  =  ^{p)y 

équation  du  premier  ordre  qui  convient  à  toutes  les  sur- 
faces dëveloppables,  mais  dans  laquelle  il  entre  encore 
une  fonction  arbitraire. 

685,  Ce  résultat  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons 
trouvé  pour  les  surfaces  cylindriques  dont  Téquatiou  aux 
différentielles  partielles  est 
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II  semble  qu'il  y  ait  exception  pour  Jes  surfaces  co- 
niques dont  Téquation  aux  di fié renti elles  partielles  est  « 

mais  si  l'on  prend  l'équation  en  quantités  finies 

on  voit  que  z  —  c  étant  une  fonction  homogène  du  pre- 
mier degré  àe y  —  b  et  de  j:  —  a^p  ei  q  seront  des  fonc- 
tions homogènes,  et  du  degré  o,  des  mêmes  différences 
(I,  177)*,  on  aura  donc 


.r  —  al  \x  —  a 


» 


et, en  éliminant  *^ on  obtiendra  une  relation  entre  p 

et  q.  Cette  relation  dépendra  de  la  fonction  cp,  tandis  que, 
dans  l'équation  des  surfaces  cylindriques,  la  relation 
entre  p  et  q  ne  dépend  que  des  constantes  qui  définissent 
la  direction  des  génératrices. 

686.  L'élimination  indiquée  n^  684  peut  se  faire 
comme  il  suit.  En  ajoutant  la  première  et  la  troisième 
équation  du  système  (4),  respectivement  multipliées  par 

^"(7)  ^^  — f"{y)'>  ^"  ^^^^ 

(5)  f  (7)  =:/.[/'(7)  /(v)  -  ?'(7)/"(7)]- 

La  seconde  et  la  quatrième  équation  traitées  de  la 
même  manière  donnent 

(6).         .      /"'(7)  =  <7[?'(7)/"(7)-/'(7)/(7)]. 

Il  no  restera  donc  plus  qu'à  éliminer  7  entre  les  deux 
dernières  équations. 

687.  Soit 

(7)  ^  =  ^^P) 
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l'équation   aux  dérivées   partielles,  du   premier  ordre, 
résultant  de  Télimination  précédente.  Posons 

dp  _d^z  _ 
di~'dF^~^' 

dp  ^dq  _    d^z    __ 
dy      dx       dxdy        ' 

dq  _d^z  _ 
^y  ~  dy^~ 

En  différentiant  Téquation  (^),  successivemeni  par 
ripport  à  a;  et  à  r,  nous  aurons 

t  =  sy(p), 

d'où,  en  éliminant  <{/'(/?), 

(8)  s^  —  rt^.o' 

équation  qui  ne  renferme  aucune  trace  des  fonctions 
particulières  y  et  (f.  C'est  Téqnation  aux  drri\ées  par- 
tielles, du  second  ordre,  des  surfaces  développaliles. 

INTÉGRATION     DE    l'ÉQUATION      AUX     DÉRIVÉHS     l'VRTIELLKS 

DES    SURFACES    DÉVELOPPABLES. 

688.  Pour  efTectuer  cette  intégration,  nous  nous  ap- 
puierons sur  une  proposition  générale  que  nous  allons 
d'abord  établir. 

Soient  II  et  v  deux  fonctions  des  mcnics  variables 
indépendantes  x,  y^  z  :  si  l^une  d'elles,  r,  se  tédait  à 
une  Jonction  de  V autre j 

(i)  r='^(i/), 

les  dérivées  partielles  de  u  et  i'  seront  propoition- 
nelleSj  et  réciproquement, 

La  première  partie  s'élablit  en  difTérentiant  l'iden- 
tité (i)  : 

dv        .,.,  du       dv        , ,      -  du 


•    •    •    C 
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Réciproquement,  si  l'on  a 

â?(>       ,  du       ^^  _  \  ^'^       ^^  _  "i  ^^ 
6/.r  "      dx^      dy  ~      dy       dz  ~~      dz 

\  étant  une  fonction  quelconque  de  x^  y^  z^  il  suffît 
(rajouter  membre  à  membre  les  égalités  précédentes, 
après  les  avoir  respectivement  multipliées  par  dx,  dj^ 
dz^  pour  trouver  la  relation 

dv  =  \du, 

dv  et  du  étant  des  différentielles  totales  :  il  en  résulte 
(o33  et  534-)  que  i^  se  réduit  à  une  fonction  de  la  seule 
variable  u.  ^ 

G89.  Cela  posé,  Téquation  des  surfaces  dévelop- 
pablos 

(  2  )  rt  —  s^ 

nous  donne 

r        s  dp     dq       dp     dq 

s        t  dx  '  dx  '  '  dy  '  dy  ' 

donc,  en  vertu  de  la  proposition  établie  n°  688,  g  est 
une  fonction  de  p  et  Ton  peut  écrire,  comme  intégrale 
première  de  l'équation  (2), 

C'est  une  équation  non  linéaire  entre  les  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  de  ^,  et  nous  sommes  con- 
duits (660)  à  chercher  une  intégrale  des  équations 

dx     _   dy  _  dz  _  dp  _  dq  ^ 

^'{p)  ~  —i~  p^'(p)^^q  "    o    ~  "ô   ' 

on  obtient  une  intégrale  en  égalant  p  à  une  constante  a, 
et  l'on  en  déduit,  eu  égard  à  la  relation  (  3), 

q  =  ^(a)^     dz  =  a  dx -h  ^{a)dy; 

intégrant  cette  différentielle  et  désignant  par  b  une 
nouvelle  constante,  on   trouve  une  intégrale  complète 
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de  l'équation  (3), 

(4)  z  =  ax -\- y'^ia)-^- b 

Pour  en  déduire  l'intégrale  générale  de  l'équation  (3), 
et,  par  suite,  de  l'équation  (2),  il  faut  (n°  661  )  rempla- 
cer b  par  une  fonction  arbitraire  F(<'')  et  éliminer  a 
entre  les  équations 

(5)  .  s  =  aa7H-7^  (a) -f- F  (rt  ), 

(6)  0=     x^y'^'{a)-\-F\a), 

L'intégrale  générale  renferme  deux  fondions  arbi- 
traires ;  elle  représent,  la  surface  enveloppe  des 
plans  (5).  Cette  surface  est  le  lieu  des  droites  défi- 
nies par  les  équations  (5)  et  (6).  Lue  quelconque  de 
ces  droites,  D,  rencontre  la  droite  infiniment  voi- 
sine D',  si  l'on  néglige  des  infiniment  petits  d'ordre  su- 
périeur au  premier.  Les  équations  de  D'  se  déduisent 
des  équations  (5)  et  (6)  en  y  remplaçant  a  par  a  -\-  da\ 
si,  des  équations  ainsi  formées  on  retranche  les  équa- 
tions dont  elles  dérivent,  et  si  Von  divise  par  da^  on 
aura,  en  négligeant  les  quantités  infiniment  petites, 

o  =  x^y^\a)  -h  F'(«),     o  =r'/(«)  -"  !'-(«;; 

la  première  équation  coïncide  avec  l'équation  (6),  et 
les  droites  D,  D'  se  coupent  en  un  point  dont  les  coor- 
données sont 

^'¥"  6  F" 

z  =  a\r  -aF'-l^,-+F; 

le  lieu  de  ce  point  est  l'arête  de  rebroussement  de  la 
surface,  arête  dont  les  tangentes  sont  les  généra- 
trices D. 


,,8  ' 
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DES    SURFACES    RÉGLÉES. 


690.  Les  surfaces  développables  sont  un  cas  parlîculier 
des  surfaces  réglées^  c'esl-à-dire  de  celles  qui  s'engen- 
drent par  le  mouvement  d'une  ligne  droite.  On  nomme 
surface  gauche  toute  surface  réglée  qui  n'est  pas  déve- 
loppable. 

Soient 

Îar  rrr  r/z  -f-  a, 

les  équalîons  d'une  droite  :  si  a,  i,  a,  o  sont  des  fonc- 
tions d*une  même  indéterminée  y,  en  faisant  varier  y 
d'une  manière  continue,  la  droite  (i)  se  déplacera  succes- 
sivement dans  l'espace  et  engendrera  une  surface  réglée. 
On  aurait  l'équation  de  la  surface  en  éliminant  y  entre 
les  équations  (i). 

Les  quatre  paramètres  variables  «,  i,  a,  6  étant  des 
fonctions  d'une  même  indéUîrminée,  on  peut  considérer 
trois  d'entre  eux  comme  des  fonctions  du  quatrième.  On 
peut  même  considérer  a,  t,  a,  6  comme  des  fonctions  de  x 
et  dej^.  Car  si  l'on  élimine  z  entre  les  équations  (i),  on 
aura  une  relation  entre  x^j  et  les  paramètres  a,  fe,  a,  6, 
qui  sont  des  fonctions  de  y.  On  peut  donc  dire  que  y,  et, 
par  suite,  a,  i,  a,  6  sont  des  fonctions  de  x  et  de  y, 

691.  Difïérention s  l'équation 

x  z=z  az  -\-  a.  y 

tour  à  tour  par  rapport  k  x  ex  à^,  en  regardant  a  et  a. 
comme  des  fonctions  de  ces  deux  variables  :  nous  aurons 

,    .  da         dx 

il)  i=:ap-hz- h  3-5      . 

d.jc        doc 

/ov  da         doL 

(3)  0=:aq-\-Z- h  -7-« 

^  djr        djr 
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Ajoutons  CCS  équations  rcspectiveineni  multipliées  }»ar  — 

j 

da  , 

et T-:  en  observant  que 

dx  da         da.  da 
dx  dy         dy  dx 

puisque  a  et  a  sont  fonctions  Tun  de  Tautre  ,  connue 
étant  fonctions  du  même  paramètre  y  (n"  688),  nous 
aurons 

. , .  da  l     da  da\ 

En  différentiant  réquatîon  y  =  iz  4-  6,  et  remarquant 

dh     db  '  \\       s   dt     da  , 

que  — î  —  sont  proportionnelles  ^  -t-'>  -^>  on  aura  de 


même 


1=)       i='('£~-l) 

S,i.     .        1  da      da  , 

1  mamteuantr  on  élimine  le  rapport  -7-  :  -7-  entre  les 

*  '■        ax      dy 

équations  (4)  et  (5),  mises  sous  la  forme 

da  da 

da  dn 

il  viendra 

(1  —  ap)  (1  —  bq)  —  ahpq  =:  o, 
ou 

(6)  ap  -h  bq  =:  i  y 

équatton  différentielle  du  premier  ordre,  renfcrnianlseu- 
lementdeuxfonctions,rtet&5derindélermînéey.  En  ayant 
égard  à  cette  relation,  les  équations  (4)  et  (5)  peuvent 
s'écrire 


(7) 


da  da 

dy  dr. 

,  db  db 

6  —-  H- /î  -—  =  o. 
dy  dx 
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692.  Cherchons  maintenant  l'équation  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre.  En  dilTérentiant,  tour  à  tour, 
l'équation 

ap  -k-  hq  ■=  \ 

par  rapport  k  x  ^1  y^  nous  aurons 

,  da  db 

^'- ^  ^' ^  P  di-^  1  dx  =  °' 

,  da  db 

as  -\-  ot  -\-  p  -, — h  <7  -7-  =  o. 
dy  dy 

En  ajoutant  ces  équations  multipliées,  la  première 
par  a,  la  seconde  par  fc,  et  en  ajant  égard  aux  équa- 
tions (7),   nous  aurons 

«2/-  -h  labs  -h  b^t  =  o, 


a 


ou,  en  posant  y  =  c, 

(  8  )  '     c^r-^ics-t-t  =  Oy 

équation  du  second  ordre  ne  renfermant  plus  qu'une 
seule  fonction  arbitraire  c. 


693.   Soient 

d^  z       dr 

dx^       dx         "' 

• 

d^  z          dr        ds 

dx^dy       dy       dx         ' 

d^z          dt       ds 

dxdy^       dx      dy          ' 

d^z       dt 

dy^       dy 

Différentions  l'équation  (8),  tour  à  tour,  par  rapport  à 
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o:  et  à  ^  :  il  viendra 

de  fie 

r*u  -\-  7.CV  H-  «'  -I-  7.cr— h-  25  -—  =o, 

(MX  dx 

de  <A.' 

dy  dy 

Multipliant  la  première  parc  et  ajoutant,  il  en  résulte 

(9)  c^  Il  +  3  c*«»  -4-  3  rw  -t-  u  =:  G  ; 

car  c -% — H^   est  nul,    en   vertu  des  équations   (-), 

puisque 

de        de  _^    i   r    ,da         ^db        z,  j  ^^  a  ^^  1 

dx        dy  ~  63  L       dx  dx  dy  dy  \ 

L'équation  aux  dérivées  partielles,  du  troisième  or- 
dre, résultera  de  Télimination  de  ç  entre  les  équa- 
tions (8)  et  (9). 

ÉQUATION    DE    LA    CORDB    VIBRANTE. 

694.  On  démontre  en  Mécanique  que  le  mouvement 
des  différents  points  d'une  corde  vibrante,  fixée  à  ses 
deux  extrémités,  est  représenté  par  Téqualion  aux  déri- 
vées partielles  du  second  ordre 

d'^u  d^u 

(0  -yr.=^' 


dy^  dx^' 

MP  =  //,  AP  =  X  sont  les  coor- 
données rectangulaires  d'un  point  quelconque  de  la 
corde,  l'origine  étant  l'extrémité  A;  y  désigne  le 
temps. 

Pour  intégrer  l'équation  (i),  j»renons  deux  nouvelles 
variables  a  et  6,  liées  aux  variables  :r  et  j^  par  les  équa- 
tions 

(2)  a  =  .r  -t-  ayy     ^  z=z  x  —  ny. 

Si  de  ces  équations  on  tirait  les  valeurs  de  x  et  dej*  en 
a  et  6,  et  qu'on  les  portât  dans  la  fonction  cherchée  w, 
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cette  dernière  deviendrait  une  fonction  explicite  de  a  et 
de  ê.  On  peut  donc  considérer  u  coQime  une  fonction  de 
«  et  de  S,  On  aura  alors,  à  cause  des  équations  (2), 

fia        du.       (lu 
dx       dx        dfj 

d^u        d^fi  d^u  d^  u 

2  ~ —  — 


d.T^         dj?  dad^         d^^- 

On  trouvera  de  même 

d^u  /d^n  d^/f  d^u 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (1),  on  aura, 
après  .les  réductions, 

Celte  équation  est  facile  à  intégrer.  Elle  peut  s^écrire 

du 

donc  —  ne  dépend  pas  de  a,  et  Ton  a 

d^  ^  ^' 

u  désignant  une  fonction  arbitraire.  On  en  déduit 

et,  par  conséquent,  en  représentant  par  ^p  (6)  Tinlégrale 
/cj(ê)^/o,  ^  désignant  encore  une  fonction  arbitraire, 
OD  aura 

c'est-à-dire 

(4)  «  =  ?(''^  +  ^.>')  4--M-^-~  ^j)- 
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Telle  est  Tinlégrale  générale  de  réqualion  (i);  on 
peut  d'ailleurs  la  vérifier  par  la  dilïérentialion. 

695.  L'intégrale  générale  contient  deux  fonctions  arbi- 
traires cp  et  vp  qui  se  déterminent  par  deux  conditions 
distinctes.  Ordinairenienton  suppose  connues  Tordonnée/i 

et  sa  dérivée  —  pour  tous  les  points  de  la  corde,  à  Tori- 

gine  du  temps,  c'est-à-dire  pourj^  =  o.  Alors  l'ordonnée,  m, 

et  la  vitesse  verticale  —  de  chaque  point  sont  des  fonc- 

tions  données  de  x.  Posons 

« 

li  =/(x) ,      —  =/,  (x) ,  pour  J  r=  o. 

On  aura,  en  faisant  jr=  o  dans  l'équation  (4),  et  dans  sa 
dérivée    par  rapport  à  j^. 

De  cette  dernière  on  déduit 

F  [x)  étant  une  fonction  connue,  et  C  une  conslanle  arbi- 
traire* Par  conséquent  on  a 


+  (^)  =  ^[/W-l^^W-c]; 


d'où 


'^  =  ^   /(^  +  ay)  -f-/(^  —  «7  )  -^  F(a;  -f-  ay)  —  ¥{x  —  ay)y 

La  valeur  de  u  est  complètement  déterminée.  Comme  on 
devait  s'y  attendre,  la  constante  C,  introduite  dans  le 
cours  du  calcul,  a  disparu  d'elle-même. 
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EXERCICES. 

1.  Discuter  la  surface  représentée  par  l'équation 

[axx-\-h{x^-r-z^)Y  =  ^*R2^*-T-  h^{\\^—a^)z^. 

Solution  :  Surface  engendrée  par  une  droite  assujettie  à  ren« 
contrer  une  droite  donnée  et  deux  circonférences  données. 

2.  Intégrer  l'équation 

d^z  X       ^^  _      , 

drclf       I  —  y^  dx~    *^  * 

Solution  :    2  =  cp(/)-i-i]^(j7) /i  —  j^  — «j;(i— 7*). 
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œURBURE  DES  SURFACES. 

Courbure  d^une  ligne  située  sur  une  surface.  —  Théorème  de  Meunier.  -— 
Courbure  d'une  section  normale.  —  Sections  principales.  —  Variation 
des  rayons  de  eourbure  des  sections  normales  faites  en  un  même  point 
d*une  surface.  —  Détermination  des  ombilics. 


COURBURE    d'une  LIGNE  SITUÉE  SUR  UNE   SURFACE  DONNÉE. 

696.  Soîi 
réquatîon  d'une  surface.  Posons,  pour  abréger. 


dz 

d^z 


d'y 


=  ?> 


d^z 


z=zt. 


djc  dy         '      r//' 

Considérons  une  certaine  courbe  CL  passant  par  un 

point  M(x,  y^  z)  de  la 
surface  (i).  Soit  0  Tangle 
que  le  rayon  de  courbure 
R  de  cette  courbe  au  point 
M,  dirigé  suivant  la  droite 
MN,  fait  avec  la  normale 
MP  à  la  surface,  au  même 
point. 

La  normale  MP  ayant  pour  équations 

X  —  .r  =  — p\lé  —  z), 
Y-^  =  -y(Z-z), 

fait  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  respec- 
tivement 

Vi+-/?'-t-^*      v^n-//^-i-7'      ^Th-^m^ 

Sturm.  —  An,^  n,  i5 


p-'^.6  coi'Rs  d\malyse. 

La  droite  MN  fait  avec  les  axes  des  angles  qui  ont  pour: 
cosinus  (I,  292) 

r^^  ,dx  dz 

^lîT'    ^-df'    ^-df' 

en  désignant  par  dl  la  didérentielle  de  Tare  de  courbe. 
On  aura  donc 

d^         d±      d^ 
dl  _     _dt_      jU 

/  X  A     w>   V     ^~di       ^T/T"^"^ 

(2)  COSÔ=rR 

Or, 

dz  z=z  p  dx  -+-  q  dfy 

d'où 

,dz  ,dx  dy         ^    dx         .    dy 

''di=^'''-di-^'f''Ti-^''P-dï^'''ti 


Mail 


donc 


dp  z=z  rd.T  -f-  sdy,     dq  =  sdx  +  td/'^ 


dz  .dx  dy       ,     _  ,  ^dx  ,  ,  ^  dy 

"di  -  P^Tl  -  I^Tt^^'"^  -^  sdy)-+isdx^ldy)-. 


ou 


fiz  dx  dy 

Tl  ^  ITl  ^  ~dï  fdxY 


-P—rr-'l—Tr^'-K-TA  +  ^-^ 


dl        '      dl  '     dl  \dl  I 

On  a,  par  conséquent, 


dl  dl  "^    \  ^//  y 


2  dx  dy  fdy\' 


(d^ 

COS0=:R— ^^ ■  — —J 


d'où 


R—  v/n-y^'-+-7'cosG 
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Maïs  —  ^  —  8'3nl  les  cosinus  des  angles  que  la  tangente  à 

la  courbe  considérée  fait  avec  Taxe  des  x  et  celui  des  y, 
en  désignant  ces  angles  par  a  et  6,  on  aura 


r  ces*  a -f- 2  5  cos  a  cos  6  H- /  cos' f' 

formule  qui  donne  le  rayon  de  courbure  d^ine  section 
quelconque  faite  dans  une  surface,  en  un  point  donné. 

697.  La  valeur  de  R  devant  être  positive,  il  faut  que 
cosS  soit  di^  même  signe  que  le  dénominateur.  Ainsi, 
Tangled  doit  être  aigu  ou  obtus  selon  que  ce  dénomina- 
teur est  positif  ou  négatif,  ce  qui  détermine  dans  quel  sens 
le  rayon  de  courbure  doit  être  porté  sur  la  direction  de 
la  normale  principale. 

THÉORÈME    DE    MEUNIER. 

698.  Si,  dans  la  formule  précédente,  on  suppose 
cosô  =  db  i,  c'est-à-dire  si  le  plan  osculateur  passe  parla 
normale  à  la  surface,  on  aura,  en  désignant  par  jo  le  rayon 
de  courbure  de  la  section  normale, 


(5) 

•       P  — 

V'  I  -4-  a"  -1-  7' 

rcos'a 

-4-  2JCOSacos6 

H-  /cos'6* 

et, 

par 

suite. 

(6) 

• 

R       pcosô. 

De  là  ce  théorème  dû  à  Meunier  :  Le  rayon  de  courbure 
en  un  point  d\ine  courbe  quelconque  tracée  sur  une  sur- 
face  est  égal  au  produit  du  rayon  de  courbure  de  la 
section  normale  qui  confient  la  tangente  à  la  combe, 
multiplié  par  le  cosinus  de  Sangle  que  le  plan  de  la 
section  normale  fait  av^ec  le  plan  osculateur  de  la  courbe. 

699.  Si  Ton  considère  deux  courbes  planes  ayant  la 
même  tangente  au  point  M  et  situées.  Tune  dans  un  plan 

i5. 
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oblique,  Tautre  clans  un  plan  normal,  on  peut  encore 
énoncer  le  théorème  de  Meunier  en  disant  que  le  rayon 
de  courbure  dUine  section  oblique  est  la  projection, 
sur  le  plan  de  cette  courbe^  du  rayon  de  CQurbure  de 
la  section  normale. 

Par  conséquent,  si  une  sphère  a  le  même  centre  et  le 
même  rayon  que  le  cercle  de  courbure  de  la  section  nor- 
male, tous  les  plans  menés  par  la  tangente  à  la  section 
normale  couperont  la  sphère  suivant  des  petits  cercles 
qui  seront  les  cercles  osculateurs  des  sections  obliques 
faites  dans  la  surface  par  ces  différents  plans. 


COURBURE    DES    SECTIONS    NORMALES. 

700.  La  formule  (3)  du  n**  696  permet  de  déterminer  le 
rayon  de  courbure  d'une  section  normale  quelconque  en 
un  point  d'une  surface  ;  il  suffît  d'y  supposer cos  6  =  db  i , 
puisque  le  plan  osculateur  à  la  section  considérée  est 
norma  à  la  surface.  Mais, afin  d'établir  plus  simplement 
les  lois  découvertes  parEuler,  et  suivant  lesquelles  varie 
la  courbure  des  diverses  sections  normales  menées  par  un 
point  de  la  surface,  nous.prendrons  ce  point (j?,^,  ^)pour 
origine  des  coordonnées,  et  pour  plan  des  xy  le  plan 
tangent  à  la  surface  au  même  point.  Uaxe  des  z  sera  la 
normale,  et  Ton  aura/?  =  o,  q  =  o.  En  désignant  par  (p 
F'iQ.  119.  Tangle  que  la  tangente  Oï  à  là 

section  normale  considérée  fait 
avec  Taxe  des  x,  on  a 

D'ailleurs,  on  a  cos6  =  db  i, 
selon  que  le  rayon  de  courbure 
est  dirigé  dans  le  sens  de  Taxe  des  z  ou  dans  le  sens  op- 
posé. On  aura  donc 

P  = 


dy    . 


rîz  I 


r  cos*?p  -H  is  sincf  coscp-h  t  sin'ç' 
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maïs  on  peut  supprimer  le  double  signe  el  écrire  sim- 
plement 

(2)  p  = -. j-^r-^ 

pourvu  que  l'on  convienne  de  porter  la  valeur  absolue 
du  rayon  sur  Taxe  des  z  dans  le  sens  des  z  positifs  si  le 
dénominateur  est  positif,  et  dans  le  sens  opposé  si  ce 
dénominateur  est  négatif. 

SECTIONS    PRINCIPALES. 

« 

701 .  Si  le  plan  normal  tourne  autour  de  Taxe  des  z,  le 
rayon  p  variera  en  même  temps  que  Tangle  cp.  Proposons- 
nous  de  trouver  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de 
ce  rayon.  Comme  ces  valeurs  correspondent  au  minimum 
et  au  maximum  du  dénominateur  dans  la  formule  (2),  il 
faudra  égaler  à  o  la  dérivée  de  ce  dénominateur;  on  aura 

(/ —  r)  2sin(pcosf  +  2jr(cos'(p  —  sin'y)  =  o, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(3)  Jtang'(p-f-(r  —  t)  tan^^f  —  s  z=  o. 

Cette  équation  donne  pour  tangcj^  des  valeurs  réelles, 

dont  le  produî  t  est  égal  à  —  i  • 
Comme  d'ailleurs,  en  faisant 
varier  Tangle  (p  de  o  à  tt,  on 
obtient  tous  les  plans  nor- 
maux qui  passent  par  le  point 
O,  il  suffira  de  considérer  les 
deux  angles  plus  petits  que 
180*^  qui  correspondent  aux 
"deux  racines  de  l'équation.  L'un  étant  désigné  par  a, 

1  autre  sera  nécessairement  — ha. 

2 

Par  conséquent,  si  l'on  trace  sur  le  plan  des  xjr  deux 
droites  OH  et  QK,  faisant  avec  Ox  les  angles  a  el  a  H-  -> 
les  sections  normales  situées  dans  les  plans  zOH,  zOK, 
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correspondront  anx  raTonsdc  roarbure  maximum  et  mi- 
nimum. Eu  effets  ladëffivéedu  second  ordre  de -est 


5» 

« 


1   i  —  r     cfiy^^  —  sin=»   — 8jsin*cos9, 

et  celte  expression  prend  des  valeurs  ^ales  et  de  signes 
contraires  quand  on  t  remplace  s  par  %  et  par  2  -}-  — - 
Remarquons  qu'il  sagit  ici  d  un  maximum  et  d^nn  mini- 
mum analytiques,  en  sorte  que  si  les  deux  valeurs  de  —9 

6 

correspondantes  à  at  et  3^  -:-      étaient  de  signes  contraires, 

celle  qui  serait  an  minimum  négatif  pourrait  être  un 
maximum  en  valeur  absolue. 

Les  droites  OH  et  OK«  faisant  avec  Taxe  Ox  des  angles 

dontladifférenceest  -7  sont  pcrpendîculain*s  entre  elles. 

Donc  les  plans  zOH  et  zOK.  qui  déterminent  sur  la  sur- 
face deux  courbes  planes  à  courbure  maximum  ou  mini- 
mum, son!  perpendiculaires  entre  eux.  On  donne  aux  sec- 
tions faites  par  ces  plans  le  nom  de  sections  princi/mles, 

V\RI\TIO>     I>K    L\    COURBURE    DES    SECTIONS    NORMALES. 

70â.  Prenons  maintenant  pour  plans  des  xz  et  des  yz 
les  plans  des  sections  principales.  Les  valeurs  de  ^  corres- 
pondant au  maximum  et  an  minimum  du  rayon  de  cour- 
bure devront  être  o  et--  Or,  réquatioii 

2  * 

s  lanij;'^  -}-    r  —  t^  tnnj;^  —  s  =  o 

ne  donnera  pour  tango  les  valeurs  o  et  oc  que  si  s  =  0. 
Par  conséqueTit,  la  valeur  de  p  prendra  la  forme  plus 
simple 

(')  P== ; ^-T-» 

'        rcos'flp -h  ^sm'y 

et  Ton  déduira  de  celle  expression  les  deux  rayons  do  cour- 
bure principaux  p'  et  f",  en  faisant,  lour  à  tour,  <y  =  o 
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et  cp  =  -»  ce  qui  donnera 


ou  bien 


,1  .,       ï 


I  I  


P  P 

Ainsî,  les  dérivées  partielles  rel  /  représentent  les  deux 
courbures  principales  au  point  O. 

703.  Les  valeurs  de  p'  et  de  p''  peuvent  être  introduites 
dans  l'expression  générale  de  la  courbure.  On  a 

-  ==  rccs'^  +  /sin'<p; 

0 

« 
donc 

(2)  -  = -7  cos'(p -+- -;7  sin'ç, 

P        P  P 

formule  qui  donne  la  courbure  d'une  section  déterminée 
par  un  plan  normal  faisant,  avec  la  section  piiiici|)ale 
zOx^  un  angle  cp. 

De  là  les  conséquences  suivantes.  En  premier  lieu,  Tex- 

presi^ion  (2)  ne  change  pas  quand  on  met  n  la  place  de  ^ 

son  supplément  :  donc  ffeux  sections  normales  cgate- 

ment  inclinées  sur  une  section  principale  ont  ries  rayons 

rde  courbure  égaux  et  de  même  signe. 

Si  Ton  désigne  par  pi  le  rayon  de  courbure  d'une  sec- 
lion  normale  perpendiculaire  à  celle  qui  fait  avec  le  plan  , 
principal  z  Ox  l'angle  (p,  on  aura 

.(3)  -=  7-sm>-|-  -7,cos'<p, 

Pi  p  p 

et,  en  ajoutant  les  équations  (2)  et  (3),  il  viendra 

'  I        I  î         I 

9       P^       p        p  . 
Donc  la  somme  des  courbures  de  deux  sections  nor- 
males perpendiculaires  entre  elles  est  constante, 

704.  Nous  allons  maintenant  discuter  la  valeur  gêné- 
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raie  de  p  en  nous  servant  de  la  formule 
-  .  I        ces'©       sîn'® 

P         P  P 

Supposons  d'abord  p'  et  p"  tous  deux  positifs,  eXp'^p"* 
Dans  ce  cas,  la  formule  (i)  donne  pour  p  une  valeur  tou- 
jours positive.  Par  conséquent,  toutes  les  sections  nor-^ 
maies  sont  situées  au-dessus  du  plan  tangent,  elhi  surface 
est  convexe  autour  du  point  O.  Si  p'  et  p"  étaient  négatifs^ 
la  surface  serait  encore  convexe^  mais  située  au-dessous 
du  plan  tangent. 

En  mettant  Téquation  (i)  sous  la  forme 

?       9       \?        P  / 

on  voit  que  -  augmente  depuis  -  jusqu'à  --^^  quand  cf  croit 

P  P  P 

de  o  à  -,  et  que -décroît  depuis  -;;  jusqu'à  -»  quand  cp 


TT 


'augmente  de  -  à  tc. 

Dans  le  cas  particulier  où  p'  =  p^\  la  formule  (a) 
donne 

I  T 

-p  =  ?' 

ou  p  =  p^  quel  que  soît  cp.  Toutes  les  sections  normales  au 
point  O  ont  donc  la  même  courbure.  On  dit  alors  que  ce 
point  est  un  ombilic. 

705.  Supposons  maintenant  que  p' et  p'' aient  des  signes 
contraires  et  que  p'^  soit  négatif.  En  mettant  les  signes  en 
évidence  dans  Téquation  (i),  nous  aurons 

,^.  I        cos'q»       sin*«p 

^^^  ~r.'^~^' ^* 

^  ^  P 

Pour  o  =  o,  on  a  p  =  p'.  Uangle  cp  croissant  de  o  à  la 

valeur  S  donnée  par  Téquation 

tang'6r=  ^—y 
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p  croit  depuis  p'  jusqu'à  Tinfini.  Au  delà  de(f=S^p  dc^ 
vient  Degatif  et  décroit  jusqu'à  p'',  valeur  qui  correspond 

k  <f  =  -»  Les  valeurs  de  p  se  reproduisent  ensuite  dans 

l'ordre  inverse. 

Dans  ce  cas,  la  surface  est  en  partie  au-dessus  du  plan 
tangent,  et  en  partie  au-dessous. 

DÉTERMllfATlOlf    DES    OMBILICS. 

706.  Pour  trouver  les  ombilics  d'une  surface,  il  faut 
chercher  les  points  où  le  rayon  de  courbure  des  sections 
normales  a  la  même  valeur,  quel  que  soit  le  plan  mené 
par  la  normale. 

Reprenons  la  formule  (i)  du  n^  700  en  y  supposant 
cos0  =  I,  et  en  remplaçant  M*  par  r/x'-H  dy^  -h  dz^  : 
nous  aurons 

_v;7T7^T7[^'4-(Ê)'] 

dx  V^-*/ 

Désignons   par    m   le    rapport  -j-  des   cosinus    des 

angles   que   la  tangente   à  la   courbe   au   point  consi* 
déré  fait  avec  l'axe  des  x  et  des  j\  Comme 

dz  =zpdr  -h  ^V/r, 

on  aura 

dz 

et  la  formule  (i)  pourra  s'ëcrire 

^ i -h P' -{- g^[i  +  ni^  H-  (/?  +  qmy] 

U  = ' ; — — . 9 

r-f-  2J//I  -h  tnr 

ou  bien 

( a )     K  =  Ji^p^-hq' ^ ^_L_._^^^-_£J._-  . 

Quand  le  point  est  un  ombilic,  ce  rayon  est  indépen- 
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danl  du  rapport  //*  qui  détermine  le  plan  normal  où  est 
située  la  courbe  considérée.  On  doit  donc  avoir 

(3)  L±I!l  =  Pl^L±Jll^ 

r  s  t 

ce  qui  donne,  en  général,  deux  équations  distinctes.  En 
y  joignant  l'équation  de  la  surface,  on  aura  le  nombre  de 
relations  nécessaires  pour  déterminer  les  coordonnées  du 
point  cherché. 

• 

707.   Appliquons  ces  principes  au  paraboloïde  ellip- 
lîquc 


On  a  ici 


2a        10 


I  I 

/•=-»        r=:-r-i        f=0. 

a  b 


Les  équations  (3)  sont,  dans  ce  cas, 


x^       xy  y"* 

n^       ab  b^ 


I  o  I 

Il  'b 


On  peut  y  satisfaire  d'abord  en  posant 
d'où 

a  —  h 


jr=±Lslb[a^  b)y     z  = 

Les  valeurs  de  j^  et  de  2  étant  réelles,  il  existe  deux 
ombilics  situés  dans  le  planj^O^.  Ce  sont,  d'ailleurs,  les 
seuls,  car  l'hypothèse  y  =  o  donnerait  pour  x  une  valeur 
imaginaire. 
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CINQUANTE-CINQUIÈME  LEÇON. 

SUITE  DE  LA  œURBURE  DES  SURFACES. 

.  Surface  dont  tous  les  points  sont  des  ombilics.  —  Tbéorie  de  Tlndica- 
trice.  —  Conséquences  géométriques.  —  Cas  où  l'eipression  du  rayon 
de  courbure  se  présente  sous  une  forme  illusoire.  —  Tangentes  conju- 
guées. 

SUR     LA    SURFACE     DONT    TOUS    LES    POINTS     SONT 

DES    OMBILICS. 

708.   Lorsque  les  équations 

T  4-  />'  _  /?7  _  I  -h  y' 
^  ^  r  s  t      ^ 

qui  servent  à  dëlerminer  les  ombilics  d'une  surface  don- 
née, se  réduisent  à  une  seule,  la  surface  a  une  infinité 
d*ombilics  situés  sur  une  ligne  qu'on  nomme /a  ligne  des 
courbures  sphériques.  Si  les  équations  (i)  sont  identiques, 
tous  les  points  de  la  surface  sont  alors  des  ombilics. 

Pour  trouver  une  surface  qui  jouisse  de  celte  propriété, 
observons  que  les  équations  (i),  mises  sous  la  forme 

p        dp  \    dq  q        dq  \   dp 

\  -\-  p^  dx        q  (Ix        I  -T-  q^  dy        p  dy 

peuvent  s'intégrer  comme  des  équations  ordinaires  (643). 
On  aura  par  ce  moyen 

Y  étant  une  fonction  arbitraire  de  j,  et  X  une  fonction 
arbitraire  de  x.  On  lire  de  ces  équations 


(4)  ^=\/xY-.'    ^  =  V^: 


XY 


Mais  p  et  q  doivent  satisfaire  à  réqûàtion  -~  z=z  —  \  on 
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a  donc 

I        d\  I        dY 


Le  premier  membre  étaDt  fonction  de  x  seulement,  et  le 
second  fonction  de  j^,  cette  équation  ne  peut  subsister 
qu'autant  que  chaque  membre  se  réduit  à  une  constante» 

Soit  — cette  constante.  On  aura 

R. 

d\  idx  d\  ^df 


'  ""    R   '      .        _-  4""    R   ' 


et,  en  intégrant, 

R  R 


=  ^-r, 


a  et  &  étant  des  constantes  arbitraires.  En  portant  les 
valeurs  de  X  et  de  Y,  tirées  de  ces  équations,  dans  le  sys- 
tème {4)>  il  vient 


a  —  X 


c 


H  = 


d'où 


^W  —  (rt  —  xf  —  {b  — ^)» 
^ZlZ 

v'R"'  —  (rt  —  xy  —  (b  — ^)« 


dz 


_     (n  —  x)dx-\-  (b—y)dx 


■  ^/a'--(rt  — x)»—  (b  —  'yY 
et,  en  intégrant  de  nouveau, 

.    z-r=:V^R^-(a-.r)^-(6-jf, 

équation  d'une  sphère.  Ainsi,  la  sphère  est  la  seule  sur^ 
face  dont  tous  les  points  soient  des  ombilics, 

THÉORIE    DE    l'iKDICATIVICE, 

709.  La  courbure  des  surfaces  peut  êire  présentée  sous 
un  autre  point  de  vue,  qui  donne  une  idée  plus  nette  de  la 
manière  dont  varient  les  rayons  de  courbure  des  sections 
normales  autour  d'un  même  point. 
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Prenons  toujours  pour  plan  des  xy  le  plan  tangent 
au  point  O,  et  pour  axe  des  z  la  normale  en  ce  point. 

Si  Ton  coupe  la  surface  par  un  J3lan  parallèle  au  plan 
tangent,  et  infiniment  voisin  de  ce  plan ,  la  section  diiïerera 
infiniment  peu  d^une  courbe  du  second  degré,  en  ne  con- 
sidérant que  la  partie  de  la  section  infiniment  voisine  du 
point  O.  En  d^autres  termes,  une  courbe  semblable  à  la 
section  faite  par  un  plan  parallèle  au  plan  tangent,  à  une 
distance  A,  tend,  à  mesure  que  h  diminue,  vers  une  sec- 
tion conique,  le  rapport  de  similitude  étant 


/À 


En  eflfet,  si  Ton  développe  Tordonnée  z  de  la  surface 
par  la  série  de  Maclaurin,  on  aura 

1  1 

z  =  «.  -h  />x  -i-  y/  -h      rx»  4-  X  jtj  H //»  -h .  .  . . 

1  7. 

Maïs  z^^  p^  ç,  qui  re^^réscntent  les  valeurs  de  z,  —  i  --r- 

quand  ou  fait  simultanément  x  =  o,  j  =  o,  sont  nulles 
d'aprèi  le  choix  des  axes.  Donc,  on  a 

2  =  -  r-t»  H-  sjy  -\-  -  ty  -h  w, 

2  2 

«)  désignant  une  somme  de  termes  dont  le  degré,  par  rap- 
port à  X  et  à  j',  est  supérieur  au 
second.  Si  maintenant  on  rem- 
place z  par  la  constante  00'  =  /i, 
on  aura  Téquation  de  la  section 
A'M'B',  et  si  l'on  fait  h  très- 
petite,  la  quantité  o)  devient  né- 
gligeable comparativement  aux 
termes  qui  la  précèdent.  Par 
conséquent,  on  a 

(i)     rx'-f- 2JXJ  H- /"/*=  2^, 

équation  d'une  conique  infiniment  petite  dont  le  centre 
est  au  point  O. 
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7t0.   En  remplaçant  h  par  z^  on  aura 

Si  rt  —  A 2 >0y  cette  équation  représente  un  paraboloïde 
passant  par  la  section  A'M'B',  et  ayant  pour  sommet  le 
point  O.  Ce  paraboloïde  va  nous  servir  à  calculer  le  rayon 
de  courbure  d'une  section  normale  quelconque  OM'C. 

Nommons  p  le  rayon  de  courbure  de  la  section  OM'G 
au  point  O.  On  a  (premièreLeçon  complémentaire,  n°6*). 

,.     0M2       ^.     OM'2      ,.     O'M'2 
p  =  lim  =  lim  — -r-  =  lim 


%00'  ih  ih 

Pour  en  déduire  la  valeur  di^  p,  faisons,  dans  Téqua- 

tion  (2), 

07=:  O'M'cosy,     /^O'M'sin^, 

ç  désignant  Tangle  JcON.  On  aura 

0'lVl'^(rcos-<j>  4-  2Jsin9COSy  4-  ^sin-y)  =  ihy 
d'où 

(3)  p  = 


rcos^<p  H- 2^sin<p  cosf  4- 'sin^y 
formule  déjà  obtenue,  par  une  autre  méthode  (n®  700). 

711.  L'égalité  p  =  - — r— fait,  voir  que  les  rayons  de 

courbure  des  différentes  sections  normales  sont  propor- 
tionnels à  O'JVI'*.  Supposons  donc  que  sur  la  trace  du  plan 

o'  M' 

«OjN  dans  le  plan  des  xj  on  prenne  0N=     ?  on  aur£|r 

^2,  h 

p  =  OJN*.  De  plus,  le  rapport ——- sera  constant  pour 

toutes  les  sections  normales.  La  courbe  ANB  ainsi  obte- 
nue sera  donc  semblable  à  A'iVI'B',  et  aura  pour  centre  le 
point  O.  Celle  courbe,  qui  donne  tous  les  rayons  de 
courbure  des  sections  normales  faîtes  au  point  O,  est 
nommée  Vindicaiiice  de  la  surface  en  ce  point. 
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712.  Quand  rinlersection  de  la  surface  par  un  plan 
parallèle  au  plan  tangent,  et  inGniment  voisin,  est  une 
hyperbole,  il  faut,  en  même  temps,  considérer  une  autre 
section  produite  par  un  «ccond  plan  parallèle  au  plan 
tangent,  de  l'autre  côte  de  ce  plan.  On  obtient  par  là 
une  hyperbole  conjuguée  de  la  première.  Dans  ce  cas, 
Tindicatrice  se  compose  de  deux  hyperboles  conjuguées, 
et  Ton  a  p  =  rh  ON*,  suivant  que  l'hyperbole  sur  la- 
quelle-se  trouve  le  point  M  correspond  à  une  section 
faite  au-dessus  ou  au-dessous  du  plan  Tjr.  Le  rayon  de 
courbure  de  la  surface  devient  infini  et  chang«;  de  signe 
quand  le  plan  sécant,  en  tournant  autour  de  la  normale, 
vient   passer   par  une  asymptote   commune    •nx    deux 
hyperboles. 

CONSÉQUENCES    GÉOMÉTRIQIES. 

713.  Toute  courbe  du  second  degré  douée  d'un  centiHî 
ayant  un  diamètre  maximum  et  un  diamètre  minimum, 
on  en  conclut  que  la  surface,  a  deux  sections  normales 
perpendiculaires  entre  elles  et  dans  lesquelles  le  rayon  de 
courbure  est  un  maximum  ou  un  minimum.  La  somme 
des  carrés  des  inverses  de  deux  diamètres  perpendicu- 
laires étant  constante,  il  en  résulte  immédiatement  que 
la  somme  des  courbures  de  deux  sections  normales,  per- 
peiulicuLiires  entre  elles,  est  constante.  En  un  mot,  à 
toute  propriété  des  diamètres  d*uno  seciion  conique,  cor* 
respond  une  propriété  des  rayons  de  courbure  des  sections 
normales  qui  passent  par  les  diamètres  de  l'indicatrice. 

714.  Quand  Tindicatrice  est  un  cercle,  le  point  consi- 
déré est  un  ombilic.  Cela  arrive  sur  les  surfaces  du  se- 
cond ordre  aux  points  où  le  plan  tangent  est  parallèle  aux 
sections  circulaires.  En  efïel,  tous  les  plans  parallèles  dé- 
terminent, dans  une  pareille  surface,  des  sections  sembla- 
bles. Il  en  résulte  que  l'indicatrice,  qui  en  général  n'est 
semblable  qu*aux  sections  faites  parallèlemeut  au  plan 
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tangent,  à  une  distance  infiniment  petite,  sera,  dans  les 
surfaces  du  second  ordre,  rigoureusement  semblable  aux 
sections,  quelles  que  soient  leurs  dislances  au  plan  tan- 
gent. 

Ainsi  dans  rellipsoïde 

7.  +  fî  +  ?=«.  ">'>>-> 

il  y  a  quatre  ombilics  dont  les  coordonnées  sont 


jr  z=  o,      X  •=.iiz.a 


c» 


y/«^  —  c*  \ja} 


c' 


CAS  OU  l'expression  du  rayon  de  courbure  se  présente 

sous  une  forme  illusoire. 

715.  La  formule 

I 
rcos'^  -4-  2jsinf  cosç  -f-  /sin'f 

précédemment  obtenue  pour  le  rayon  de  courbure  d*une 
section  normale  faisant  avec  le  plan  des  a:z  un  angle  ^^ 
dépend  des  valeurs  des  dérivées  partielles  du  second  ordre 
au  point  considéré  de  la  surface.  Nous  avons  tacitement 
admis  que  r,  5  et  £  avaient,  en  ce  point,  des  valeurs  déter- 
minées et  indépendantes  de  l'angle  cp.  Mais  ces  fonctions 

se  présentent  quelquefois  sous  Tune  des  formes  -  ou  — « 

quand  x^  y  ^X.  z  deviennent  nulles";  il  faut  alors  cher- 
cher directement  les  rayons   de  courbure  des  sections 
normales  qui  passent  à  Torigine  des  coordonnées. 
Soit,  par  exemple,  l'équation 


(.)  -=-'f(S) 


f  désignant  une  fonction  quelconque,  mais  bien  déter- 
minée, de  — .  Elle  représente  une  surface  dont  les  sec- 
tions normales  à  Torigine  sont  des  paraboles  ayant  pour 
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axe  commun  Taxe  des  z.  Les  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  sont  : 

et  les  dérivées  du  second  ordre  : 

'=/'(f)-f^(f)' 

On  a  bien,  en  général,  par  ces  formules,  /?  =  o^ 
^  =  o,  pour  a:  =  o,  ^  =  o.  Quant  aux  valeurs  de  /',  s,  /, 
elles  se  présentent  sous  une  forme  ind^Hcrininre.  Mais 
il  est  facile  de  trouver  le  ravon  de  courbure  (Pune  sec- 
tion  normale  dont  le  plan  fait  Tangle  C5  avec  le  plan  des 
xz.  Supposons  que,  dans  le  voisinage  du  point  O,  la 
surface  soit  représentée  par  la  //^'•.  i:>.  i,  et  posons 
TOA  =  ]VrO'A'  =  cp.Ona 

mais  X  est  égal  à  0'M'cos',p,  et  Tcquation  (i)  donne 


O'M' 


Ondoitremarquerqu'enfaîsantvarJerranglccp,  le  rayon 
de  courbure  peut  avoir,  selon  la  forme  de  la  fonction  ^^, 
un  nombre  quelconque  de  valeurs  maximums  ou  mini- 
mums, et  il  y  aura  autant  de  maximums  que  de  minimums 
puisque  ces  valeurs  doivent  se  succéder  alternativement 
Stubm.  —  u4n.^  II.  16 


2i'i 


COURS    D  ANALYSE. 

quand  on  fait  varier  ç  de  o  A  ^tt,  et  que  la  section  nor- 
male revient  à  sa  posîlion  primitive. 


TANGENTES    CONJUGUÉES. 

716.  Soit  MM'  une  courbe  quelconque  siluée  sur  une 
surface  :  imaginons  les  plans  tangents  menés  par  les  points 

M  et  M'.  Si  le  second  point  se  rap- 
proche indéfi  ni  ment  du  premier^ 
l'intersection  des  d<:îux  plans  va- 
riera de  position  et  deviendra,  à 
la  limite,  une  certaine  tangente  à 
la  surface  passant  par  le  point  M. 
Cette  droite  limite  et  la  tan- 
gente MT  à  la  courbe  MN  sont  dites  tangentes  conjuguées. 
Prenons  pour  origine  le  point  M,  pour  plans  des  coor- 
données xj^  xz^jZy  le  plan  tangent,  et  les  plans  des  sec- 
lions  normales  principales  correspondant  à  ce  point.  On 
aura,  an  point  M,  x  =  o,j^  =  o,  z=:o,  puis  p  =  o, 
7  =  o  et  5  =  o  (n*>  702). 

L'équation  du  plan  tangent  en  W[x\j\  z')  est 

Z  -  z'  r^/.'  (X  -  x')  4-  7'(Y  -  j') , 

p'  el'Ç^  désignant  les  valeurs  de  p  et  de  g  relatives  au 
point  M'.  D'après  la  formule  de  Maclaurin,  on  a 


z'  z=px'-h  qf  +  -(r.r'*-f-  isx'j'  -\- ty'^)  -f- 

On  aura  donc,  en  négligeant  des  infiniment  petits  du 
troisième  ordre, 

z'  =:-{rx'--htY''). 

On  trouvera  de  même 

jj'z=rx',      q'^zty'. 


Par  suite,  les  équations  des  plans  tangents  menés  aux 
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points  M  et  M'  seront 

Z=:  O, 

rV  (X  -  a:')  -+-  ty(Y^y)  -+-  -  {r.r'*  -+-  r/»)  -  Z  =  o. 

Ces  deux  équations  représentent  Tintersection  des  deux 
plans  tangents.  Or,  si  Ton  porte  dans  la  seconde  la  valeur 
Z  =  o,  on  aura,  en  réduisant, 

rx'  X  -h  // Y  —  i  (rjr'»  -f-  //')  =:  o. 

Posons^' =  mx\  m  éiant  le  coefficient  angulaire  de  la 
projection  de  la  droite  MM',  qui,  à  la  limite,  se  confond 
avec  la  tangente  MT.  L'équation  précédente  devient 

rX  -4-  tmY jt'  (r-+-  tm^)  =  o, 

et  quand  le  point  M'  se  réunit  au  point  M,  on  a  x'  =  o,  et 

rX  -*-  tmY=o, 

équation  de  la  tangente  conjuguée  définie  plus  haut.  On 
voit  que  si  m'  désigne  son  coefficient  angulaire,  on  a 

m'  =  —  -- 

tm 

ou 

r 

—     —  • 


mm'  =r 


717.   Deux  tangentes  eonjuguées  sont  parallèles  à 
deux  diamètres  conjugués  de  r  indicatrice. 
En  elïet,  si 


^2  yî   ^ 


est  Téqualion  de  l'indicatrice,  on  a,  entre  les  coefficients 
angulaires  de  deux  dianièlres  conjugués,  la  relation 


62 


«2 


r)im  = :; 

i6. 
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On  a  d'ailleurs  (702  et  711) 

r  t^ 

par  conséquent, 

b^  r 

mm  = = ^ 

a^  t 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé.  Les  rayons  de 
courbure  étant  proportionnels  aux  carrés  des  diamètres 
de  l'indicatrice,  il  résulte  d'une  propriété  bien  connue 
des  sec  lion  s  coniques  que  la  somme  algébrique  des  raj  on  s 
de  courbure  correspondant  à  deux  tangentes  conjuguées 
est  constante. 


EXERCICES. 

1.  Tromer  sur  la  surface  de  l* ellipsoïde 

a        o*       c* 


le  lieu  des  points  qui  ont  des  indicatrices  semblables  (lieu  des  cour- 
bures  semblables). 

Solution  :  E  et  F  étant  les  axes  de  l'une  des  indicatrices,  si  Ton 

pose  ^  =  û  +  û  »  ^6  ïi^u  demandé  sera  l'intersection  de  l'ellipsoïde 

par  la  surface  dont  l'équation  est 

2.  Les  rayons  de  courbure  principaux  de  l'ellipsoïde  sont  donnés 
par  l'équation 

f  -  [a'^  b'  -^  c'^x'  ^  X'-  z')t-h'^^  =  o, 

où  p  désigne  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
sur  le  plan  tangent  au  point  (j?,  j,  z). 

3.  Pour  la  surface  xyz  =  w%  on  a 

,  p      p 
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4.  On  sait  que  des  droites  normales  à  une  surface  sont  aussi 
normale:^  à  une  infinité  d^autres  surfaces,  dont  chacune  est  à  une 
distance  constante  A  de  la  première,  de  sorte  que  deui  quelconques 
de  ces  surfaces  interceptent  sur  toutes  les  normales  une  longueur 
constante  Ces  surfaces  ont  les  mêmes  plans  de  sections  principales 
pour  tous  les  points  où  elles  rencontrent  une  même  normale.  Lee 
courbes  indicatrices  des  surfaces  pour  ces  points  sont  des  coniques 
homofocales  ayant  leurs  axes  parallèles,  de  sorte  que  la  ligne  des 
foyers  est  constante  de  grandeur  et  de  direction. 


9Jl6 


COURS    D  ANALYSE. 


CINQUANTE-SIXIEME  LEÇON. 

SUITE  DE  LA  COURBURE  DES  SURFACES. 

Lignes  de  courbure.  —  Propriétés  des  lignes  de  courbure.  —  Centres  de 
courbure  des  sections  principales.  —  Rayons  de  courbure  principaux. 
—  Applications. 


z 


LIGNES    DE    COURBURE. 

718.  Soient  S  ime  surface  rapportée  à  trois  axes  rec- 
tangulaires quelconques;  M  (x,  y  y  z),  un  point  de  la  sur- 
face, et  MN  la  normale  en  ce 
point.  Si  M'  [x'^j'y  z')  est  un 
second  point  de  la  surface,  voi- 
sin de  M,  la  normale  M'JN'  ne 
rencontrera  pas  la  première 
normale  MN,  à  moins  qu'il  n'y 
ail  entre  les  coordonnées  de 
ces  deux  points  une  certaine 
relation  que  nous  allons  cher- 
cher. 

La  normale  MN  a  pour  équations 

(î)  X  —  j:  4-/?  (Z  —  z)  =  o, 

(a)  Y_^4.^(Z-z)=ro. 

Si  p'  et  q'  désignent  les  valeurs  de  ;;  et  de  ^  relatives 
au  point  M',  la  normale  M'N'  aura  pour  équations 

(3)  X  — x'-+-/y  (Z  — z')=o, 

(4)  Y_y  +  ,^'(Z-z')  =  o. 

En  éliminant  X  entre  les  équations  (i)  et  (3),  on  a 

,r'  —  x  -h  fj'z'  —  pz 

It   -rZZ    ;; • 


-^7 

L'élimina  lion  de  Y  «lire  ks  êqoatkttf    >   et  4  ;  â.GUK. 

Z  = —r-^ 

y  — f 

On  a  donc  Téqnation  de  cuoditJCMi 

P  —P  f  —  ? 

Celle  équation  et  celle  de  la  soriKe 

(6)  ^=/  X-...  ' 

représentent  une  coorbe  MM'  situer  sur  la  i-uj-face.  c: 
passant  par  le  point  M.  Tontes  les  Dorai«lt-«  a  !«  suriace 
menées  par  les  divers  points  de  cette  courbe  irMii  ren- 
contrer la  normale  MN. 

719.  Concevons  maintenant  qac  le  poixit  M  se  r^{t|>ro> 
che,  de  plus  en  plus,  du  point  M  :  la  droite  MM  dr^irn- 
dra  la  tangente,  et  les  diflerences  x — x.jt  '  —  i .  z' —  z, 
p' — p,  q'  —  q  dcTront  être  remplacées  par  les  diAéren- 
tîelles  rfx,  //^,  dz^  ffpj  dq.  De  même  p' z  —  pz=.  d  ypz  •, 
q'z'  —  qz  =  d(qz).  On  aura  donc,  a  la  limite, 

dx  -T-  pdz  -•-  zdp        dv  —  qdz  —  zdtj 


OU  simplement 

(7) 

Mais  on  a 


donc 


dp  dq 

dx  -^pdz        dy  —  qdz 
dp  dq 

dz^=.  pdx  -^  q  tljr^ 
dp  =:z  rdx  —  idj^ 
dq  =  tdy  -^  idx\ 


dy  dr 


dy  dy 

dx  dx 


OU  bien 


(  -r-pqr  —  {\-^p^)s 


^^--o. 
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Cette  équation  donne  deux  valeurs  de-^«  Elle  indique 

deux  directions  suivant  lesquelles  il  faut  passerdu  point  M 
à  un  second  point  infiniment  voisin,  sur  la  surface,  pour 
que  la   normale  en  ce   point  rencontre  la  normale  au 

dY 

point  IVL  Prenons  Tune  des  valeurs  de  -^>  et  la  valeur 

dz 
correspondante  de  —  •  Soit  M'  le  point  correspondant. 

On  passera,  de  même,  du  point  M 'à  un  troisième  point  M^, 
et  ainsi  de  suite.  On  aura  donc  une  ligne  MM'M'^. . . , 
telle  que  toute  normale  à  la  surface  menée  par  un  de  ses 
points  rencontrera  la  normale  infiniment  voisine  en 
négligeant  djes   infiniment   petits    d'ordre    supérieur   à 

celui    de    MM',    M' M'',  etc.    La   seconde  valeur   de  ^ 

donne  une  autre  ligne  jouissant  de  la  même  propriété. 
On  nomme  ligne  de  courbure  le  lieu  des  points 
d\ine  surface  pour  lesquels  les'  normales  se  rencontrent 
consécutivement.  Par  chaque  point  d'une  surface  il 
passe  deux  lignes  de  courbure  représentées  par  l'équa- 
tion différentielle  (8),  et  par  l'équation  de  la  surface. 
En  éliminant  z^  on  aura  Téqualion  de  là  projection  des 
lignes  de  courbure  sur  le  plan  des  xj.  L'intégration 
^  donnera  deux  équations  contenant  deux  constantes  arbi- 
traires qu'on  déterminera  en  faisant  passer  la  ligne  par 
un  point  donné  de  la  surface. 

PROPRIÉTÉS    DES    LIGNES    DE    COURBURE. 

720.  Prenons  la  normale  MN  pour  axe  des  z  :  p  et  q 
sont  nuls,  et  l'équation  (8)  devient 

w        •(l)'*i'-'>£-=«- 

Le  produit  des  racines  de  cette  équation  est  égal  h  —  i; 
donc  les  tangentes  menées  aux  lignes  de  courbure  qui  se 
croisent  au  point  M  sont  perpendiculaires  entre  elles» 
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Si  maîiitenant  od  prend  les  plans  principanx  pour 
plans  fies  zx  et  des  zj^  on  a  j  =  o  (702).  L*éqna- 
don  (9)  a  une  racine  nulle  et  l'autre  înGnie  :  donc  les 
deux  lignés  de  courbure  ont  respectivement  pour  tan- 
gentes, au  point  M,  Taxe  des  x  et  Taxe  desj-,  c'est-à-dire 
les  tangentes  aux  sections  principales.  Les  deux  «éries 
de  ligne  de  courbure  se  coupent  donc  à  angle  droit  sor 
la  surface  et  la  partagent  en  rectangles  infiniment  petits. 

Si  Ton  avait,  à  la  fois,  5  =  o,  r  =  f,  les  deux  %aleurs  de 

dy  ,         ,  , 

—  seraient  indéterminées.  Il  y  aurait   une   infinité  de 

lignes  de  courbure  passant  par  le  point  M,  autour  duquel 
toutes  les  courbures  seraient  égales  :  ce  serait  donc  an 
ombilic.  Ce  caractère  peut  servir  à  trouver  les  ombilic» 
d'une  surface,  car  si  l'on  exprime  qneTéquation  (S;  donne 

pour  —  une  infinité  de  valeurs,  on  aura  les  deux  condi- 
tions déjà  trouvées  (706) 


i-+-/i*       1-+-7» 


P± 

s 


721.  Soient  O  un  point  de  la  surface.  Oz  la  uonutUrf 
OA  et  OB  les  deux  lignes  de  courbure.  Or  Or  l*:ijf"> 
tangentes.  Si  Cet  C  sont  deux  points  infiniiiu-nt  voisins 
du  point  O  sur  les  lignes  OA  et  OB,  les  noriiiak'<»  O'K 
et  O'^L  peuvent  être  considérées  comme  rencontrant  Ow  : 

soient  K  et  L  les  points  d'inter- 
section. Je  dis  que  OK  etOL-îont 
les  rayons  de  courbure,  an  point 
O,  des  sections  princijiaie^wOx, 
zOy.  En  effet,  |>uis<jue  Ox  est 
tanîjente  à  la  courbe  OA ,  le 
point  O'  infiniment  voisin  du 
point  O  sur  OA  peut  être  consi- 
déré comme  appartenant  au  plan 
zOx.  Donc  la  droite  O'K  qui  est  normale  à  la  courbe 
OA,  comme  étant  normale  à  la  surface,  déterminera,  par 
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sa  rencontre  avec  la  normale  Os,  le  centre  de  courbure 
de  la  section  principale  située  dans  le  plan  zOx.  On 
ferait  voir  de  la  même  manière  que  OL  est  le  rayon  de 
courbure  de  la  section  principale  faite  par  le  plan  zOy. 

722.  C'est  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier  par  le  calcul. 
Soient 

I   X-a:-4-/.(Z~z)=:0, 
^'^  \  Y-r-+-7  (Z-i)=:o; 

^    '  \  Y~y-f-7',Z-z')r=o 

les  équations  de  deux  normales.  Si  le  point  (x^y^  z) 
coïncide  avec  l'origine,  et  que  le  point  [x\y'y  z')  soit  infi- 
niment voisin,  les  équations  (i)  se  réduisent  à 

X==o,     Y  =  o, 

et  les  deux  autres  donnent,  au  point  commun, 

—  dx  -\-  dp  (J,  —  dz)  =  —  da:  -^  Zrdx  ^=  o, 

—  dy-^dq  (Z  —  dz)  =  —  dy  -\-  Ztdy  z=  o, 

OU  bien 

dx  (Zr —  i)  =  o, 
dx(Zt  —  i)=:o. 

On  ne  peut  pas  supposer  dx  et  dy  nulles  à  la  fois,  mais 
on  peut  satisfaire  à  ces  deux  équations,  soit  en  posant 


(3) 

dx       o,     Z        -5 

OU  bien 

(4) 

djr        o,      Z 

Dans  le  premier  cas,  puisque  dx  =  o,  la  tangente  coïn- 
cide avec  Taxe  desj^,  et  Z  =  -  est  le  rayon  de  courbure 
principal.  Même  conclusion  à  tirer  du  second  système. 

723.  Il  faut  bien  se  garder  de  croire  que  tes  points  de 
rencontre  des  normales  soient  les  centres  des  cercles 
osculateurs  des  lignes  de  courbure,  car  ces  normales  se 
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coupent  consécuiîveaienl  et  sont  tangentes  k  une  même 
courbe,  propriété  qui  n^appartient  jamais  aux  normales 
menées  par  les  centres  de  courbure  d\ine  courbe  gauche. 
Et  même,  les  lignes  de  courbure  peuvent  être  planes  sans 
que  leurs  cercles  osculateurs  se  confondent  avec  ceux  des 
sections  principales.  Il  faut  pour  cela  que  leurs  plans 
osculateurs  soient  Normaux  et  que,  par  conséquent,  les 
lignes  de  courbure  soient  les  lignes  de  plus  courte  dis- 
tance sur  la  surface  (61*  Leçon).  Par  exemples,  dans  les 
surfaces  de  révolution,  les  lignes  de  courbure  sont  les 
méridiens  et  les  parallèles.  Les  méridiens  sont  des  sec- 
tions principales,  parce  que  leurs  plans  osculateurs  sont 
normaux  à  Id  surface.  Les  parallèles  sont  des  lignes  de 
courbure  planes  sans  être  des  sections  principales. 

CALCUL    DES    RAYONS    UE   COURBURE   PRIMCIPAUX    EM    UN 
POINT    QUELCONQUE    D*UNE    SURFACE. 

724.  Le  théorème  démontré  (722)  permet  de  calculer 
les  courbures  principales  eu  un  point  d'une  surface,  l'ori- 
gine étant  quelconque. 

La  normale  menée  au  point  M  de  la  surface  a  pour 

équations 

i  X-x4-y^(Z-2)=o, 

^'^  1  Y-r-4-7(Z-2)=o. 

Si  M'  est  un  point  infiniment  voisin,  pris  sur  la  ligne 
de  courbure,  la  normale  correspondante  rencontrera  la 
première  normale  en  un  point  dont  le  Z  sera  donné  par 
chacune  des  deux  équations 

(2)-  Z^z=. ^^,  . 

dx 


(3)  Z-z  = 


dx 
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En  éliminant  -~  entre  ces  deux  équations,  on  aura 

1{rt  —  s^)  (Z  —  zY 
-  [('  -4-/^')  ^  -H  (  l-h  ^r»)  r  -  2pqs]  (Z  ~  z) 
4-  I  -f->w'H-5r»=:o. 

Cette  dernière  équation  donne  deux,  valeurs  de  Z  —  z^ 
et,  par  suite,  de  Z,  qui  correspondent  aux  centres  de 
courbure  des  deux  sections  principales.  Appelons  p  l'un 
des  rayons  de  courbure,  on  aura 

valeur  qui  se  réduit,  en  vertu  des  équations  (i),  à 


p=:(Z  — z)v/H-/>^-h^% 

d'où 


Z—  3  = 


P 


v/l-h/?^-h  q^ 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  de  Z — z  dans  l'équation  (4), 
on  aura,  en  réduisant  et  ordonnant, 

|(rr  — j»)p» 
—  [(  I  -hp')  ^-f-  { IH-  ^^  )  r—  2pqs]  sj  I  -4-/?'-+-  q\  p 
-h  {l'\-p^-hq^Y=o^ 

d'où  l'on  déduira  les  valeurs  des  deux  rayons  de  cour- 
bure principaux. 

725.  Les  normales  d'une  surface,  menées  par  les  diffé- 
rents points  d'une  ligne  de  courbure,  forment  une  surface* 
développable,  puisque  deux  normales  consécutives  se  ren- 
contrent. Pour  avoir  Téquation  de  cette  surface,  il  faut 
éliminer  x,  j^,  z  entre  l'équation  de  la  surface  proposée, 
les  équations  (i)  d'une  normale  et  l'équation  (8)  du 
n®  719  qui  exprime  que  le  point  {j^^y^  z)  est  sur  la 
ligne  de  courbure. 

On  obtiendra  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  toutes 
les  sections  principales   d'une  surface  représentée  par 
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Tëquation 

en  éliminant  x,  y^  z  entre  cette  équation,  celles  de  la 
normale,  et  Téquation  (4)  où  Z  se  rapporte  au  point  de 
concours  de  deux  normales  infiniment  voisines.  Cette 
surface  se  composera  de  deux  nappes,  puisque  chaque 
normale  contient  deux  centres  de  courbure* 

APPLICATION    DES    THÉORIES    PRÉCÉDENTES    AU    PARABOLOÏDB 

ELLIPTIQUE. 

726.  Équation  différentielle  des  lignes  de  courbure,  — 
Soit 

<')  '  =  i^-^7^'    ">*>«' 

1  équation  d'un  paraboloïdé  elliptique.  On  a,  dans  cet 
exemple, 

JC  Y  \  I 

(2)  /?=-,        y=T>        /•=->        *  =  0,        ^=T* 

a  o  a  0 

L'équation  générale  (719) 

(l  -\-p^)dx  -\-pqdY  _  (i  -h  q^)(ix  -\-pqda: 
rtlx  -{- sdy  sdx-htdjr 

devient 

ou,  en  ordonnant, 


ab 


djr^      / 1       I        x^        y^\  fiy       xy  


et,  multipliant  par  ^» 

/  j_  x^èlL  -f.  Al  _  1  -i_  — 2iL\  L  ^^^ 

\  ah^  x^ dx^       \b       a        n'' b       ab^J  x^xdx 

(3)   \  '  . 


a}b  x^ . 
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c'est  reqnalîon  différentielle  des  lignes  de  courbure  du 
paraboloïde  elliptique. 

Intégration  de  Véquation  (3).  —  Si  l'on  fait  x*  =  i^, 
y*  =  //,  celte  équation  devient 

.  .         I       l^^\      (^        ^  ^  Il  \  du         u    

Comme  ii  et  t'  n'entrent  qu'à  la  première  puissance, 
on  peut  y  satisfaire  en  substituant  à  u  une  fonction 
linéaire  de  t*.  Posons 

11=:  CV  ~{-  C  ,       d  où       -—  z=:c. 

En  remplaçant  a  et  —  par  cv -^  c'  et  c  dans  Téqua- 

lion  (4)»  les  termes  qui  multiplient  i^  se  détruisent,  et  il 
reste 


d'où 

,        ab  {a  —  b)c 


b  -i-  ac 

La  constante  c  reste  donc  arbitraire,  et  comme  l'inté- 
grale ne  doit  en  déterminer  qu'une,  il  en  résulte  que 
u  =  ci^-h  c',  ou 


(5)  X^=:CX 


3 


ab {a  —  b)c 


ac 


9 


est  l'intégrale  générale  de  l'équation  (3).  En  faisant  va- 
rier c,  on  aura  les  projections  sur  le  plan  des  ocy  de  toutes 
les  lignes  de  courbure.  Ces  projections  sont  des  ellipses 
si  Ton  a  c<:^o,  des  hyperboles  quand  c  est  ^  o.  Elles 
ont  toutes  leur  centre  à  l'origine. 

Détermination  delà  constante  c.  —  Si  l'on  veut  avoir 
les  lignes  de  courbure  qui  passent  par  un  point  [x\y'y  z') 
de  la  surface,  on  déterminera  c  par  l'équation 

.  /,       abia  —  b)c 

b  -\-  ac 
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OU 

(6)     ax'^ c^  -{-\ bx^^  ^  a/'^ -h  ab{a  —  b)]c  —  b/^  :=  o. 

On  en  tire  deux  valeurs  de  c  réelles  et  de  signes  contraires, 
puisque  a  et  6  sont  de  même  signe.  Ces  deux  racines 
éiant  désignées  par  m  et  —  /ï,  les  projections  des  lignes 
de  courbure  seront  représentées  par  les  équations 


(7)  jr^=zmx^-{-  - 

(8)  j»— _,ix'H- 


ab(a  —  b]m 


» 


b  -h  am 

ab{a  —  b)n 
an  —  b 


La  première  courbe  est  une  hyperbole,  la  seconde  une 
ellipse. 

Discussion,  —  La  constante  m  peut  varier  de  o  à  Tin- 
fini,  mais  la  constante  n  doit  être  plus  grande  que-?  et 

ne  peut  varier  que  de-  à  l'iniini.  En  effet,  l'équation  (8) 

étant  mise  sous  la  forme 

ab(a  —  b]  n 


y  ^'-H  /î.r' 


an 


le  second  membre  doit  être  positif:  donc,  puisque  a  est 

^  fe,  il  faut  que  Ton  d\\.  an  —  ^  ^  o,  ou  n  ^  -• 

Examinons  mainirnant  les  liyperboles  représentées  par 
Téquation  (7).  A  cause  de  l'Iiypotlièse  a^b^  elles  ont, 
toutes,  leur  axe  réel  dirigé  suivant  Taxe  desj^.  La  valeur 
du  demi -axe  transverse  est 


ou  bien 


(i  h  [  n  — 

-b 

)m 

b-\- 

(lin 

1 

/nh(a 

b) 

b 

a-\ 

m 


SI  m  varie  de  o  à   rinfini,   cet  axe   augmente  de  o  i 
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^b{a  —  b).  En  mettant  l'équation  (7)  sous  la  forme 


r^  ah  (n  —  b) 

m  6  H-  atn 


on  voit  que  pour  m  =  00  elle  se  réduit  à  .r  =  o.  L'hy- 
perbole se  confond  alors  avec  l'axe  des  7,  ou  plutôt  avec 
la  portion  de  Taxe  des  j^  qui  commence  à  une  distance  de 

l'origine  égale  à  dt.  \jb  [a  —  b). 

Les  ellipses  représentées  par  l'équation  (8)  ont  leurs 
axes  dirigés  suivant  les  axes  des  x  et  des^. 

Les  demi-axes  ont  pour  expressions 


/ab(a—b)  /ab(a-^b) 

•        T  n 

Le  premier,  dirigé  suivant  l'axe  des  a:,  diminue  de  Tin- 
fini  à.o,  quand  n  augmente  de  -  à  Tin  fini.  L'autre  demi- 

axe  diminue  de  Tinfini  jusqu'à  \jb  [a  —  b).  Donc,  tout 
point  situé  sur  Taxe  des  j"  et  à  une  distance  de  Torigine 

iplus  grande  que  ^b  [a  —  b)  sera  le  sommet  d'une  de  ces 
ellipses.  Pour  n  =  oo  l'ellipse  se  réduit  à  l'axe  desj^, 
comme  le  montre  l'équation  (8)  mise  sous  la  forme 


n  an  —  b 


cela  résulte  encore  de  ce  que  l'autre  axe  se  réduit  alors 
à  o. 

Si  x'  =  o,  une  des  valeurs  de  c  est  infinie,  et  l'autre  est 
positive  ou  négative  suivant  que^''  est  inférieur  ou  supé- 
rieur à  \jb[a  —  b).  Les  projections  des  lignes  decourbure 
sont  alors  Taxe  des  y^  et  des  hyperboles  ou  des  ellipses^ 

selon  quej^'  est  plus  petit  ou  plus  grand  que  \jb  (a — b), 
S\y  =  o,  une  des  valeurs  de  c  est  nulle,  et  l'autre  tou- 
jours négative.  Dans  ce  cas,  les  lignes  de  courbure  ont 
pour  projections  l'axe  des  x  et  des  ellipses. 
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EXERCICES. 


1,  Trouver  les  lignes  de  courbure  de  PeUipsoïdc* 
Solution  :  Soit 


rellîpsoïde  donné,  «  >  ^  >  c  Les  projections  des  lignes  de  cour- 
bure sur  le  plan  des  xjr  sont,  pour  Tun  des  systèmes,  des  ellipses 


X  et  Y  étant  les  coordonnées  d*un  point  de  l'hyperbole 

-^         "Ai — 75 —  * :::5 — 15 — ? 


a'  —  c  a'  —  c 


et,  pour  le  second  système,  des  hyperboles 


x^       r' 


*r2  '» 


x^""r 

dont  les  demi -axes  sont  les  coordonnées  d'un  point  de  Tellipse 

Sur  le  plan  du  grand  axe  et  du  petit  axe  les  projections  des  deux 
systèmes  de  lignes  de  courbure  sont  des  ellipses. 

2.  Lorsque  trois  surfaces  se  coupent  orthogonalement,  l'intersec- 
tion de  deux  quelconques  d'entre  elles  est  une  ligne  de  courbure 
de  l'une  et  de  1  autre. 

3.  Lorsque  deux  surfaces  se  coupent  suivant  une  ligne  de  cour- 
bure commune  à  Tune  et  à  l'autre,  elles  se  coupent  sous  le  même 
angle  en  tous  les  points  de  cette  ligne. 


Stcrm.  —  ^n,^  IL  17 
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CINQUANTE-SEPTIÈME  LEÇON. 

CALCUL  DES  DIFFÉRENCES  FINIES.  -  CALCUL  INVERSE 

DES  DIFFÉRENCES. 

Notions  préliminaires.  —  Diflerence  n^'"*  du  premier  terme  d*une  suite, 
en  fonction  des  termes  de  cette  suite.  —  Terme  général  d'une  suite,  en 
fonction  du  premier  et  de  ses  différences  successives.  —  Différences  dM 
fonctions  entières.  —  Différences  de  quelques  fonctions  fractionnaires, 
ou  transcendantes.  —  Théorèmes  généraux.  —  Intégration  de- quelques 
fonctions. 


NOTIONS    PRÉLIMINAIRES. 

727.  Le  but  général  du  calcul  différentiel  est  de  cher- 
cher les  H  mites  des  rapports  des  accroissements  simultanés 
de  plusieurs  quantités  variables,  ce  que  Ton  peut  faire 
sans  considérer  les  valeurs  numériques  de  ces  accroisse- 
ments. Dans  le  calcul  aux  différences Ji nies ,  on  s'occupe, 
au  contraire,  de  ces  valeurs  numériques  et  on  en  cherche 
la  loi. 

Soient 

une  suite  de  valeurs  successives  que  reçoit  une  quantité 
variable.  Si  Ton  retranche  chacune  de  ces  valeurs  de  celle 
qui  la  suit,  on  obtient  ce  qu'on  appeUe  les  différences 
premières  de  ces  valeurs,  et  on  les  représente  par 

en  sorte  que  Ton  a 

Ht  —  tu  =  A«/o,     w,— -  u,  =zàuiy, . . ,      tt«-i-i  —  tf„  =  Aa„. ... 

En  opérant  de  la  même  manière  sur  la  suite  des  diflfë- 
rences  premières,  on  obtient  une  suite  de  différences 
secondes,  qu'on  représente  par 
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On  a  donc,  par  définition, 

AUi  —  A//«  =  A*»,,      Att»  —  A/i,  =  A*//, , . ,  •  . 

On  formera  de  la  même  manière  les  difl'ëreuces  troi" 
sièmes,  quatrièmes,  etc. 

Par  exemple,  la  suite  des  carrés  des  nombres  entiers 

ï>     4>     9>     ^6>     aS,...,'- 
.a  pour  différences  premières 

6f        O,        7,        9, . . . J    : 

et  pour  difTérences  secondes 

^  %  9  9***9 

les  différences  troisièmes  et,    par  suite,  les  différences 
d'un  ordre  supérieur,  sont  nulles. 

Dans  cet  exemple,  toutes  les  différences  secondes  sont 
égales  à  2.  Si  Ton  admet  la  généralité  de  cette  loi,  on 
pourra  prolonger  indéfiniment  la  suite  des  différences 
premières,  et,  par  leur  moten,  celle  des  nombres  carrés. 

728.  Le  calcul  des  différences  est  fondé  sur  quelques 
principes  analogues  à  ceux  qui  forment  la  base  du  calcul 
différentiel. 

En  premier  lieu,  u,  u^  z  étant  des  quantités  variables, 
on  a 

(i)  A(w-h«'  —  z)=rAa-|-Ap  —  Az, 

c'est-à-dire  que  la  diffcremcc  d'utie  somme  est  êgnîe  à  la 
somme  algébrique  des  difjërtinces  de  ses  parties.  En  eflet, 

à[u  '\-  V  —  z)  =  (/i,  -h  <'i  —  z,)  —  («-+-  «^  —  z) 

=  (  w,  —  w  )  -f-  (c,  —  j' J  —  (  z,  —  z) 
^niA/z  -hAf  —  Az. 

La  diflérence  d'une  constante  est  nulle.  Donc 

(a)  A(a  -t-fl)  =  Aa. 

'7- 
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On  a  encore 

(3)  àan  =  aàUf 

car  Aau=:  au^  —  au  =  a  (i/i  —  a)  =  a^u. 

EXPRESSION    DE    A"  21. 

729.  Proposons-nous  de  trouver  l'expression  de  A^w 
en  fonction  de  w,  m,,  .  . . ,  //„.  On  a  d'abord 

Mais 

donc 

A'tt  =  «2  —  2a,  H-  w. 

A*i/i  doit  être  composé  avec  m,,  //,,  a^,  comme  A* m  avec 
{/t,  U],  u.  On  a  donc 

A*W,  r=r  «3  —  2ttj  +  tt,, 

et  en  retranchant  A'zi  de  A'uj , 

A*«  =  «3  —  3l/a  +  3ll,  — tt. 

On  trouvera  de  la  même  manière 

et  ainsi  de  suite.  On  voit  que  les  coefficients  numériques 
qui  entrent  dans  l'expression  des  différences  A'u,  A'^/, 
A^u,  sont  les  coefficients  des  puissances  deuxième,  troi- 
sième, quatrième  du  binôme,  d'où  l'on  conclut,  en  géné- 
ralisant, 

(l)  ^"u=Un —  ««n-.,  H ^ Un^i  —  ...±«, 

1.2. 

ouy  sous  une  forme  symbolique, 

A»w=  (a  — 1)("5, 
égalité  qui  tiendra  lieu  de  la  précédente,  pourvu  qu'après 
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avoir  développé  le  second  membre  par  la  formule  du  bi- 
nôme, on  remplace  u®,  ii*,  u',* . .  ^  par  u^  u,,  f/t,.  •  • . 
Pour  démontrer  la  généralité  de  cette  loi ,  posons 

(  ^)        ^^U:=  Un  —  Atf«-i  -f-  Bic«.3  —  €«<,_,  -I- . . .  ih  w. 

On  aura  également 
(3)      A"w,  =r  !/„+,  — A «„-+-Ba^,  — Ctf„^2-^.    .liiw,, 
et,  en  retranchant  A^ii  de  A"ii« , 


A»*'  w  =  a,+,  —  A 

—  I 


A 


",-.  —  C 
—  B 


!/,_,  -T-  .  .   .31  //. 


Or,  si  I,  A,  B,  C,. . .  sont  les  coefficients  de  [x  -f- 1)", 
on  sait  que  i,  i-f-A,  Ah-B,  B-hC,...  seront  les 
coefficients  de  (x  H-  i)""*"*.  Donc,  si  la  formule  (i)  est  vraie 
pour  l'indice  /i,  elle  Test  encore  pour  Tindice  /i  -I-  i,  ce 
qui  démontre  sa  généralité. 

730.  Autrement,  supposons  la  loi  démontrée  pour  Tin- 
dice  n  et  posons 

A»«  =\  Y^Up  =  (i£  —  i)C"), 


on  aura 


D'où 


A"//,  =i\  Ka^H.,. 


et,  sous  une  forme  symbolique, 

A«-»-«a  =  y  lLuP[u  —  i). 
U  résulte  de  là 

A"+'«  =  [u  —  i)  V  Km/»  —  [u  —  \){u—  1)^»), 
et,  par  conséquent, 

A"-»-'«  =  (tt  — OC^+O. 


V. 
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EXPRESSION  DU  TERME  GÉNÉRAL  d'uNE  SUITE,  EN  FONCTIOI* 
DU   PREMIER  TERME  ET  DE  SES  DIFFÉRENCES  SUCCESSIVES. 

731.  On  a,  par  définition, 

l/,r=:  1/  -I-  Atf, 

é 

En  ajoutant  ces  équations,  membre  à  membre,  il  vient 

ttj  rzr  « -t- 2  A  tt  -h  A' tt. 

On  aurait  de  même 

A//,  =  A//  -h  aA'tf  -f-  A*«, 

d^où,  en  ajoutant  ces  deux  équations, 

Wa  =r  w  -+-  3  A  «  -f-  3  A'w  H-  A*  // , 

et  ainsi  de  suite.  On  est  ainsi  conduit  par  induction  à  la 
formule 

(i)  «„  =  a^-/ïA^/^ ^ A'aH-.  .  .-f- A"w, 

^  '  1.2 

ou  à  la  formule  symbolique 

i/„=(i -f- A)(")/^, 

dont  Texaciilude  se  démontrerait  par  le  mode  de  raison- 
nement employé  (729  et  730). 

DIFFÉRENCES    DES    FONCTIONS    ENTIÈRES. 

732.  Supposons  maintenant  que  u  soit  une  fonction  en- 
tière de  X  du  degré  m,  et  que  a,,  Mj,  Wj,  .  .  . ,  représentent 
les  valeurs  successives  que  prend  cette  fonction,  quand  on 
donne  à  x  une  suite  d'accroissements  égaux  représentés 
par  h.  Soit 
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On  aura 

A«  =::  A[(x -h  A)*  —  JC-»] -f- B[(x -4- A)*— •  —  .r--'] 

En  développant  et  ordonnant  par  rapport  à  x,  on  aura 
un  résultat  de  la  forme 

Le  premier  terme  est  du  (m  —  i )**"••  degré,  et  son  coeffi- 
cient se  forme  en  multipliant  le  coefficient  du  premier 
terme  de  u  par  l'exposant  de  ce  lerme  et  par  //. 

En  opérant  de  la  même  manière  sur  la  diilérence  pre- 
mière, il  en  résulteca 

on  trouvera  de  même 

et  ainsi  de  suite. 

Le  degré  de  chaque  différence  va  en  diminuant  d'une 

unité,  d'où  l'on  conclut  que  la  m**"*'  sera  constante  et  se 

réduirk  au  premier  terme,  dont  la  loi  est  connue.  On 

aura  donc 

A"*  //  =  1 . 2 . 3 . . .  m  A  /i"*. 

Ainsi,  les  différences  m'*'""  d'une  fonction  entière  du 
m'''"'  degré  sont  constantes,  lorsque  la  variable  croît  par 
degrés  égaux.  Les  différences  suivantes  sont  donc  nulles. 

733.  Soit  u  ^  x'".  Alors 

A'"m  =  1 .2.3. .  .mh"'j 

tt,  =  (X  +  /<)*",        tfj=z  (x  -f-  2^)*",  .  .  .  . 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  la  formule 
(i)     .  A- w  =  «.  —  nu^^  4-  '^^'^"~  '^  a^, -t- . . .  (729) , 


264  COURS    d' ANALYSE. 

on  aura,  sî  «  =  /n, 

^   ^      (1.2.3..  ./w/i*" 

(^)     { 

(      =(j:-4- w^)"—  m[x'h{m  —  i)  ^]'" -♦-. .  .dix". 

Faisant  x  =  o,  /i  =  i, 

1 . 2 . 3 . . .  //i 

'      ^m"  — /w(/iî  — i)'»H i £(,„._  2)'"—.  .  .=p/?i. 

Si  Ton  suppose  n^m^  on  a  A"ii  =  o,  et  la  formule  (i), 
en  faisant  encore  a:  =  o,  A  =  i ,  donne 

•(4)       0=/2'"— /î(«~  Ij^H ^ («—  2)«  — .  .  .. 

1.2  * 

734.  Soit 

a  =  jî(jr  4-^)  (x  -f-  2//).  .  .[x  4-  (/i  —  i)  A], 
on  aura 

(5)  Att  =  (x4-  ^)  (-r +  2/i).  .  .[xH-  (/i  —  i)/f]/iA, 

(6)  A'tt  =  (.r-f-  2//)..  .[ar4-(«~  0^]'^  ('^  —  0  ^^% 

La  loi  de  formation  est  évidente. 

DIFFÉREPiCES    DE    QUELQUES    FONCTIONS    FRACTIONNAIRES, 

OU    TllANSCEKDANTES. 

735.  En  supposant  toujours  que  la  variable  croît  par 
degrés  égaux,  on  a 

I 

jo  uz=z  =9 

07  (x  -h  //)  (ar  H-  2^).  .  .[.r  -4-  («  —  1)^] 

_  --_^A 

X  [x  -\-  h)  [^x  -\-  ih)  *  .    [x  -\-  nh) 

n(n  -\-  iSh^ 
x(a;  H-^J.  .  .(x  -\-  nh)  \x  -\-  (/î  -M)/*]' 

et  ainsi  de  suite. 
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et,  en  général, 

3°  w  =  sin  (ax  -+-  A), 

Aa=sin  (/ix +  aA -h  ^) — sin(flx-f  6), 

A  sin  (ax  -^  b)  =  2  sm  "  ah  cos  («x-4-^-r  —  )• 
On  a  de  même 


et, 


A  cos  {ax  4-  6)  =  —  2  sin  -  a/^  sin  ( 

A*  sin  {ax  +  6)  =  2  sin  -  «A  A  cos  lax-hl-^ )  ; 

ou,  à  cause  de  la  seconde  formule, 

A'sin(ax  -h  b)  =  —  4**"*"=^  sin(ax-l-  b  -+-  ah)^ 
et  ainsi  de  suite. 


CALCUL    INVERSE    DES    DIFFÉRENCES. DÉFlMTIOIfS 

ET    NOTATIONS. 

736.  Le  calcul  inverse  des  difFérences  a  pour  objet  de 
déterminer  une  fonction  quand  on  connaît  sa  différence 
finie,  ou  lorsqu'on  a  une  relation  entre  cette  fonction, 
quelques-unes  de  ses  différences  et  la  variable  indépen- 
dante. Mais  nous  nous  bornerons  au  premier  cas 

Soit  a:  la  variable  indépendante  dont  Taccroissement 
Ax  est  supposé  constant  et  égal  à  h  ;  soient  F  {x)  la  fonction 
inconnue  ety^(x)  la.  différence  donnée  :  on  doit  avoir 

AF(x)=/(x),      ou      F{x-i-h)—F{x)=/(x). 
La  fonction  F  (x)  dont  la  différence  est  y  {x)  se  repré- 
sente par\  yix),  et  se  nomme  V  intégrale  aux  différences 
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finies  de f(.r).  D'après  ces  notations,  les  caractéristiques 
\  et  A  appliquées  à  la  même  fonction  se  détruisent,  et 
l'on  a 

737.  Dans  le  calcul  intégral  ordinaire,  quand  on  a  ob- 
tenu une  intégrale  particulière  d'une  différentielledonnée, 
on  ajoute  à  cette  première  solution  une  constante  arbi- 
traire pour  former  l'intégrale  générale.  Dans  le  calcul  in- 
tégral aux  différences  finies,  ce  n'est  pas  une  constante 
arbitraire  quMl  faut  ajouter  à  une  intégrale  particulière, 
mais  la  fonction  la  plus  générale  dont  la  différence  est 
nulle.  Ainsi  (f  (x)  étant  une  fonction  dont  la  différence 
esty(x),  il  faudra  qu'on  ait 

F(x)  =  ç(j:)-|-  u{x), 

zs  [x)  devant  satisfaire  à  l'équation 

Ad  (x)-=:t3  (a:, H-  h)  —  cj  {x)  =  o. 

La  valeur  de  la  fonction  u  (x)  est  complètement  arbitraire 
quand  x  varie  depuis  une  valeur  quelconque  a  jusque  la 
valeur  a  -h  h.  Pour  les  valeurs  de  x^  qui  ne  sont  pas  com- 
prises dans  cet  intervalle,  la  fonction  C3  (x)  sera  déter- 
minée par  la  condition  de  reprendre  la  même  valeur 
quand  x  augmente  de  h.  On  la  nomme,  pour  cette  raison, 
une  fonction  périodique. 

Cette  fonction  peut  être  représentée  par  une  courbe. 
Prenons    sur   l'axe    Ox   des    intervalles    A  A',   A' A", 
A'' A'",. .  . ,  égaux  à  h\  puis,  élevons  les  perpendiculaires 

égales  AB,  A'B',  A"B'',.... 
Traçons  à  volonté  Tare 
BMB',etsoit  liBB^'B'^'..  . 
une  ligne  composée  d'un 
nombre  indéfini  d'arcs 
égaux  à  BMB'.  L'ordonnée 
de  cette  courbe  aura  la  même  valeur  pour  des  valeurs 
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de  X  dont  la  difTérence  est  A,  et  représentera  la  fonction 
cherchée. 

On  aurait  une  fonction  jooissant  de  la  propriété  en 
(pestion,  si  Ton  prenait 

cr  (or)  =  Vf  sin  —r— ,       ces— 7— I» 

Y  désignant  une  fonction  tout  à  fait  arbitraire. 

THÉORÈMES    SUR    LES    IHTÉGRALES   AUI    DIFFÊRESCBS   FIMES. 

738.  Dans  le  calcul  intégral,  /    f(x)  dx  représente  la 

somme  des  valeurs  de  la  différentielle  y  (x)  dx  quand  x 
varie  Ae  a  k  b,  LMntégrale  aux  différences  jouit  d'une 
propriété  analogue. 

Soit  F  (x)  une  fonction  dont  la  différence  finie  esty(x). 
On  a,  quel  que  soi l  x, 

AF(jr)     ou     F(x-f-A)  — F(j-}=/(x^. 

Appelons  Xo,  Xi,  Xj, . . .  ,  x„  des  valeurs  de  x  croissant 
par  intervalles  constants  et  égaux  à  h.  On  aura 

F(j:,)-Ffx.)=/.r,), 


» 

r(:r,)-F(.r„_.)=--:/(^n-.), 

d'où 

(1)  F  (.r„)  -•  F(:r.)  =f{x.)  H-/(^.)  -I-.  .  .  4-/(^„-.), 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Notons  encore,  comme  exemple  de  l'analogie  des  deux 
calculs,  les  formules 

(2)  S{u  4-  i^  —  z)  =  Su  +2!''""Zj^' 

(3)  \  «W  rrr  rt\  f/, 

conséquences  évidentes  des  formules  (i)  et  (3)  du  n**  728. 


268 


COURS    D  ANALYSE.  ' 


INTÉGRATlOiN    DE  QUELQUES    FONCTIONS. 

739.  On  a  trouvé  (73S,  2°) 

^a*  =  a'(a^  —  i), 
d'où,  en  désignant  par  C  une  fonction  périodique  (737), 


S'''^^"'^- 


Si  l'on  donne  à  x  les  valeurs  0,1,  2 , . . . ,  n  —  i ,  on  a 
A  =  I,  et  en  appliquant  la  formule  (i) du  n°  738,  on  aura 

fl»  I  a"  —  1 

IH-  a  -I-  «*  H-.  .  .-h  «"-'  = = , 

a  —  1         a  —  I         a  —  i 

formule  qui  donne  la  somme  des  termes  d'une  progression 
géométrique. 

740.  On  a  trouvé  (73S,  3°) 

Â  sin  lax  -{-  b)  =z  2  sin  -  a/t  ces  (  ûj?  H h  ^  \: 

2  \  2  / 

changeons  x  en  x 9  il  vient 

^sin  lax h  b  \  =  2  sin  —  ah  ces  (àx  -h  b)^ 


d'où 


sinL^-~  +  M 
\  cos  (ax  -h  b)z= ^ L. 


C. 


2  sin  -  ah 
2 


En  faisant  x  =  o,  i,  2,...,  n  —  i,  on  aura 

cos  6  -f-  cos  (a  -h  b)  -\-  cos  (2a  -h  b)  -h . .  .-f-  cos[(/2  —  i)a-f-^] 

2Sin-û 
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c'est-à-dire 

cosb  -\-  cos(rt  +  ^)-Hco$(2fl-K^)-h..  .-i-cot[(/i  —  i)a-l-6] 

,    na        //?  —  I  _\ 

sm  —  cos  1 a  -f-  6  I 

_        a         \    2 /^ 

.    I 

2 

On  trouvera  de  la  même  manière 

mb  H-sin(/i-hô)  +  sin(2a  -4-^)-+-. .  .  +  sin[(/i  —  i)tf -4-^] 

.    na    ,    (n  —  i  ,\ 

sm  —  sm  I a  -\-  b\. 


.    I 

sm— a 

2 


741 .  En  intégrant  la  formule  (  5  )  du  n^  734,  et  rem- 
plaçant X  par  X  —  A,  et  71  par  ti  -i-  i ,  on  a 


l  y  x(a:  +  h).  .  .[x  -f-  («  —  i)^] 


^'^        ^        _(x  —  h)  x{x  -^-  h),,\x  -^{n  —  i)  h] 

On  tire  de  la  seconde  formule  du  n**  735  (i°),  en  y  chan- 
geant «  en  n  —  i , 


iS 


,,    .  x[x-Jfh)...[x-\-[n  —  \)h] 

v)  \ 

C. 


{n — i)^  x{x-\-h)  (x-^2h).,  .[x-h{n — 2]  h] 

En  changeant  ar  en  m  -H /i,  dans  la  formule  (i),  puis 
faisant  A  =  i,  on  aura 

1 .2.3..  .71 -h 2.3.4... (''  -H  1)4- 3.4.5... (/2-i- 2)-+-.. . 

n  »  /  H-  /w  (/w  -!-  i)  (//t  4-  2} .  .  .  (w  +  /i  —  l) 

m(m  -i-i)(m  -hi)'  .  .{m  -h  n) 

^  n-hi 

Ici  la  constante  est  nulle  parce  que  le  premier  membre 
est  nul  pour  m  =  o. 
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Par  exemple,  si  w  =  3,  on  a 
i.2.3-|-2.3.4-t-3.4.5-^...-H/w(/w-+-i)('w-l-2) 

=z  j  m  {m  -{-  i)  ( m  -h  2)  (m  -+•  3). 
On  tirera,  de  même,  de  la  formule  (a) 


,   1.2.../1       2.3...(/2  H-i)      *"       m  (m -{-!).,,  (m -h n  —  1) 
W  r  H 

^    »     [___!__ ^ \ 

n  —  I  Li.2.3...(/2  —  1)       (/wH-i)...(/w-+-« — i)J 
Par  exemple,  on  a  :  pour  w  =  3, 


H T-7  -h  o    r    ^  H-.,  .-f 


1.2.3       2.3.4       3.4' 5        '"      /w(//i  H- i)  (/w -f  2) 

II  I 

4        2  (m  -hi)  (/w  4-  2)' 

pour  w  =  2, 

Il  I  I 


1.2       23         '         m[m  -h  i)  /7j  -H  I 

Il  est  facile  de  vérifier  ce  dernier  résultat,  car  le  premier 
membre  peut  se  mettre  sous  la  forme 

et   la  somme  de  ces   termes   est   évidemment  égale   à 

1 

1 • 

«I  -f-  I 
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SUITE  DU  CALCUL  INVERSE  DBS  DIFFÉRENCES.  -  FORMULES 

DINTERPOLATION. 

Intégration  des  fonctions  entières.  —  É«al«atioD  dr»  «unnc*  par  les 
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IMTÉGRATIOM    DES    F0ACT10>S    EATIÈBES. 

742.  La  formule  de  Taylor  permet  de  trouver    y  j*'*, 

et  plus  généralement  \  /(-^^  .A-^)  ^lam  ""^  fonclion 
entière  de  x.  On  a 

ou 

M      m     ^ 

ce  développement  se  termine  de  lui-même. 
Si  l'on  intègre  les  deux  membres,  on  a 

et,  si  Ton  posey(^)  =  ^'"■•"', 


^w-hi  =  (,^  4_  i)  ^  \  x'f*  -h  (m  -^  i)  m  — -  \  x^ 


-I 


I  .2.3 


0.^, 


xr 

\-' 

1 

9 

X 

x^ 

X 
2 

+  c, 

» 

• 

x" 

x^ 
3/1 

I 

2 

:c'H- 

h 

6" 

+c, 

x^ 

4/^ 

I 

^^*  * 

2 

ar^-h 

—  x^ 

4 

'+C, 

x' 

x} 

5à 

I 
2 

:r'  + 

3' 

3< 
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Pour  déduire  de  là  \  x"',  il  faut  faire  successivement 

m  =  o,  I,  2,  3, ...  ;  on  aura,  C  désignant  une  fonction 
périodique  (737), 

i 

743.   La  formule  générale  (738) 

permet  de  déduire  de  l'intégrale  \  x'^  la  somme  Sm  des 

puissances  m'^"*^*  des  nombres  i ,  2,  3, . . . ,  /?. 

Si  Ton  fait  A  =  i ,  et  qu'on  donne  à  x  les  valeurs  o,  i, 

2,  3,...,  n,  ce  qui  change  \  a"*  en  \  x^-h  x"*,  on  aura 

b|  =  -  /l' H —  n  =  —^ î 

?.  2  2 

o  ï      ,  ï      ,         î  /2  («  -h  l)(2/ï  -h  l) 

3  2  O  1.2.3 

1,1.1  nUn  H-  i)* 

424  4 

S4  =■=«*-}--«* -4- "5 /!'—  ô~'*> 

5  2  3  3o 


On  remarquera  que  la  somme  des  cubes  des  n  premiers 
nombres  est  le  carré  de  la  somme  de  ces  nombres. 


# 
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ÉYÀLUÀTIOir   DES  SOMMES   PAK  LES  E9TtKLU.SS  CSaCS 
ET    DES    IB-rtCftALES   PAE    LE»    iO: 


744.  Soii 


¥(x)=J/,^]ds    oo    .;-r.  =:^^  ' 


On  a,  par  la  formule  deTajlor.. 


r  • 


Donnant  à  x  les  valears  x«.  Xf  Xt,  —  ,  x,.,  et  dési- 
gnant x«  par  X,  il  en  résollera  : 

F(^.)  -  F(x.)= A/(x.)+  il/-  x.  -  ji-3/'  X.   -  ...  ; 

F(x,)  -  F(x.)= A/(x.)  +  -^  y  X  ;  ^  -^/^  X.  •_  .  .    ; 

1.2  1.2-.^ 

•••5 » 

F(X)-F(x^.} 

et,  en  ajoutant,  membre  à  membre, 

F  (X)  -F  (x.)  =h\/x.  +/  jr,~...  ~/x._,\] 


(0  <;  H- — :/'  x;  ^/'(x.) + . . .  H-/\x._.)] 

*       '  1.2 


Posons 

/{^.)  -+-/(^/   -4-..-^/  ^«--0  =^S/(r^ 

Comme  F(X)  —  F  (-^o)  "'*"*^  aiUre  cliose  que  Tinlégrale 
déGnîe  dey(x)  //r,  prise  entre  les  limites  x©  et  X,  Té- 
galilé  (i)  pourra  s'écrire 

(2)    f    /(x)e£rr=/.S/(.r)+  -^  S/'W  +  - -^^--  S/^'tx) 

18 


•  •  * 


Sturm.  —  ^«.,  n. 
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Reinplaçaniy*(j:)  successivement  par/^  {x)yf^^(x).,.. 
]ans  l'égalité  (a),  on  aura 

/  (X) -/(^.) = A  s/' (x)  +  il  s/»  W  + -4ô  s/' W  +  •  •  .• 

(3)   (  /'(X)-/'{x.)  =  /'S/"  W+  ^S/»  +  _^S/"(x)  +  . . . 

/"(X)  -/'(x.)  =  /,  S/"'(.r)  +  —  S/"(x)  +  . . . 

I  •  J< 


Multipliant  les  égalités  (a)  et  (3)  pan,  A/i,  B/i',  C/i^...., 
et  ajoutant,  il  vient 

j      /(.r)r/x+A//[/(X)-/(^o)]+BA'[/'(X)-  /(Xo)l 
(4,  J        =AS/(^)H-A^S/'(a:)(-l-  +  A) 


Z'^s/^'C^jI-^-^  +  ^  +  h) 


/i*S/'"(x) 


I .  a .  3        I .  -2 
I  A 


B 


1 .2  3.4      1.2.3   '  I . 


*  |— f-.« •• 


Le  second  membre  de  celte  égalité  se  réduit  à  kS/{x)^ 
si  Ton  pose 


î 

i     2 

I 


4- A  =  o, 
A 


I .2.3  I  .2 


-+-  B=:0, 


I  A 


B 


I .2.3.4  1-2.3  1.2 


+  C  =  o, 


d'où  l'on  tiré 


A=  — i,     B=:— ,      C  =  o,     D 
2  12 


720 


Va  —  O  ,  •  •  •  ^ 
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de  là  résulte 

(5)      (  ^_La[/'(X-/'x,: 

•520      ^ 

formule  qui   sert  à  repiésenier  une  somm^   ^  i   rzïrr.^*. 
d'une  intégrale  définie. 

745.  L'équation  (5),  résolue  par  rapport  4  \     f   i    4r. 


*  '. 


fera  dépendre  la  détermination  d'une  irjt»-7r«[e  of^r^tr- 
.de  celle  d'une  intégrale  aux  dîtTéren*-e*  tirii*--    Kn  r^-fi- 
plaçant  S/(x)  par/(xt)  -r-/(x,    —  /  r,    —...,'/?. 
aura 

(6)  --h-'f   \        r  r, 

12 


J^»       — 


^20 

Le  premier  terme  du  second  m'-iuhre  if^jtéiirtàU:  li 
somme  des  trapèzes  inscrits  dans  la  iout\pr  i  --J  j  .  ti 
déterminés  par  des  ordonnées  é^juidisiariK.-s.  Quaui  au 
premier  membre,  il  représente  l'aire  dt  c#ril<r  couiU'. 

746.  Les  co'^fllicients  A,  B,  C  .  .  étant  indépenianls 
dc/(x),  on  peut  les  déterminer  au  moyen  d'une  foucttoii 
particulière.  Si  l'on  prend 

on  aura 

/  x)dx  =  e^  —  e". 


f 


Sf{x)  =  r**  -1-  e'-^*  -4-  .  .  .  -+-  C-^î— •'  ^  =  ""^^  _  ^    ♦ 

18. 
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puisque  X  =  Xo  -+■  nh.  Si  Ton  porte  les  valeurs  précé- 
dentes dans  l'équation  (4),  le  facteur  e^ — e'«  se  trou- 
vera commun  aux  deux  membres,  et,  en  le  supprimant, 
on  aura 

(7)  -^j— -  =  i-f-A/i-hB^»-f-C/*»-h 

Il  suffit  donc  de  développer  -^ suivant  les  puissances 

de  hy  ce  qui  se  fera  par  la  formule  de  Maclaurin. 

On  sait  déjà  que  A  = ;  Tégalité  (7)  revient  donc  à 

la  suivante,  . 

l-+-B^*-f-C/*»H-..  .=  -T h  -=:^V-Â T' 

^  —  I  2  2.  [(T  —  l) 

ou  bien 


2     'L 


Le  second  membre  ne  change  pas  quand  h  est  remplacé 
par  —  h.  Donc  le  premier  membre  ne  doit  renfermer  que 
des  puissances  paires  de  A,  et  Ton  a 

C  =  o,     E  ^=  o , . . .  • 

FORMULES      d'interpolation.    FORMULE     DE     NEWTON. 

747.  L'interpolation  a  pour  objet  de  trouver  une 
fonction  d'une  variable,  connaissant  les  valeurs  de  cette 
fonction  qui  correspondent  à  un  certain  nombre  de  valeurs 
données  de  la  variable.  Ce  problème  est  indéterminé 
tant  qu'on  ne  fixe  pas  la  forme  de  la  fonction  cherchée, 
car  il  revient  à  faire  passer  ui^e  courbe  par  des  points 
donnés,  ce  qui  peut  se  faire  d'une  infinité  de  manières, 
tant  que  la  courbe  n'est  pas  définie.  Le  problème  de  l'in- 
terpolation devient  déterminé  quand  la  forme  de  la  fonc- 
tion est  donnée  et  qu'elle  renferme  autant  de  paramètres 
distincts  qu'il  y  a  de  valeurs  données  de  la  fonction.  Par 
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exemple,  si  Ton  se  donne  n  -H  i  valeurs  d*une  fonction 
entière  du  degré  /f,  correspondant  à  /i  4-  i  valeurs  de  la 
variable,  on  aura  /i  -H  i  équations  pour  déterminer  les 
/i  -f-  I  coefficients  inconnus. 

748.  Nous  examinerons  d'abord  le  cas  où  les  valeurs 
de  la  variable  sont  en  progression  arithmétique.  Soient 

n-^-i  valeurs  d*une  variable,  et  h  leur  difTérence  con- 
stante. En  choisissant  convenablement  Torigine  des  x, 
on  pourra  faire  en  sorte  que 

x«  =  o,     X,  =  A,      J^9  ==  2  A , . . . ,      J*„  =  /l /j. 

Soient 

les  valeurs  correspondantes  d^une  fonction  ii,  que  nous 
supposerons  entière  et  du  n**"^  degré.  A  l'aide  de  ces  va- 
leurs on  pourra  former  les  différences  successives  ÛUq, 
A'u«,  û'uo» ....  9  û"!/».  Mais  on  a  (731  ) 

mtm  —  i)    . 

a.  •  ^ 

Ce  développement  de  n^  s'arrête  de  lui-même  au  terme 
qui  contient  A*"/^,  parce  que  les  coefficients  des  termes 
suivants  sont  nuls.  Ainsi,  on  peut  le  prolonger  indéfi- 
niment. En  supposant  m  moindre  que  /i,  ou  au  plus  égal 
à  ri,  on  peut  écrire 

mi  m  —  i)    . 

1.2 

m(m  —  i)  (w  —  2)... (m  —  /ï-4-i)  _ 

—5^ i '-  A"w,. 

I .2.0. . ,n 

Remplaçonsm  par  j9  et  posons 


X  X  {  X 


î  1 h... 

V  /    I  .2 

A  \/*  /  \A  /  I  .2.  .  ./I 
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Le  polynôme  u  se  réduit  évidemment  à  ii^  pour  x  =  mh  ; 
par  conséquent,  il  prend  les  valeurs 


«0, 

w,, 

ttj,    . 

> 

«»» 

lorsque  x  est 

'     1  ^ 
égal  a 

0, 

/', 

2  /l ,  .  .  , 

> 

nft, 

et  comme  ce  polynôme  est  du  n**"*'  degré,  il  satisfait  à 
toutes  les  conditions  du  pt^oblème. 

La  formule  (a)  <'st  connue  sous  le  nom  de  formule 
de  Newton. 

FORMULE    DE    LAGRANGE. 

749.  Supposons  maintenant  que  les  valeurs  données 
de  X, 

Xq  ,      a?  i ,      X^  j  •  •  •  )      '^n  j 

soient  quelconques.  Posons 

c^{x)  =  u,     f{x)  —  {x  —  Xq)  {x  —  Xi)  ...  (x  -^  Xn): 
on  a  (I,  331)  : 

W(^)        /'(a7o)  37  — a:o        /'(^i  )  57  — a^i  "^  "  * 

\  '     f'i^n)  {:V  —  Xn) 

Mais  on  a  cp( x^)  =  W)t  et 

J  \00k)  = 

•^  ;r  —  37^ 

Donc,  si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  l'égalité  (4) 
par  f{x)^  on  aura  la  formule  d'interpolation  due  à 
Lagrange, 

(x    —  Xi)  (x   —  X^).  .  .(x    —  Xn) 

U  =   ) î^-f -^T -, (   Mo 

{Xq —  Xi)  {Xq —  ^2)-  •  -(^0 —  ^n) 


(4) 


(x    —  Xo)  (x    —  ^2)-  •  '{x    —  Xn) 
_|_ _ ^^    Il  J 

(071—  Xq)  {Xi  —  Xi).  .  .{Xi Xn) 


(x     —  Xq)  {x    Xx)...{x     —  Xn-i) 

_|_ _ _- u^, 

\ Xn  —  Xq  )  y X,i  —  X\),  .  ,y X,i       X,i- 1  ) 


x: 
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FORMULES    d\pPB0XIMATIO5    VOCB    LES    QCADBATUBES, 
RECTIFICATIOHS,    CCBATL'KES. 

750»  L'évaluation  des  aires,  des  longueurs,  des  vo- 
lumes se  ramène,  en  dernière  analyse,  à  la  détermination 
d'une  ou  de  plusieurs  int^rales  déGnies  relatives  à  une 
seule  variable.  Mais  il  est  souvent  impossible  dVflTei-tuer 
rintégration  indiquée,  et  il  faut  recourir  à  des  formules 
d'approximation. 

Supposons  quMl  s'agisse  d*évaluer  l'intégrale 

/(x)  iU  =  S, 

ou  Faire  de  la  courbe j'  =f(x), 

La  formule  d'Euler  (746)  offre  un  premier  moyen  d'ob- 
tenir une  valeur  approchée  de  cette  intégrale.  On  peut 
aussi,  à  l'aide  des  formules  d'interpolation,  remplacer 
f(x)  par  une  fonction  entière  du  n''""  degré  que  Ton 
intégrera,  ce  qui  revient  à  remplacer  la  courbe  j  =J  (x) 
par  une  parabole  du  /i**"*' degré  qui  a  /i  -f- 1  puiiils  com- 
muns avec  elle.  Ou  peut  encore  prendre  une  suite  de  païa- 
boles  du  second  degré,  et  remplacer  les  parties  corres- 
pondantes de  Taire  cherchée  par  celles  de  ces  paraboles. 
C'est  celte  dernière  méthode  que  nous  allons  développer. 

7ol.  Partageons  l'intervaUe  X  —  jTq  en  un  nombre 
pair,  n,  de  parties  égales.  Par  les  trois  points  de  la  courbe 

(•^cJKo),  i^i-^  h,y\)j  (^0-1- ^/^  ro),  faisons  passer 
une  parabole  du  second  degré  doot  Taxe  soit  parallèles 
1  axe  des  y,  ce  qui  est  toujours  possible,  comme  on 
sait.  Désignons  par  z  l'abscisse  comptée  à  partir  du 
pied  de  la  première  ordonnée.  L'équation  de  la  para- 
bole sera 

et  nous  aurons 
j'o  =  A,      j^i  =  A-hBA-hCA*,      j^s  =  AH-2BA4-4GA», 


28o  COURS  d'analyse. 

et  ensuite, 

=  j  (A4-4A-f-4B^  +4C^*  -+- A-f-  2B^-|-  4C^'); 


par  conséquent. 


X 


^c^z= -(/,-+- 4/1 -f-rO- 

o  3 


On  opérera  de  la  même  manière  sur  les  autres  parties 
de  Taire,  et  Ton  aura  une  valeur  approchée  de  cette  aire 
en  faisant  la  somme  de  ces  parties,  savoir  : 

3  (ro  4-  4r.  -^y^)  -^"  5  (^»  +  4^3  ^-r«) 
+  3.(74  4-  4r»  +/•)-+-•••-+-  5  (r«-i  -♦-  4r»-.  -+-7») , 

ce  qui  revient  à 
h 

s=-^|>o-4-7n-f-2(.r,+jr4-h...4-r,-,)+4(r,-+-r8-+-...4-rii-t)]- 

Cette  formule  est  due  à  Thomas  Simpson. 
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CALCUL  DES  VARIATIONS. 
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CINQUANTE-NEUVIÈME  LEÇON. 

VARIATION  D  UNE  INTÉGRALE  DÉFINIE. 

But  du  calcul  des  variations.  —  Définitions  et  notations.  —  Théorèmes  sur 
la  permutation  des  signes  <i  et  ^,     i   et  S.  —  Variations  d'une  intégrale 

définie    1  \  dr.  —  Cas  où  V  ne  dépend  pas  des  limites.  —  Cas  où  Y 
contient  deux  fonctions  de  x,  —  Cas  où  V  dépend  des  limites. 


BUT   DU    CALCUL    DES    VARIATIONS. 

752.  Dans  les  questions  ordinaires  de  maximum  et  de 
minimum,  on  donne  la  forme  d'une  fonction  d'une  ou 
de  plusieurs  variables,  et  Ton  cherche  ]es  valeurs  parti- 
culières qu'il  faut  attribuer  à  ces  variables  pour  que  la 
valeur  de  la  fonction  diminue  ou  augmente  lorsqu'on  mo- 
difie très-peu  ces  variables.  Dans  le  calcul  des  variations, 
on  considère  une  intégrale  définie 


C>(-ê 


qui  renferme  sous  le  signe  /  une  variable  x,  une  fonc- 
tion inconnue  j  de  cette  variable,  et  quelques-unes  de 
ses  dérivées,  et  il  faut  trouver  pour^  une  fonction  {(x) 
telle,  que  celte  intégrale  ait  une  valeur  plus  grande  ou 
plus  petite  que  si  l'on  remplaçait  ((x)  par  une  fonction 
d'une  forme  tant  soit  peu  ditîérente.  On  voit  en  quoi  les 
nouvelles  questions  se  distinguent  des  questions  ordi- 
naires. Ce  n'estpas  une  ou  plusieurs  valeurs  particulières 


Fig.   126. 
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qu'il  faut  déterminer,  mais  la  forme  d'une  certaine  fonc- 
tion inconnue,  ou  la  valeur  de  j^  en  fonction  de  x, 

753.  Plusieurs  problèmes  de  géométrie  conduisent  à 
chercher  le  maximum  ou  le  minimum  d'une  intégrale 
définie.  En  voici  un  exemple:  Étant  donnés  deux  points 
C  et  D,  trouver  une  courbe  plane  CIVID  tel/e,  que  la  sur^ 
face  de  révolution  engendrée  par  le  mouvement  de  cette 
courbe  en  tournant  autour  d^un  axe  Ox  situé  dans  son 
plan,  soit  un  maximum  ou  un  minimum. 

Soit  S  la  surface  :  en  posant 
OA  =  x\^  OB  ==  X, ,  on  aura 
(I,  442) 

Il  faut  donc  trouver  une  fonc- 
tion de  j:,j^  =  f(j:),  telle,  que  l'inlégrale  précédente  ait 
une  valeur  plus  grande  ou  plus  petite  que  toutes  celles 
qu*on  obtiendrait  en  modifiant  infiniment  peu  la  forme 
de  la  fonction  f  (x). 

754.  La  marche  à  suivre  pour  résoudre  ces  nouvelles 
questions  diffère  pende  celle  qu'on  a  déjà  suivie  dans  les 
questions  ordinaires  de  maximum  et  de  minimum.  On 
suppose  connue  la  fonction  cherchée  :  on  la  fait  varier 
infiniment  peu,  et  l'on  exprime  que  la  valeur  de  l'inté- 
grale augmente  si  cette  intégrale  doit  être  un  minimum, 
ou  diminue  si  elle  doit  être  un  maximum.  Mais  pour 
arriver  à  ce  résultat  il  faut  trouver,  les  accroissements  ou 
variations  dey  et  des  quantités  qui  en  dépendent,  quand 
on  change  la  fonction  de  x  qui  exprime  j^. 

DÉFINITIONS    ET    ^0TAT10NS. 

755.  Soient 

l'équation  d'une  courbe  CMD,  et 


J^  f 
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rëquation  d'une  auire  courbe  C'5D'  qa'oo  obcbfrdrait 

en  faisant  varier  extrêmement  peo  la  liMRtioo  f  x  .  >l  l'oct 

appelle  o^  Taccroissi^menl  de  TordonDre  >IP'^aja<i  on 

Fig.  127.  passe  à  la  seconde  cocrbtf.  l'ib- 

scisse  restant  la  même,  on  aara 

^»  =!5P— MP. 


ou 


Cette  ditTérence  df  *  est  ce  qu'on 
nomme  la  varinlion  de  Tordoniiée  00  de  la  fonciioii. 

On  voit  par  là  que  la  diflen-nlielle  e»l  r<ic«  p.* i« sèment 
de  Tordonnëe  quand  on  passe  du  point  M  à  un  point  inti- 
nimeut  voisin  5iir  lu  même  courbe,  tandis  quv  la  «  ariation 
est  Taccroissement  de  cette  même  ordonnée  quand  un  passe 
du  point  M  à  un  point  in&niment  voisin  >ur  une  courbe 
iiijininient  peu  tliffereiite  de  la  courbe  donnée. 

756.  On  ramène  les  variations  aux  différtMitielIfs  en 
regardantj^  comme  une  fonction  de  x  et  duti  parauiètre 
arbitraire  l.  Soit 

et  supposons  que  9  (^,  t)  devienne  f^jri  pour  une  cer- 
taine valeur  de  /,  et  que  pour  une  valeur  peu  dillérente, 
^4-?/,  cette  fonction  devienne  â[x).   En  appelant  o> 
Taccroissement  iniiniraent  petit  de  ^',  lorsque  t  reçoit 
Taccroissement  $r,  ou  aura 

Si,  au  contraire,  t  reste  constant,  on  a 

do 

dy  ^^  -r  dx, 

-^         dx 

Ainsi  iy  et  dy  sont  les  différentielles  d'une  môme 
quantité;  mais  3j"  est  la  différentielle  de  y  considérée 
comme  fonction  de  f,  x  restant  la  même;  tandis  que  dy 
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est  la  différenlielle  de  j  considérée  comme  fonction  de  or, 
t  ne  changeant  pas. 

757.  Il  est  souvent  nécessaire  de  faire  varier,  à  la  fois, 
X  et  j^,  quand  on  passe  de  la  courbe  proposée  à  la  courbe 
infiniment  voisine.  On  représente  alors  par  âx  et  par  $y 
les  accroissements,  d^ailleurs  arbitraires,  de  ces  deux 
variables.  On  peut,  sans  établir  de  liaison  entre  ces  aç* . 
croissements,  regarder  x  et  y  comme  des  fonctions  d'une 
variable  indépendante  u,  et  d'un  certain  paramètre  t  :  soit 

On  supposera  que  pour  une  valeur  particulière  de  f, 
par  exemple  t=o^y  devienne  une  Verlaine  fonction 
de  Xy  {{x)  et  que  x  devienne  une  fonction  quelconque 
de  u^f(u).  On  aura  donc 

?(«*     O)    =/(«),  •^{Uy     0)=f[/{u)]. 

En  faisant  ensuite  varier  t  d'une  manière  continue,  à 
partir  de  o,  la  forme  de  la  fonction  de  x,  représentée 
parj^,  changera  insensiblement. 

Pour  avoir  les  variations  de  :r  et  de  y  y  on  multipliera 
par  ât  les  dérivées  de  (p(M,  t)  et  de  ^(m,  t)  par  rapport 
à  f ,  et  Ton  aura 


Jx  =  (JlJ,,      Sj. 


-m."- 


au  lieu  que,  si  laissant  à  t  une  valeur  constante  on  faisait 
varier  li,  on  aurait 

dx  z=  —^  du.      dy  •=!  -— ï-  du. 
du  '^         du 

758.  Lorsque  x  et  y  prennent  les  accroissements  $x 
et  dy^  toute  fonction  U,  qui  dépend  dex,  àey^  et  d*une 
ou  de  plusieurs  dérivées  de  j'  par  rapport  à  a:,  prend  un 
accroissement  correspondant  AU.  On  appelle  variation 
de  U  la  partie  de  AU  qui  ne  dépend  que  des  premières 
puissances  des  variations  dx  et  dy. 
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Or,  d'après  la  formule  de  Taylor,  on  a 

Al]  =  -i-  9js  -^  -—  $X 
dx  «T 


On  aura  donc 


Si  'l'on  considère  x  eiy  comme  des  fonctions  d'une  va- 
riable indépendanteoi  et  d'un  paramètre  f,  on  aura 

dt 
-—'  désignant  la  dérivée  par  rapport  à  f ,  de  U  considérée 

dy        djc 

comme  fonction  de x^y^  —t  -tt"* ' '•  »  ®*  ces  dernières 

quantités  comme  fonctions  de  t. 

759.  On  appelle  variation  seconde  d'une  fonction  U 
la  variation  de  dU  :  on  la  désigne  par  J'U.  La  variation 
de  celte  dernière  est  appelée  variation  troisième  de  U  et 
se  désigne  par  c^'U,  et  ainsi  de  suite. 

THÉORÈMES    SUR    LA    PERMUTATION    DES    SIGNES 

d  -ET   d 


,     /   ET   5. 


760.  La  variation  de  la  différentielle  d' une  fonction 
de  X  est  égale  à  la  différentielle  de  la  variation. 

En  effet,  on  a  (758) 

d  ——  d  —j- 

du     .    .  ,^,,  dt    ^ 

8d\]=——du^t,  d$\}=-- —  ^tdii. 
dt  du 

Donc 

$dXi  =  d$\}, 

ce  qu'il  fallait  dëmpntfer 
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76t.  On  conclut  de  là 

puisque 

ê.d^V—Sd.dV  =  d.SdV  ~  d.d.Sl], 

et  généralement 

762.   On  peut  aussi  intetverdr  Vordre  des  signes  3 


'■!■ 


En  (ffot,  soit 

soient  i/o  et  i/i  les  valeurs  de  la  variable  indépendante  u 
qui  correspondent  aux  limites  x^  et  Xi  :  on  aura 


/     wdx=  /     y —du. 


Supposons  maintenant  que  t  se  change  en  t-{-$t  :  il 
viendra 


^V  =  S 


Puisque  les  limites  u^  et  f/i  sont  indépendantes  de  la 
variable  f  à  laquelle  se  rapportent  les  différentiations 
indiquées  par  la  caractéristique  J,  on  peut  dîfférentior 


sous  le  signe   i  9  ce  qui  donne 


*"  --ri"  s)  ■"•■• 


mais  u  ne  variant  pas  avec  <,  on  n 

du)  du 

et  si  l'on   opère  Tiniégration  par  rapport  à  x,  il  en 
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résultera 


ou  bien 


\dT=  S{\dT) 


ce  qu'il  fallait  démontrer. 

VARIATION  d'une  INTÉGRALE  DÉFINIE.  — CAS  OU  LA  FONCTION 
SOUS   LE   SIGNE   /    NE  DÉPEND   PAS  DES   LIMITES. 


'■f" 


763.  Proposons*nous  de  trouver  la  variation  de  l'in- 
tégrale définie 


où  V  désigne  unç.  fonction  quelconque  de  .r,  de  }'  et  d'un 
certain  nombre  de  dérivées  de  jr  prises  par  rapport  à  x. 
Pour  simplifier,  nous  supposerons  que  le  nombre  de  ces 
dérivées  se  réduise  à  deux  :  soit 

D'après  le  théorème  démontré  (762),  on  a  d'abord 

(l)  $\}=  Ç    'â{Ydjry. 

Mais 

è.ydx  =  $V.dx  -\-\.$djc  =  §N .dx-^y.dèx. 

I 

Or,  on  a  en  général 

j\dSx  =  ySx—  f$xd\,     ' 

Donc,  si"  (V  Ja:)^j  et  (V  Ja:)i  désignent  les  valeurs  de  \ix 
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qui  correspondent  à  j:  =  x©  et  à  ar  =  Xi,  et  si  l'on  pose 
pour  abréger, 

on  aura 


(2) 


/       Yd$x  =  {\9a^)[-^  I      $xdy. 


Substituant  cette  valeur  dans  Tëquation  (i)  qui  revient  à 

/»X, 

il  en  résultera 


(3) 


t/x. 


Par  celte  première  transformation,  la  fonction  V  n'entre 

plus  sous  le  signe  i  que  par  sa  variation  et  par  sa  diffé- 
rentielle. 

764.  Posons  maintenant 
on  a 

d\  =  Udx  -4-  Nûfr  -+-  Pdp  -+-  Qdq, 
$\  =  M$x  -h  N(îj  4-  VSp  -+-  Q^7. 

Portant  ces  valeurs  dans  Tëquation  (3)  et  remplaçant 
dy    dp    dq  «i      • 


(5) 


\\^$y—p^x)-\'V[$p  —  q^x)-hq[8q—r$x)]dx. 


On  voit  que  la  fonction  V  n'entre  plus  sous  le  signe  d'in- 
tégration. 
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765.  Pour  simplifier  encore  celle  expression ,  posons 

(6)  w  =  ^/ — pâx, 

w  repré^entanl  la  différence  des  ordonnées  qui  corrrs- 

pondeni,  dans  les  deux  courbes  (755),  à  Fabscissex  +  dx  : 

on  aura 

doi  =.  dSjr  —  pd^x  —  dpBx^ 

ou 

dtù  z=L  idjr  —  pd$x  —  dp$.r. 

Mais,  à  cause  de  dj  =  pdx^  on  a 

^dy=ip$dx  -h  8pdx'  =zpdùx  4-  dpdxj 

donc 

d^  =■  ^pdx  —  dpSxy 

d'où 

(7)  5^~^^~~^^*- 

On  trouvera  de  la  même  manière 

(8)  -^=:êq-rdx. 
L'équalion  (5)  prend  donc  la  forme 

(9)  *jr''vrf*  =  (VJr);  +jf '■  (n«  +  P  J'  +  Qg^,te. 

766.  On  peut  encore  simplifier  le  second  membre  de 

celte  dernière  équation,  et  faire  sortir  du   signe  I   les 

dérivées  de  la  fonclion  arbitraire  o).  On  a,  eu  intégrant 
par  parties, 

r  d(o  r  ^p  , 

/  P  -—  c?-r  =  Pw  —   l<ù-r-  d.r. 
J      dx  J      d.r. 

De  même,  en  intégrant  deux  fois  par  parties, 

J^  dx^  ^  dx  dx       J       dx'*' 

Sturh.  —  An,  y  II,  ff) 
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Substiluanl  ces  valeurs  dans  Téquation  (9),  il  vient 

i^X"v-=["-(-S)-'ê]; 

(>o) 

formule  dans  laquelle  —j  —-j-  sont  les  dérivées  de  P  et 

de  Q,  par  rapport  à  j:,  en  considérant  y^  p^  q  comme 
liées  à  x,  au  moyen  de  Téqualîon  inconnue ^=  f(a:). 
En  posant,  pour  abréger, 

(12)  K~N  — —  +  — ^, 

^      '  dx  dx^ 

la  formule  (10)  pourra  s'écrire  plus  simplement 
ou  bien 

(I)  $  V//j7~r-h-/       (K5j--K/^5x)r/.r, 

puisque  o)  =  dj  — pâx. 


767.  On  peut  mettre  F  sous  une  autre  forme  en  rem- 
dùi 
djc 


1  ^'^11 

plaçant  w  et  —  par  les  valeurs 


(^  z=:z  $/  — pSx, 

r/w         -  - 

-—  =z:  6p  —  qox, 
dx 


11  vient  alors 


r_j[v-..^P-^?)„-Q,]...(p-S)...Q».|; 
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CAS    OU   LA   FONCTION  V   BENFERME  DEUX   FO^XTIO^S  DE  X, 

768.  S'il  entrait  dans  V  une  autre  fonction  z  con te- 
nant X  et  quelques-unes  des  dérivées  de  z,  ou  obtiendrait 

\      \ dx  par  un  calcul  analogue  au  pré- 

cèdent.  Soit 

dy    d^x         dz     d^  z 


^=-^("''^'ê'^'*'^'5i^" 


on  aura 


en  posant 

dz  ,        d^z 

dz  dp'  d(j' 

djc  dj^ 

Quant  à  la  partie  désignée  par  F',  on  l'obtiendrait  en 
ajoutant  à  F  les  termes  qui  résultent  du  changement  des 
quantités  P,  Q,  /^, .  • . ,  en  ?  .,  Q',  /;',...,  dans  l'expres- 
sion (i  i)  du  n°  766. 


CAS     ou     LA     FOKCTION     V     DÉPEND     DES     LIMITES 

DE    l'intégration. 

769.  Revenons  au  cas  où  la  fonction  V  ne  contient 
qu'une  seule  fonction  de  r,  mais  supposons  maintenant 
qu'elle  dépende  des  limites  Xq  et  Xi  de  l'intégration.  Il 
faut  alors  ajouter  à  la  variation  de  l'intégrale  les  termes 

*9- 


]i]i  proviennenl  de  la  variation  de  ces  limites,  savoir  : 

J^     \dx.  djr^   -"         dp.   ^         d(/.       I 


fSiS.'- 


"/i    m        dpi  dq^ 


Maïs  comme  5xo,  ^.Xoi«  •  •>  <^^m  ^yw  •  •  sont  des  con- 
slantCA  dans  rintégration  relative  à  x,  on  peut  écrire 
sous  la  forme  suivante  : 

J^'«  r/V  /*'«  r/V  r'*dV 

-T—  dx  -^  ày.  I        -—-' dv -h '  »  • -h  3 Xi  I       -r—dx,,. 

les  UTmcs  qu'il   faudrait  ajouter  à   F.   Les   intégrales 

r'^dv  j      r'^dv  j  *.  1      . 

I      -7-  ax,     1       — r/ac, . . .,  ne  contiennent  plus  rien 

qui  dépende  des  variations. 

On  compléterait  de  la  même  manière  la  valeur  de 

d  I      V^,  si  V  contenait  deux  fonctions,  y,  z,  avec  les 

dérivées  de  ces  fonctions,  et  leurs  valeurs  aux  limites. 
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SOIXANTIÈME  LEÇON. 

SUITE  DE  LA  VARIATION  D  UNE  INTÉGRALE  DÉFINIE. 

APPUCATIONS. 

Autre  moyen  d'obtenir  la  yariation  d'ane  intégrale  définie.  —  Maximum 
et  minimum  d'une  intégrale  définie.  —  Conditions  relatives  aux  limites. 
—  Cas  où  la  fonction  V  contient  deux  fonctions  de  x.  —  Ligne  la  plus 
courte  entre  deux  points,  —  d'un  point  à  une  courbe,  —  entre  deux 
courbes. 


AUTHE    MOYEN    d'oBTENIB    LA    VARlATIOiN    d'uNE    INTÉGRALE 

DÉFINIE. 

770.  Les  calculs  par  lesquels  nous  venons  d'évaluer 
la  variation  d'une  intégrale  définie  peuvent  être  modifiés 
dans  les  applications. 

On  a,  précédemment  (762),  obtenu  la  formule 


\dx=  I      §{\dx). 


Après  avoir  remplacé  dans  V,  qui  est  une  fonction  de  x^y^ 

d  d 

p  et  47,  ces  deux  dernières  quantités  par  -j-^  -— — »   on 

prendra  la  variation  de  Vr/x  en  considérant  x,  y^  dxy 

dy 
dj^  d  -j-  comme  des  fonctions  du  paramètre  t.  Le  résultat 

contiendra,  sous  forme  linéaire,  les  variations  dx^  $yy 
et  $dXy  ^^y^' . . ,  ou  les  différentielles  dâx^  ^^J^  •  •  •  • 
Comme  on  doit  ensuite  intégrer  par  rapport  à  x,  on  fera 

sortir  du  signe  1  ,  au  moyen  de  l'intégration  par  par- 
ties, les  différentielles  des  variations  $x^  $y^  de  sorte 
qu'il  ne  restera  sous  le  signe,  que  ces  variations  multi- 
pliées par  des  quantités  qui  en  sont  indépendantes.  Le 
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résullat  sera  de  la  forme 

(II)  d  f  \dT=:r-^  f  \u9^-hKêx)dx^ 

H  et  K  étant  des  fonctions  connues  de  x,  y  et  des  dérî- 
vée»  de  y^  mais  ne  contenant  pas  les  variations  de  ces 
variables.  En  comparant  ce  résultat. avec  celui  qu'on  a 
trouvé  plus  haut  (766) 


X^  *^  Xq 


on  en  conclura  que  F  et  K  doivent  être  les  mêmes  dans 
les  deux  expressions^  et  qu'on  a  identiquement 

11  =  —  Kp. 

771.  Le  calcul  qui  a  donné  Téqualion  (I)  n'a  servi  qu'à 
mettre  en  évidence  celle  relation.  Dans  les  applications, 
on  suivra  la  marche  qui  nous  a  conduit  à  la  relation  (II), 
sans  passer  par  l'intermédiaire  de  la  quantité  auxiliaire  w, 
et  sans  recourir  aux  formules  générales  (766). 

Si  Ton  ne  faisait  varier  que  j^,  on  aurait  $x=.o  et 

tl       Vdx  —  T'-^î       KSjdjc, 

Jx^  J  X^ 

r'  se  déduisant  de  F,  par  la  suppression  des  termes  qui 
renferment  5 jfo  et  cî.r|. 

Si  Ton  faisait  variera:  seulement,  on  aurait 


X^  */ jr.. 


KpSxdxy 


F''  représentant  ce  que  devient  F  quand  on  y  fait  Jj^o  =  Oj 
d/t  =r  o. 

772.  Les  mêmes  remarques  s'appliquent  au  cas  où  il 
entre  dans  la  fonction  V  une  autre  fonction  z  de  x  avec 
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les  dërîvées  p'  et  q'  de  z.  On  arriverait  à  une  équation 
telle  que 

Mais  la  marche  suivie  pour  trouver  la  relation  (II)  don- 
nerait encore 

et  ces  valeurs  doivent  être  identiques.  Il  faut  donc  que 

Ton  ait 

H=r-(K/?-+-Ky). 

MAXIMUM    ET    MINIMUM    D^UNE    INTÉGRALE    DÉFINIE. 

773.  Proposons -nous  maintenant  de  déterminer  Ja  va- 
leur dey  en  fonction  de  :i:  qui  rendra  l'intégrale 


x^ 


X. 

\fix 


un  maximum  ou  un  minimum.  Pour  fixer  les  idées,  sup- 
posons que  U  doive  être  un  minimum,  et  soit  y  z=J'(x) 
la  fonction  cherchée.  Il  faut  qu'en  donnant  à  x  et  hj  des 
accroissements  arbitraires  et  infiniment  petits  âx  et  Sy^ 

'      \  cix 

soit  constamment  positif,  quels  que  soient  les  valeurs  et 
les  signes  de  $x  et  de  $y.  Or,  raccroissement  de  cette 
intégrale  se  compose  de  deux  parties.  Si  Ton  pose 

AU  =  $V  -f--p, 

la  première  partie  cîU  renferme  les  variations  $Xy  $j^ 
Spy  $q  au  premier  degré,  et  sous  forme  linéaire;  la  se- 
conde partie  contient  les  puissances  de  ces  variations  su- 
périeures à  la  première  et  leurs  produits.  Quand  3U  n'est 
pas  nulle,  le  rapport  de  p  à  dU  a  pour  limite  o.  Donc,  si 


29^  COURS    D*ÀirALTSZ. 

Ton  suppose  Sx  elâjr  înfiDiment  petites,  le  signe  de  âU 
sera  le  même  que  celui  de  âU.  Il  faut  donc,  pour  que  U 
ait  une  valeur  minimum,  que  Ton  ait  $U  =  o;  car  au- 
trement, en  changeant  les  signes  des  variations  dx  et,  3y 
sans  chanc;er  leurs  valeurs  absolues,  le  signe  de  oU,  et 
par  conséquent  celui  de  AU,  serait  changé,  et  U  ne  serait 
pas  un  minimum.  Ainsi 

est  la  condition  du  minimum;  c'est  aussi  celle  du  mai[i- 
mum,  car  la  différence  AU  doit  aussi,  dans  ce  cas,  avoir 
toujours  le  même  signe,  ce  qui  ne  pourrait  être  si  la 
variation  de  U  était  différente  de  o. 

La  condition  dU  =  o  n'est  pas  suffisante  pour  qu^il  y 
ait  maximum  ou  minimum.  En  effet,  d'après  la  série  de 
Taylor,  on  a 

AU  =  ^U  4-  —  5'U  H î-^  ^»U  -f- . .  . , 

1.2  I  .2.3 

si  cJU  est  nulle,  le  signe  de  AU  dépendra  de  celui  de  5'U 
pour  de  petites  valeurs  de  dx  et  de  $y.  Par  conséquent, 
si  d'U  reste  toujours  positive,  lorsque  les  variations  dx 
et  3j  changent  d'une  manière  quelconque,  tout  en  restant 
infîniment  petites,  U  sera  un  minimum.  Si,  au  ^con- 
traire, 5'U  reste  négative,  quels  que  soient  dx  et  dy^ 
U  sera  un  maximum.  Enfin  U  ne  sera  ni  un  maximum  ni 
un  minimum  si  cJ'U  peut  changer  de  signe.  Mais  on  est 
souvent  dispensé  de  cet  examen  par  la  nature  de  la  ques- 
tion qui  indique  clairement  l'existence  d'un  maximum 
ou  d'un  minimum. 

774.   L'équation  dU=  o  revient  à 

'     *Kwr/a:  =  o  (766). 

Je  dis  que  cette  équation  entraîne  les  deux  suivantes 
(2)  r  =  o,     K  =  o. 
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El  d'abord  la  fonction  K  doit  èire  nulle.  En  effet,  sup- 
posons qu^il  n'en  soît  pas  ainsi.  On  peut,  pour  chaque  va- 
leur de  X  comprise  entre  x^  et  ^t*, ,  changer  h  volonté  les 
valeurs  de  âx  et  de  ây^  qui  sont  arbitraires,  et  conséquem- 
raent  celle  de  (m>  ou  dj  —  p$x^  en  supposant  constantes 
les  valeurs  de  Jx^,  dy^^^  ^Po^  ^«^n  ^J^i>  ^Pi^  qu^  sont 
relatives  aux  limites  x^  et  x^.  Mais  le  terme  F,  qui  ne 
contient  que  les  variations  relatives  aux  limites,  resterait 

constant,  tandis  que  Tintégrale  /      Kco^jr,  contenant  la 

fonction  arbitraire  co,  ne  pourrait  pas  toujours  conserver 
la  même  valeur  quelle  que  fût  cette  fonction  co,  et  par 
conséquent  Téquation  (i)  ne  pourrait  pas  être  toujours 
satisfaite  si  K  n'était  pas  zéro. 

On  peut  d'ailleurs  établir  ce  point  de  la  manière  sui- 
vante. Comme  &>  est  une  fonction  arbitraire,  en  la  choi- 
sissant de  manière  qu'elle  ait  le  même  signe  que  K  pour 
chaque  valeur  de  x,  si  la  quantité  finie  F  est  positive  ou 
nulle;  ou  qu'elle  soit  de  signe  contraire  à  K,  si  F  est 

négative,  la  somme  T  -{-  j      Koadx  serait  positive  dans 

le  premier  cas,  négative  dans  le  second,  au  lieu  d'être 
nulle.  11  faut  donc  qu'on  ait  K  =  o,  d'où  résulte  aussi 
F=o. 

CONDITIONS    RELATIVES    AUX    LIMITES. 

775.  Lorsque  V  ne  contient  que  x,  y^  p  et  (7,  l'équa- 
tion K  =  o,  ou 

d^Q  .         d^q       d*Y 

est  du  quatrième  ordre,  puisque  -—-  contient  -— -  ou  -j-^  • 

Il  faudra  intégrer  cette  équation,  et  l'on  aura  un  résultat 
de  la  forme 


'A(jH  couBs  d'ahaltse. 

contenant  qaatre  constantes  arbitraires.  Pour  les  déter- 
miner il  fant  avoir  égard  à  Téquation 

(2)  r  =  o, 

relative  anx  limites  de  l'intégration.  Mais  il  est  néces- 
saire de  distinguer  plusieurs  cas. 

1®  Si  l'on  donne  les  valeurs  de  x,  j^,  />,  ç  aux  deux 
limites,  les  variations  de  ces  quantités  étant  nulles  à  ces 
limites,  l'équation  r  =  o  est  identiquement  satisfaite, 
et  si  l'on  représente  par  r(jc,  C,  C,  C,  C')  la  dérivée 
de  f  (x,  C,  C,  C^  c/) ,  on  aura 

j-.  =  f  (x.,  C,  C,  C^C-'), 

;?.=r:r(a:.,  C,  C',C",C-'), 

^^'  ^r.  =  f(.r.,c,e,c",c-), 

;,.r=r(x.,  c,  c,  C",  n, 

c'est-à-dire  quatre  équations  qui  déterminent  les  quatre 
constantes  inconnues. 

2**  Si  l'une  des  six  quantités  J^o<.  JKo'  To?  -^i  i  J^n  Pt 
reste  arbitraire,  pi  par  exemple,  l'équation  r  =  o  ne 
sera  pas  identiquement  satisfaite;  mais  il  faudra  égaler  à 
zéro  le  coefficient  de  $pi,  et  Ton  aura  l'équation  Q^  =  o, 
qui,  avec  les  équations  (3),  déterminera  les  quatre  con- 
stantes et  la  valeur  de  pi. 

3°  Si  l'on  avait  entre  les  valeurs  de  a:,  j',  p^  relatives 
aux  limites,  une  équation 

(4)  ?(-^o,  Xoj  Po,  ^1,  ri>  Pi)  =  0> 

on  différentierait  celte  équation  par  rapport  au  para- 
mètre f,  et  Ton  aurait 

dXf,  r/jo  dp^  dx^  df^  dp^ 

En  portant  la  valeur  de  5^i,  tirée  de  cette  équation, 
dans  l'équation  F  =r  o,  il  faudra  égaler  à  o  les  coefficients 
de  «JjTo,  J/oî  ^/'oj  ^«^1  et  Jj^,.  On  aura  donc  cinq  équa- 
tions qui,  réunies  aux  équations  (3)  et  (4),  détermineront 
les  dix  inconnues  C,  C,  C",  C"^,  j:©,  j^q,  p^^  ^x^JH  Pi- 
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Cps  exemples  suffisent  pour  montrer  comment  on  de- 
vrait opérer,  si  Ton  avait  deux  ou  un  plus  grand  nombre 
d'équations  relatives  aux  limites. 

CAS  ou  LA  FONCTION  V  CONTIENT  DEUX  FONCTIONS  DE  X. 

776.  Supposons  maintenant  que  la  fonction  V  con- 
tienne deux  fonctions  j^  et  z  de  la  variable  x.  On  aura 
alors  \768) 

'       Vfix  —  r-^j      (K«-f-KV)r/j-  =  o. 


"0  -^  •*€ 


Cette  équation  équivaut  aux  suivantes 

(2)  r=:o,     K  =  o,     K'=o. 

En  effet,  «  et  w'  sont  deux  fonctions  de  x  arbitraires  et 
indépendantes  Tune  de  l'autre,  et  F  ne  contient  que  les 
valeurs  des  variations  relatives  aux  limites  de  l'intégrale; 
donc,  si  K  et  K'  n'étaient  pas  nulles,  en  laissant  con- 
stantes les  valeurs  relatives  aux  limites,  on  aurait  F  =  o, 
tandis  qu'on  pourrait  faire  varier  co  et  co'  de  telle  sorte 

'       (Rw  -f-  K'w')  dx  ne  fût  pas  égale  à  o. 

On  doit  donc  avoir 

K=:o,     K'=.o, 

et  par  conséquent 

r  =  o. 

Les  deux  premières  équations  déterminent  j^  et  z  en  fonc- 
tion de  X.  La  troisième  sert  à  déterminer  les  constantes 
introduites  par  l'intégration  des  deux  premières. 

777.  Nous  avons  supposé  que  j^  et  z  étaient  des  fonc- 
tions indépendantes  l'une  de  l'autre.  S'il  existait  entre 
elles  une  relation 

(l)  F(^,^,  3)=0, 

les  variations  dy  eiSz  né  seraient  plus  indépendantes. 


3oo  covTis  d'analyse. 

On  doit  avoir,  dans  ce  cas, 

dx  dy  dz 

équation  que  Ton  obtient  en  différentiant  l'équation  (i) 
par  rapport  à  t.  Remplaçons  dj  et  dz  par  leurs  valeurs 

^jr=/?^X-hw,       $z=i p'Bx  -^tù'  l 

il  vient 

dF  ^  dF  ,    ^  .       dF  ,    ,  ^  ,x 

—.  $a:  -{-  —-  ip^x  4-  w^  +  -T-  {p^x  -i-  «  )  =  o, 
dx  dy  ^  '         dz 

ou 

(dF       dF  dF    A  ^         dF  dF    , 

ou  enfin 

(2)  -r-wH —«'=0, 

^  dy  dz 

car  on  trouve 

dF       dF^  dF    ,_ 

dx         dy  dz 

en  dififérenlianl  l'équation  (i),  par  rapport  à  x. 
De  l'équation  (2)  on  déduit 

dF 


db'     ' 


dy_ 
dV^ 

lîz 


dF 


et,  par  conséquent, 

\  'àTz). 

Pour  que  cette  variation  soit  nulle,  il  faut  qu'on  ait 
(3)  r  =  o. 

Les  équations  (i)  et  (4)  feront  connaître  jr  et  z  en  fono 
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tîon  de  X.  Quant  à  Téquaiion  F  =  o,  elle  servira  à  déter- 
miner les  constantes. 

778.  On  peut  aussi  éliminer  Tune  des  quantités  w,  co' 
au  moyen  d'un  facteur  indéterminé.  En  multipliant  par  X 

l'équation 

d?  fiV    , 

-r-  »  H — 7-»  =  o, 
df  dz 

et  ajoutant  le  produit  à  la  fonction  qui  est  sous  le  signe 

/  dans  l'expression 


on  a 


On  profite  de  l'indétermination  de  X  pour  faire  dispa-       1 
raitre  o)',  en  posant  f 

« 

et  comme  «,  qui  reste  encore  sous  le  signe  /  ,  est  tout  à 

fait  arbitraire,  il  faut  égaler  à  o  la  quantité  qui  la  mul- 
tiplie, ce  qui  donne 

dF 
(6)  K  +  )— =  o. 

En  éliminant  X  entre  les  équations  (5)  et  (6),  on  obtient 
l'équation  déjà  trouvée 

dF       ^rdF_ 

IV.  — ; JV    —r-  =  O. 

dz  dy 

779.  Ce  qui  précède  montre  la  marche  à  suivre  dans 
le  cas  où  la  fonction  V  coniient  un  nombre  quelconque 


3o2  couns  d'analyse. 

de  variables,  liées  entre  elles  par  des  équations  données, 
les  valeurs  des  variations  qui  se  rapportent  aux  limites 
de  l'intégration  devant  satisfaire  à  certaines  conditions 
déterminées.  Passons  maintenant  aux  exemples. 

LIGNE  LA  PLUS  COURTE  ENTRE  DEUX  POINTS  D^NS  UK  PLAN. 

780.  On  demande  la  ligne  située  dans  un  plan,  pas^ 
sant  par  deux  points  A  et  B,  et  qui  soit  la  plus  courte 
quon  puisse  mener  entre  ces  deux  points. 

Prenons  deux  axes  rectangulaires  dans  ce  pian,  soient 
Xoi  Yo  les  coordonnées  du  point  A  et  Xi^yi  celles  du 
point  B.  Dans  cet  exemple  on  doit  avoir 


et (774) 


mais  (764) 


^  /        \Jl-^  p^dx:=zo 


K  — N  — —       ^'Q  —  Q. 
dx  dx^ 


N  =  o.       P  —       '  Q  =-  o. 

Il  faut  donc  qii'on  ait 


<'^  *       Tx 


il  s'ensuit 

P 

zziconst., 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

d'où 

(a)  j=C.r-+-C', 

C  et  ÇJ  étant  deux  constantes:  D'ailleurs,  il  suffit  que 
l'équation  R  =  o  soit  satisfaite,  puisque,  les  valeurs  de  x 
et  de  j^  relatives  aux  limites  étant  6xes,  les  variations 
5jr*o,  5/o)  ^X\t  ^J\  sont  nulles,  et,  par  suite,  on  a  ideu- 
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tîquement  F  =  o.  La  ligne  cherchée  est  donc  une  ligne 

droite  i   les  constantes  C  et  C  se  détermineront  par  les 

équations 

j,  =  C.T.  H-  C,     Xt  =  Cjt,  -f-  G'. 


"1 


>B 


LIGNE  LA   PLUS  COURTE   D  UN   POIMT   A   UNE   COURBE    PLANE. 

781.  Soient  A  et  LN   le  point  et  la  courhe  donnés 
Fig.  ia8.  dans  le  plan  xoj  ^  et 

Téquation  de  fa  courbe. 

Soit,  de  plus,  AB  la  ligne  la 
plus  courte  menée  du  point  A  à 
un  point  de  la  courbe  donnée. 
L'extrémité  A  de  la  ligne  AB  est  fixe;  l'autre  extrémité 
peut  varier  de  position  sur  la  combe  LN. 

En  conservant  les  notations  du  cas  précédent,  on  arrive 
encore  à  Téquation 

la  ligne  cherchée  est  donc  une  ligne  droite. 

Il  faut  maintenant  déterminer  les  conslanles  C  et  C. 
Or,  on  a 

mais  les  variations  âXi  et  Syi  ne  sont  assujetties  qu'à  la 
seule  condition  que  le  point  (j'i -H  <îXi,  j^i -f- d^i)  soit 
sur  la  couibe  donnée.  On  a  donc 


d'où 


et,  pour  que  F  s'annule, 

i-i-Gf(:r,)  =  o, 


On  en  conclut 


ou 

^3) 


3o4  coutis  d'analyse. 

puisque 

On  déterminera  ensuite  les  constantes  au  moyen  des 

équations 

y^  —  C^,  -f-  C,       1-4-  Cf  (x,  )  —  o, 

Il  résulte  de  l'équation  (3)  que  la  ligne  la  plus  courte 
entre  un  point  et  une  courbe  est  une  droite  normale  à 
cette  courbe. 


LIGNE  LA  PLUS  COURTE  ENTRE  DEUX  COURBES  PLANES. 

782.  Soient 

(2)  x=-^  [x) 

les  équations  de  deux  courbes  situées  dans  le  même  plan. 

En  raisonnant  comme  dans  le  cas  précédent,  on  trouve 

Fig.  129.  que  la  ligne  cherchée  est  encore 

une  ligne  droite, 

^B'  (3)  jz=Car  +  C'; 

mais  la  détermination  des  con- 
'  stantes  ne  se  fait  plus  de  la  même 

manière.  Dans  ce  cas  Jxo,  âj^o? 

^Xx,  Sji  peuvent  varier  pourvu 
que  le  point  A'(to-H  J^cjo-f-^Jo)  reste  sur  la  courbe  (i), 
et  le  point  B'(.r,  h- J^j,  jj -f- Jji)  sur  la  courbe  (2). 
Mais  l'équation  F  =  o  (767)  se  réduit  à 

dx,  -h  px  Sx,  ÔJ-o  -t-  Po  SXo 


y 

\ 

~V^ 

/ 

r 
\ 

I 

0 

c 

< 

B 


D 


'.' 


o, 


qui  se  change,  comme  dans  le  cas  précédent,  en  celle-ci  : 

(4)  (îx,[i  ^  CY{x,)]  -  Sxo[l  -KCf(a:,)l  =0, 

à  cause  des  équations 
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Or,  les  variations  $Xo  et  5xi  étant  indépendantes  l'une  de 
Tautre,  réquation  (4)  se  partage  en  deux, 

,5.  1  i-f-Cf(^.)-=o, 

^    ^  I  H-Cy'(xo)=o, 

qui,  réunies  aux  suivantes, 

Xo  =  Cx.  H-  C,      7o  =  ?  (  J^O, 

déterminent  complètement  les  constantes  C  et  C,  et  les 
coordonnées  ar^^,  y^^  ^\^y\  des  extrémités  de  la  droite 
minimum. 

Les  équations  (5)  font  voir  que  la  ligne  la  plus  courte 
entre  deux  courbes  planes  est  une  normale  commune 
aux  deux  courbes  proposées. 

EXERCICES. 

\ .  Trouver  la  fonction  qui  rend  maximum  r expression 

Ji      (I —^- h ay]  dx. 


Solution  : 


=  v/é  -  "'• 


2.  Tromper  la  courbe  qui  rend  maximum  ou  minimum  rex* 
pression 


Solution  :  En  coordonnées  polaires 

r"+2cos(/2  +  a)  (0-©o)  =  C- 


Sturm.  —  ^n.f  IL  20 


3o4  .  coutis  d'analyse. 

puisque 

/?.  =  C. 

On  déterminera  ensuite  les  constantes  au  moyen  des 

équations 

y,  =  C^,  -h  C,       1-4-  Cf  (x,  )  =  o, 

II  résulte  de  l'équation  (3)  que  la  ligne  la  plus  courte 
entre  un  point  et  une  courbe  est  une  droite  normale  à 
cette  courbe. 


LIGNE    LA    PLUS    COURTE    ENTRE    DEUX    COURBES    PLANES. 

782.  Soient 

(2)  X='^[^) 

les  équations  de  deux  courbes  situées  dans  le  même  plan. 

En  raisonnant  comme  dans  le  cas  précédent,  on  trouve 

Fig.  129.  que  la  ligne  cherchée  est  encore 

une  ligne  droite, 

(3)  j=Ca:-f-C'; 

mais  la  détermination  des  con- 
*  stantes  ne  se  fait  plus  de  la  même 

manière.  Dans  ce  cas  Jj:©,  J/o? 

^Xx,  $ji  peuvent  varier  pourvu 
que  le  point  A'(To-t-5To,jo-f-â^Jo)  reste  sur  la  courbe  (i), 
et  le  point  B' (xi  h- Jx,,  jj -f- Jji)  sur  la  courbe  (2). 
Mais  l'équation  F  =  o  (767)  se  réduit  à 

8x,  H-  p,  $ri         ^J'o  -t-  Po  ^Jo 


'l 


=  0i 


qui  se  change,  comme  dans  le  cas  précédent,  en  celle-ci: 

(4)  ^^^[i  +  Cf  (^.)]  -  ^^o[i  -KCf(a:,)l  =  0, 

à  cause  des  équations 

7o  =  ^(xo),     ri^^l-^»)- 
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Or,  les  variations  $Xo  el  Sx^  étant  indépendantes  lune  de 
Tautre,  l'équation  (4)  se  partage  en  deux, 

^    ^  I  H-Cy'(xo)=o, 

qui,  réunies  aux  suivantes, 

Xt  =  Cxo  -f-  C,      7o  =  ?  (  J^.), 

déterminent  complètement  les  constantes  C  et  C,  et  les 
coordonnées  or^,  ^^j,  ^n  J^i  des  extrémités  de  la  droite 
minimum. 

Les  équations  (5)  font  voir  que  la  ligne  la  plus  courte 
entre  deux  courbes  planes  est  une  normale  commune 
aux  deux  courbes  proposées. 

EXERCICES. 

\ .  Trouver  la  fonction  qui  rend  maximum  P expression 

Jf     7i -JL=-\-ax\dx. 
,.    \        \/x'-^f  ) 


Solution  : 


=  \/é  -  ^'- 


2.  Tromper  la  courbe  qui  rend  maximum  ou  minimum  Vex^ 
pression 


Solution  :  En  coordonnées  polaires 
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SOIXANTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 

SniTE  DES  APPLICATIONS  DU  CALCUL  DES  VARIATIONS. 

Autre  manière  de  résoudre  les  problèmes  précédeDts.  —  Ligne  la  plus 
courte  cnlre  deux  points  dans  l'espace.  —  Ligne  la  plus  courte  sur 
une  surface  donnée.  —  Surface  de  révolution  minimum. 


AUTRE  MANIÈRE  DE  RÉSOUDRE  LES  PROBLÈMES  PRÉCÉDENTS, 

783.  Au  liru  d'appliquer  les  formules  générales,  on 
peut  opérer  dircclement  comme  il  a  éié  expliqué  ii"770. 
Dans  les  trois  problèmes  qui  précèdent  on  doit  avoir 


r  'v/^ 


(i)  6  I       sjdx^'^dy^^zo',' 


mais  en  posant  ds  ^^  y/r/x*  -H  r/}  ',  on  a 


X 


^sjda:''  4-  dj-"  =z  j        ^-^ ^: 


^0  •-  ^ 


et  comme  Tintégration  par  parties  donne 

(ix 


j   —  dd.T  =z—-$x—  I  $xd 
J    ds  ds  J 

Cdx    ,,  dy  ^  r^       ci 


ly 
S 


* 

Téqualion  (i)  prend  la  forme 
Mais  de  l'ideniilé 


(î)"-(î)'="  ■ 


SOlXA^TE   ET    UNIÈME    LEÇON.  30^ 


on  tire 


d'où 


tir.     tix       dr   -  (ly 

djs      (Is         ds      ils  ' 


//—  —  —.— rf—  —  —    d-- 
ds  dx      ds  ds 


Donc,   pour  que  la  quantité  placée  sous  le  signe  d'in- 

d.r. 
=.  n.  Sii nnnQnn.c 

ds 


d.r 

tégration  soit  nulle,  il  suffit  que  Ton  aii  r/  -^  =  o,   ou 
d  —  =  o.  Supposons 


(3)  d'Jf  =  o; 


ds 


il  en  résulte 


\/i-hp' 


=  const. , 


d*où 


et 

(4)  r  =  cx-^c, 

équation  d'une" ligne  droite. 

784.  Délerminons  mainlenanl  les  constantes  d'après 
la  nature  du  problème  proposé. 

j°  Si  les  deux  points  (j'o^Jo)»  (•^nJKi)  sont  donnés, 
les  variations  des  limites  Sxq,  Sj  q,  5x,,  J/i  sont  nulles, 
et  Téquation  F  =  o,  ou 

dr  ^  ffy  ^    \  f  d.r  ^  dr  ^    \ 

est   âatisfaite   identiquement.    Les   constantes  se  déter- 
minent, alors,  par  les  é({uations 

2°  Si  le  point  A  (Xq^  j  o)  est  fixe,  et  que  l'antre  point 
B(xi,j"i)  doive  se  trouver  sur  une  courbe  doni»ée, 

(5)  .r^^^'W, 

2  0. 
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on  a 

el  réquation  F  =  o  se  réduit  à 


doù 


donc  la  droite  (4)  est  normale  à  la  courbe  (5),  car 
y^  =z  ^  (Xi)  donne  Sj^  =  ^'(j^i)  Jxi ,  et,  par  suite,  on  a 

I  -f-  C^'{Xi)  =:  O. 

Les  constantes  C,  C  et  les  coordonnées  du  point  ex- 
trême B  sont  déterminées  par  les  équations 

.j.o  =  C.roH-C',        I4-C^^'(x.)=:0, 
Ji  =  Cr,  -4-  C,  j,  =i{/(a:,), 

3°  Enfin,  si  les  deux  points  A  et  B  doivent  se  trouver 
sur  deux  courbes  données 

(6)  j  =  ^(.r),       x=-^(a:), 

on  aura 

ce  qui  donne 

L^équation  F  =  o  se  réduit  alors  à 
et  se  partage  en  deux  équations  : 

parce  que  Jxo  et  dxi  sont  des  quantités  indépendantes, 
el  arbitraires.  Ces  deux  équations  montrent  que  la  droite 
cherchée  est  normale  aux  courbes  données. 
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Les  constantes  C  el  C,  les  coordonnées  jTo,  y^^  J^n  J^i 
des  extrémités  de  la  droite  minimum  sont  déterminées 
par  les  six  équations 

ro  =  Cxo-4-C',      Xo  =  9{'^o)f      H-C/(xo)— o. 

riGNE  LA  PLUS  COURTE  ENTRE  DEUX  POINTS,  DANS  l'eSPACE. 

78o.  Jusqu'à  présent  nous  avons  supposé  que  les  lignes 


Fig.  i3o. 


considérées  étaient  situées  dans 
un  plan  donné.  Cherchons  main- 
tenant quelle  est,  dans  Tespacc, 
la  ligne  la  plus  courte  unissant 
deux  points  A  et  B. 

Soient  Xo,j>o»  ^o  l^*s  coordon- 
nées du  premier  point,  etXi,yi, 
Zi  celles  du  second.  La  longueur 
de  l'arc  A lVIB sera  représentée  par 


PV'^(£^ 


eh 
7û 


Nous  aurons  donc 


d'où 


dxd^x  -4-  drd^x  H-  dzdSz 


$ydx=z 


ds 


et  par  conséquent,  en  intégrant  par  parties  : 

.   r^^*       '  fdx  ^  dy  ^  dz  ^ 

S  /       \dx  zr=     —  ^J7  -H  -f  <ÎJ  +  -7-  (î 

/  \ds  ds  ds 

(I) 


,  dx  ^  dy  -  dz  . 


ds 


ds 


—   /       l$a:d—-{-SYd-^  -h$zd--\» 
J        \  ds  ds  ds/ 


Il  faut  maintenant  égaler  à  o  l'expression  placée  sous  le 
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signe  I  ,  et  comme  les  variations  Ôj:,  Sy,  Sz  sont  indé- 
pendantes et  arbitraires,  on  aura 

fix  dy  ,  dz 

(2)  ^^^  =  0,     d-=o,     d-=o. 

Mais,  ces  trois  équations  se  réduisent  à  deux  distinctes» 
En  effet,  de  l'identité 

dx^       dy^       dz^ 

on  tire 

dx     dx        dy      dy        dz     dz 

ds      ds         ds      ds         ds      ds 
dx  il  Y 

donc   si    Ton   a   rf— -=o,    rl-—=o^   il    en    résultera 

ds  ds 

jdz 

a--=  G. 
ds 


Des  équations 


,dy  dz 


on  tire,  par  une  première  intégration, 


dy dz , 

ds  ^     ds 


ou,  ce  qui  revient  au  môme, 


dy  dz  ^ 

dx  dx 


Cy       —z=^c\ 


et,  en  intégrant  de  nouveau, 

(3)  y  =  cx-{-Oy     z  =  r'x-i-C', 

équations  d'une  ligne  droite. 

786.  Pour  détcMiuinor  les  constantes  c,  C,  c/,  C,  il 
faut  distinguer  plusieurs  cas. 

1°  Si  les  points  A  et  B  sont  donnés,  les  variations 
âjTo,  5/o?  ^^o>  ^^u  ^Ji'i  ^^i  sont  nulles,  et  l'équation 
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r  =  o  est  satisfaite.  Les  quatre  constantes  se  déterminent 
en  substituant  les  coordonnées  des  points  4  6t  B  dans  les 
équations  de  la  droite. 

7?  Supposons  que  les  points  A  et  B  doivent  se  trouver 
sur  deux  courbes  IK,  LN,  ayant  pour  équations,  la  pre- 
mière : 

(4)  r  =  ?(-^).    «•=^'(j?)> 

et  la  seconde  : 

(5)  Y=^[x),     z=z^[x)', 

l'équation  r==o,  formée  au  moyen  de  Téquation  (i), 
donnera 


(6) 


—  tîx  -4-  -7-  ^/  H-  -7-  ^Z      r=  o, 
as  as  as       j , 

(dx  ^  dy  .  dz  .    \ 


En  elïet,  appelons  Ja©  et  da^  les  deux  arcs  infiniment 
petits  AA'  et  BB',  situés  sur  les  courbes  données;  A'B' 
étant  une  courbe  quelconque  infiniment  voisine  de  la 
droite  AB,  on  pourra  mettre  F  sous  la  forme 


^     ,  dx  Sx-       dy  $r        dz  Sz' 


(7) 


ds    $(7         ds   §(T         ds  § 


a 


-      .  d.r  $x        dy  $f        dz  Sz 
ds    $<T         ds    §(T         ds  §(T 


0 


Les  facteurs  placés  entre  parenthèses  ont  des  valeurs 
finies,  car  ils  représentent  les  cosinus  des  angles  que  la 
droite  AB  fait  avec  les  courbes  aux  points  A  et  B.  Comme, 
d'ailleurs,  $(Tq  et  $7i  sont  des  quantités  indépendantes 
l^une  de  l'autre,  on  voit  bien  que  l'équation  F  ==  o  en- 
traine le& suivantes  : 

dx  $.T        djr  $y        dz  riz 


ds     §f7      '      ds     §7    '^  ds    (î(7  '  ^' 

(dx  §.v        dy  §y        dz  §z\ 
ds   â(T         ds   8(T        ds  dv  j  it 
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et  ces.  équations,  qui  soi;t  au  fond  les  mêmes  que  les 
équations  (6),  expriment  que  la  droite  AB  est  normale 
aux  deux  courbes. 

A  cause  des  équations  (3) ,  on  a 

dy  fiz         , 

clx  dx 

et,  puisque  les  extrémités*  de  la  ligne  AB  doivent  rester 
sur  les  courbes  (4)  et  (5) ,  on  aura 

^jr,  r=:<l*'(jr,)^ar,, 

Les  équations  (6)  peuvent  donc  se  mettre  sous  la  forme 

I  -|-c^'(j:,)-Hc'y'(j:,)  =  o, 
I  -|-c«p'(Xj)  -i-  c*<^\x^)  =o, 

et,  réunies  aux  huit  équations  suivantes, 

j,=rcj:.  4-C,      jr,  z=cjc, -t-C, 

3q  - —  C  Xq  — f—  Li  j  Z|  C  J^i  -7—  Li  ) 

elles  forment  un  système  de  dix  équations  propre  à  dé- 
terminer les  quatre  constantes  et  les  six  coordonnées  des 
points  extrêmes  de  la  droite. 

S*'  Supposons  que  les  points  A  et  B  doivent  être  sur 
deux  surfaces  données.  On  pourra  encore  mettre  T  sous 
la  forme  (7),  en  appelant  Ja©  et  $<Ji  deux  arcs  infiniment 
petits  A  A',  BB'.  situes  sur  les  deux  surfaces;  et  comme  les 
déplacements  des  points  A  et  B  sont  indépendants  Tun 
de  l'autre,  on  aura  encore 


( 


dx  $x  dy  $f  dz  §z\ 

ds    §(T  ds  3(T  ds  3<T  J  0 

dx  3x  dy  §y  dz  $z\ 

ds  dcr  ds  dcr  ds  §a/i 
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La  première  équation  exprime  que  la  droite  AB  est  nor- 
male à  une  courbe  quelconque  située  sur  la  première 
surface  et  passant  par  le  point  A  :  donc  la  droite  AB  est 
normale  à  la  première  surface.  Cette  droite  est,  par  la 
même  raison,  normale  à  la  seconde  surface. 

Les  constantes  et  les  coordonnées  des  points  A  et  B  se 
détermineront  comme  dans  le  cas  précédent. 

LIGNE    LÀ    PLUS    COURTE    SUR    UNE    SURFACE   DONNÉE. 

787.  Soit 

(i)  ¥[x,y,z)  =  o 

Véquation  éfunc  surface  courhe;  proposons-nous  de 
trouver  la  ligne  la  plus  courte  A  MB  que  l'on  puisse  tra^ 
cer  sur  cette  surface  entre  deux  de  ses  points  A  et  B. 

Soient  x©,  yo<,  Zo  les  coordonnées  du  point  A,  et  Xj,  yi, 
z,  celles  du  point  B. 

Toutes  les  courbes  que  Ton  doit  comparer  étant  sur 
la  surface  (i),  les  variations  des  coordonnées  doivent 
satisfaire  à  Téquation 

^    '  dx  clj     -^         dz 

L*une  des  conditions  du  minimum  est 

/o\  •«.       <k     ,d,c       ^      (If       ^    ^dz 

{3)  }L  =  àxd—  -+  $Yd-^  4-  ^z^-T-zizio. 

ds  ds  ds 

Mais  de  l'équation  (2)  on  peut  tirer  la  valeur  de  5z,  et 
la  porter  dans  l'équation  (3),  qui  devient 

</F        \  /  dY 


"       ds        dF     ds  1^   -^  \      dx       d¥     ds 


o, 


dz  /  \  dz 

et  cette  équation,  à  cause  de  l'indépendance  des  variations 


3i4  COURS  d'analyse. 

Sx  et  (jy,  revient  aux  deux  suivantes 

dx        dx      (Iz 
dz 

(4)  .  ai 

il  Y        dy    ,  dz 
ds        dV     ds 

ce  qui  fait,  avec  Téquation  de  la  surface,  trois  équatious 
pour  déterminer  les  deux  fondions  j^  et  z.  Mais  on  doit 
observer  que  Tune  des  équations  (4)  fist  une  conséquence 
de  l'autre  et  de  l'équation  (i).  En  effet,  on  tire  des  équa- 
tions (4) 

d.v  dy  dz 

ds  ds  ds 


dV  d?  dV 

dx  dy  dz 

ou  bien,  en  désignant  par  d\  la  valeur  commune  de  ces 
trois  rapports, 

ds         dr. 

ds         dy 

dz        dV 
ds  dz 

Ajoutons  ces  équations,  après  les  avoir  multipliées  res- 

dx    dy     dz 
pectivement  par  -— ?  -f^?  -7-  :  nous  aurons 
*^  '■       ds     ds     ds 

[  de  (i.T  dy  ^(ly  dz  dz 
l  — -  d—-  -4-  -f-  d  ~-  -h  —  d  — 
\  ds      ds         ds       ds         ds      ds 

^  (d?  ,         d¥   ,         ^/F      \  d\ 

^[d^'^^-^d^'^^'.-^lû''')^' 

9 

Or,  le  premier  membre  est  nul,  puisqu'on  robtiendrait 
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en  (Vifrérentianl  Téquation 

dx^        dy*        dz^ 


3i;1 


ds' 


els^         ds 


^=\\ 


d\ 


le  rocfficieiîl  de  -r-i  dans  le  second  membre,  est  aussi  nul 

ds 

à  cause  de  Téquation  (i).  Donc  ré(|uatîon  (5)  est  une 
ideuiiié.  Par  conséquent.  Tune  des  équations  (i)  et  (4) 
est  une  conséquence  des  deux  autres.  Il  suffira  de  consi- 
dérer deux  de  ces  équations,  pour  que  la  ligne  cherchée 

soii  déterminée. 

788.  Les  lignes  les  plus  courte»  sur  une  surface  sont 
nommées  lignes géodésiques  de  cette  surface  :  elles  jonis- 
seni  de  cette  propriété  que  tous  leurs  plans  osculatenrs 

sont  normaux  à  la  surface.  En 
effei,  soit  K  le  o*ntre  de  cour- 
bure de  AMB  au  point  M.  La 
droite  INJK  fait  avec  les  axes 
des  angles  dont  les  cosinus  sont 
proportionnels  à 

riz 


Fig.  i3i. 


^    '  ds  ds 


ds 


D'un  autre  côté,  la  normale  à  la  surface,  au  point  M, 
fait,  avec  les  axes,  des  angles  dont  les  cosinus  sont  pro- 
portionnels à 

r/F       r/F       d¥ 

dx        dy         dz 

Mais,  d'après  les  équations  (^),  ces  trois  dérivé(»s  sont 
proportionnelles  aux  quantités  (6).  Donc  les  angles  for- 
més par  les  deux  droites  avec  les  axes  sont  égaux,  et  la 
normale  â  la  surface  a  mémo  direction  que  le  rayon  de 
courbure,  ou,  en  d'autres  termes,  le  plan  oscillateur  en 
un  point  quelconque  M  d'une  ligne  géodésique  est  nor- 
mal à  la  surface. 

Les  constantes  se  détermineront  comme  dans  le  pro- 
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blême  précédent,  et  Ton  verra  de  la  même  manière  que 
si  la  ligne  cherchée  doit  aboutir  à  deux  courbes  données 
sur  la  surface,  la  courbe  AMB  les  coupera  à  angle  droit. 

789.  11  convient  d'observer  que  la  propriété  d'être  la 
ligne  la  plus  courte  entre  deux  points  quelconques  d'une 
surface  peut  n'exister  que  sur  une  certaine  portion  d'une 
courbe.  Par  exemple,  sur  la  sphère,  le  plan  de  tout 
grand  cercle  (qui  est  en  môme  temps  son  plan  osculateur) 
est  normal  à  la  surface.  Mais  la  propriété  du  minimum 
appartient  seulement  aux  arcs  de  grand  cercle  moindres 
qu'une  demi-circonférence. 

SURFACE    DE    RÉVOLUTION    MINIMUM. 

790.  Etant  donnés,  dans  le  même  plan ^  deux  points  A 
et  Bj  et  une  droite  CD,  tromper  une  courbe  AMB,  située 
dans  ce  plan,  et  qui,  en  tournant  autour  de  CD,  engendre 
une  surface  de  réi^olution  dont  l'aire  soit  la  plus  petite 
possible. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  CD,  et  pour  axe 
des  j^  une  perpendiculaire  à  cette  droite.  Soient  jr© ,  jo 
les  coordonnées  du  point  A,  et  Jri,j^i  celles  du  point  B. 
La  surface  engendrée  par  AMB  étant  représentée  par 

yds,  la  question  proposée  revient  à  chercher  le 
minimum  de    /    yds.  Or,  on  a 

8  /     yds=  1      oyds=  I      {ojy  c/s  -\-y^ds); 


mais 
d'où 

donc 


dslds  =  dxldx  -^  dyldy  =  dxdlx  ^  dydly\ 
li    'yds  =  l    'Uyds-hy-£dQx-hy-£d^y\ 
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et,  en  intégrant  par  parties, 
.  r*    ^        (    dx^  dr  ^\        (     dx  .  dv^    \ 

'i.  ^"^^  =  Ydi'''  -^^'  -ts  '^')r  V  ^^  ""'  '^~^'  ^'^^  "^). 

Il  faut  égaler  à  zéro  la  quantité  placée  sous  le  signe  I 
dans  le  second  membre,  ce  qui  donne 

Mais  la  seconde  équation  est  une  conséquence  de  la  pre- 
mière. En  eflet,  on  a  identiquement 

car  cette  équation  revient  à 

r/r   ,/    djc\        dy   .         dy    ,y'dr 

ds       Y  ds  I        ds  ds        ds  * 

ou 

_     f d.r^        dy^X  ,  /d.r     dx        dy    .dy\ 

conséquence  des  équations 

d.c^        dy  3 

=  I, 


ds^         ds^ 
dx     dx        dy     dy 
ds      ds         ds      ds 


11  suffit  donc  de  considérer  Téquation  (i),  qui  donne 


dx 

d'où 


y  —  =  r; 
-^  ds  ' 
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et,  en  résolvant  par  rapport  à  dx^ 

cdr 
dx=:z  ^ . 

L'intégrale  de  cette  équation  est 


)• 


•     X  —  c'  =  c\ 
d'où  Ton  tire 
(3)  ^^t[e-^^e    ^, 

équation  d'une  chaînette  (S74,  2°). 

Les  constantes  c  et  c'  se  déterminent  comme  dans 
l'exemple  précédent.  Si  Ton  fait  passer  l'axe  dvsj  par  le 
point  le  plus  bas  de  la  courbe,  on  a  c'  =  o,  et 


^  (  -        -7) 


Si  les  points  A  et  B,  au  lieu  d'être  fixes,  devaient  se 
trouver  sur  deux  courbes  données,  on  obtiendrait  encore 
une  chaînette  normale  à  ces  deux  courbes. 

EXERCICES. 

i .  Plus  courte  distance  de  deux  points  sur  la  surface  d'un  cy- 
lindre. 

Solution  :  Courbe  faisant  avec  les  génératrices  un  angle  constant. 

2.  La  li^ne  minimum  sur  une  surface  de'veloppable  se  trouve 
par  la  quadrature. 
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SUITE  DES  APPUCATIONS  DU  CALCUL  DES  VAIUATIONS. 

Brachistochrone.  —  Remarques  sur  réquation  K  =  o.  —  Maximum   oa 
minimum  relatif.  —  Problèmes  sur  les  iso périmètres. 


BRACHISTOCIinONE. 


791 .  Problème.  —  Étant  donnés  deux  points  A  et  B, 
tromper  la  courbe  AMB  que  doit  suiv^re  un  point  pesant 
pour  aller  du  point  A  au  point  B  dans  le  temps  le  plus 
<yourt  possible.  Celte  courbe  s'appelle  brachisiochrone, 
ou  courbe  de  plus  vite  descente. 

Prenons  une  verticale  quelconque  pour  axe  des  a?,  et 

deuix  axes  reclangulair<'s  O2  et 
Oj  dans  un  plan  horizontal 
quelconque.  Si  Ton  suppose  que 
le  mobile  soit  ])arti  du  point 
A  (.^o,J>^oi  ^0)5  sans  vitesse  ini- 
tial(>,on  aura,  en  désignant  parV 
sa  vitesse  au  point  JNl  (x,j^,  2), 


Fig.  i3a. 


(I) 


\^z=1g[x  — .l'o). 


Mais  s  étant  l'arc  parcouru,  et  t  le  temps  écoulé,  on  a 


dt 


valeur  qu'il  faut  prendre  positivement,  parce  que  l'arc 
augmente  continuellement  avec^  le  temps.  11  en  résulte 


'^^  I ■ N 
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On  lire  des  équations  (5) 

(ts  as 


OU 

(6) 

I 

y/.r  —  ro 

ds 

c, 

sjx Jt'o  ^^ 

d'où  Ton 

déduit 

dz 

c 

et 

(7) 

y 

C 

3  4-C\ 

792.   Celle  équation  montre  d'abord  que  tous  les  points 

de  la  <:ourb<;  sont  dans  un  même  plan  vertical. 

■    ■'■■I'        ■  I 

En  remplaçani  ds  par  \jdx^  -\-  dy^  et  C  par  —  pour 

l'homogénéité,  on  déduit  de  la  première  des  équatioiis  (6) 

dy  zm  djc 


I       X  —  Xq 

\l  a  —  J7  -f-  jTfl 


Si  l'on  prend  le  plan  de  la  courbe  pour  plan  des  Xf ,  et 
le  point  de  départ  A  pour  origine  des  coordonnées,  on  a 
x^  -=1  o,  et  l'équation  différentielle  de  la  courbe  se  ré- 
duit à 


(8)  dr 


:=^dx  k   /  — 


La  cycloïde  représentée  par  cette  équation  a  un  point  de 
i-cbroussement  au  point  A,  sa  base  est  horizontale,  et  le 
diamètre  de  son  cercle  générateur  est  égal  à  a. 
En  intégrant  l'équation  (8),  on  a 


î  a  —  2J: 


Y^=-  —  a  arc  ces ^  ax  —  x^. 

On  déterminera  la  constante  a,  c'esl-à-dire  le  diamètre 
du  cercle  générateur,  en  exprimaut  que  la  courbe  passe 
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par  le  poînl  B(j?|,/, ).  On  peut  aussi  obUfiiir  ce  diamètre 
par  la  coiisiruclion  suivante.  Décrivons  une  cycloïdu  cjuel- 

conque  ayant  son  sommet  au 
point  A  et  pour  base  A/;  soit 
b  le  point  on  AB  rencontre  celle 
combe.  A  cansedeta  similitude 
des  deux  cycloïdes,  c  et  C  étant 
FesctiQtres  des  cii  conférences- gé- 
iiéralrîrtsqui correspondent  aux 
deux  points  b  et  B,  les  triangles  AttC^  Abc  sont  simu- 
blables.  Or,  les  points  &,  B  et  c  étant  eotiuus,  il  sullira 
pour  avoir  le  centre  C  de  mener  BC  [)arallèleà6c  juscjn'n 
la  rencontre  de  Ac  prolongé. 

Le  temps  employé  par  le  mobile  pour  aller  du  point  A 

I  /*  'i    //c 

au  point  B,  est  égal  à  — =l  I      -^  (79t  ),  en  prenant  To* 

rigine  des  coordonnées  au  point  A.  On  aura  donc,  d'après 
Téq nation  de  la  courbe, 

T:=-^    p-i^^- 4/^  arc  ces  ^-^-=1^(1,350). 

793.  Supposons  maintenant  que  les  deux  points  A  et  B, 
au  lieu  d*ètre  donnés,  soient  assujettis  à  se  trouver  sur 
deux  courbes  données  CD,  EF.  On  obtient  encore  une 
cycloïde  AMB,  située  dans  un  plan  vertical.  Pour  déter- 
miner les  points  A  et  B  qui  fixent  sa  position,  il  faut 
recourir  à  Téquation  générale  F  =  o,  qui  est,  dans  ce 
cas  (791), 


Comme  les  déplacements  des  points  A  et  Bsur  les  deux 

21. 
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d'où 

1  ds 

clt  =  --—  — == 


On  aura  donc,  en  nommant  T  le  temps  nécessaire  pour 
parcourir  l'arc  AB,  et  x^  Tabscisse  du  point  B, 

(2)  ^  =  l--\    7— • 

Il  faut  maintenant  chercher  la  variation  de  Tintégrale 

r^i      ds 


Jx,  s/-^     -^0 

En  posant 

X           '      . 

on  aura 

a  1 

fxds-  f(^xds-h:^ 

Mais 


^X  =  —  -  (^  —  xo)  ■  '  (Sx  —  êx,); 

2 


d'un  autre  côié, 


*  ,         dx    ,  ^  dr  ,  -  dz    ,^ 

Sds=  —-dôx  -h  -^d§)'-h-rdâz. 
ds  ds  ds 


Mettant  ces  valeurs  dans  l'équation 
(3)  d  jXds=o, 


on  a 


—  (jr  —  Xq)    ^  ds 
—  /  \l[x'^x^)''^$xds—lfi\^^d$x-^Yd^y'^'-Td^^  \=0. 

* 

Intégrant  par  parties,  et' faisant    sortir  du  signe  fies 
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difTërentielles  des  variations,  on  a  définitivenient 


H S.r(.T  —  X9)    ^  (Is  I  r=  o. 

2  ' 


Pour  que   la   quantité    placée    sons    le    signe  /dans   la 

seconde  intégrale  soit  nulle,  il  faifl  égaler  à  o  les  coef- 
ficients des  variations  djr,  dy,  dz,  ce  qui  donne 

<5,         .(x|)  =  o,  .(xi:)==,. 

Les  deux  dernières  équations  sont  suffisantes;  car  ou  a 
identiquement 

puisque 

dx^  -\-  dy^  H-  dz^  _ 

11?        -'• 

Mais 

2  — 

(x  —  a^Y 
On  aura  donc,  en  ayant  égard  aux  équations  (5) , 

c^-P      /       é/.r\  1  dr 

c'est-à-dire  Téquation  (4)* 

Sturm.  —  j4n.^  H.  ^  î 


3o.9,  COURS    D  ANALYSE. 

On  lire  des  équations  (5) 

fis  as 


d'où  Ton  déduit 

C, 

dz 

V^or  —  xo  ^«^ 
C 

C 

et 

(7)  r  =  §2+C'. 

792.   Cette  équation  montre  d'abord  que  tous  les  points 
de  la  (:ourb(î  sont  dans  un  même  plan  vertical. 

En  remplaçant  ds  par  yjdx*  -i-dj^  et  C  par  — =  pour 
rhomogénéité,  on  déduit  de  la  première  des  équatious  (6) 


dj  =  dx 


I        X  — -  J7o 


Si  l'on  prend  le  plan  de  la  courbe  pour  plan  des  X)'^,  et 
le  point  de  départ  A  pour  origine  des  coordonnées,  on  a 
a\  ■=.  o,  et  Téquation  différentielle  de  la  courbe  se  ré- 
duit n 


(8)  dy^ux^i- -. 


=  ^/-r  4  /  — '— 

Y  «  — 


I^  cycloïde  représentée  par  cette  équation  a  un  point  de 
rcbroussement  au  point  A,  sa  base  est  horizontale,  et  le 
diamètre  de  son  cercle  générateur  est  égal  à  a. 
En  intégrant  l'équation  (8),  on  a 


î  (l  "^.X 


I  II  J.  a.  I 

Y^-  —  a  arc  ces v  f*^  —  ^  • 

On  déterminera  la  constante  a,  c'csl-à-dire  le  diamètre 
du  cercle  générateur,  en  exprimant  que  la  courbe  passe 
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par  le  poînl  B(j?,,/,  ).  On  peut  aussi  ohttMiir  ce  diamcirc 
par  la  construction  suivante.  Décrivons  une  cycloïde(|uel- 

conque  ayant  son  sommet  au 
point  A  et  pour  base  A/;  soit 
b  le  point  où  AB  rencontre  celte 
courbe.  A  causedela  similitude 
des  deux  cycloïdes,  c  et  C  étant 
?es  centres  des  cîrconférences^gé- 
iiéralrîr^qui  corresponden  t  aux 
deux  points  b  et  B,  les  triangles  AliCf  Abc  sont  sem- 
blables. Or,  les  points  &,  B  et  c  étant  connus,  il  sulFira 
pour  avoir  le  cenire  C  de  nu'ner  BC  parallèleà6c  jusqu  à 
la  rencontre  de  Ac  prolongé. 

Le  temps  employé  par  le  mobile  pour  aller  du  j>oiQt  A 

1       /*'*  fis 
au  point  B,  est  égal  à  — =.   1       — =  (791),  en  prenant  Vo" 

rigine  des  coordonnées  au  point  A.  On  aura  donc,  d'après 
Téquation  de  la  courbe, 

T  =  -— =    /       /  zzz  4  / —  arc!  cos ■  { I,  350  . 

793.  Supposons  maintenant  que  les  deux  points  A  et  B, 
au  lieu  d*être  donnés,  soient  assujettis  à  se  trouver  sur 
deux  courbes  données  CD,  EF.  On  obtient  encore  une 
cycloïde  AIVIB,.située  dans  un  plan  vertical.  Pour  déter- 
miner les  points  A  et  B  qui  fixent  sa  position,  il  faut 
recourir  à  Téqualion  générale  F  =  o,  qui  est,  dans  ce 
cas  (791), 

Comme  les  déplacements  des  points  A  et  Bsur  les  deux 

21. 
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courbes  sont  indépendants  l\in  de  Tautre,  on  a  d'abord 


(I) 


M-^ 


•r  +  -f  Sy  -f- 
fls 


s-)],=° 


Celle  équation  exprime  que  le  cosinus  de  l'angle  TBU  est 
Fig.  i34.  nul,   BT  et  BU  élant  les  tan- 

gentes menées  par  le  poinl'  B 
aux  deux  courbes  EF  et  AB  : 
donc  la  cycloïde  AMB  coupe  la 
courbe  EF  à  angle  droit. 

Il  faut  maintenant  égaler  à  o 
le  reste  du  premier  membre  de 
réqualion  r=  o;  mais,  aupara- 
vant, on  peut  simplifier  cette  équation.  En  effet,  on  a, 
pour  tous  les  points  de  la  courbe  AMB  (791), 


ds      \      ds  I       2 


dx 


ou 


\    ^^       ^  ( 


T  =  o; 


d'où  l'on  tire 


ds 


(.r  —  .ro)' 


(^'  — -ï^o) 


-'"S).-^!"^); 


Substituant  cette  valeur  dans   l'équation  F  =  o,  elle  se 
rcd  ui  t  à 

Cette  équation  peut  être  rendue  symétrique  par  rap- 
port aux  variables.  On  a  trouvé  (791  ),  C  et  C  étant  deux 
constantes, 
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doue 

-l),={-l).-  (-S),={4').- 

L*ëquation  (2)  devient  alors 

(''£),'--{''i)^-(''S)>=». 

et,  en  divisant  par  Xi,  facteur  commun, 

(')   (s),'-.+(i),'--- (s) ,'-="■ 

Cette  dernière  équation  exprime  que  la  tangente  à  la  cy- 
cloïde  au  point  B  est  perpendiculaire  à  la  tangcnle  menée 
à  la  courbe  CD  parle  point  A. 

Les  constantes  et  les  inconnues  Xo, /o)  ^oi  J^d/i,  Zt 
se  détermineront  comme  dans  les  exemples  précédents. 

REMARQUE    SUR    L*1NTÉGRATI0M    DE    L^ÉQUAllOM    K  =  U. 

794.  C'est  ici  le  lieu  de  placer  quelques  observations 
relatives  à  Téquation  différentielle 

i^  Supposons  que  N  soit  nulle,  c'esl-à-dire  que  j^ 
n'entre  pas  explicitement  dans  V.  Uéquation  (1)  se  réduit 
alors  à 

f/P        r/'O 

d'où  résulte 

Cotte  équation  n'est  plus  que  du  troisième  ordre,  si  Vne 
contient  pas  de  dérivées  d'un  ordre  supérieur  au  second. 

2°  Si  M  =  o,  c'est-à-dire  si  x  n'entre  pas  explicite- 
ment dans  V,  l'équation  K  =  o  se  réduira  encore  au  troi- 
sième ordre,  en  prenant  jr  pour  variable  indépendante^ 


3'.>/)  COURS  d'awalyse. 

maïs  on  prui  encore  la  réduire  au  troisième  ordre  delà 
manière  suivante.  A  cause  de  M  =  o,  on  a  (764) 


d^aill 


eurs 


^       dP       r/'Q  _ 

dx  d.r^ 

Eliminant  N  entre  ces  équations,  on  aura 

d'où 

équation  du  troisième  ordre  srulrmenl. 

3**  Si  Ton  avait,  à  la  fois,  M  =  o,  JN  =o,  l'équation  (3) 
se  ramènerait  au  deuxième  oidre.  On  aurait  alors 


dP       d^Q 
d'où 


dr  (ijT^ 


'  dx  ' 

cl  Féquation  (3)  deviendrait 

(4)  Vz=Q7-f-r>-f-r. 

Voici  un  problèipe  dans  lequel  ces  simpliGcations  se 
préscMiicnl. 

793.  Problème.  —  Trouver  une  courbe  plane  A  MB 
telle,  que  Vaive  ACRD  comprise  entre  Parc  A  MB,  les 
rayons  rie  courbure  AC  et  BO  qui  correspondent  aux 
deux  points  ex  Ironies  A  et  B,  et  la  portion  de  dcv^e" 
loppée  CD  comprise  entre  les  centres  de  courbure  il  etl) 
soif  un  niiniintini. 

11  ne  peut  pas  y  avoir  de  maximum,  puisque  ABdeve- 
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naiit  une  ligne  droite,  la  surface  corrcspondanle  serait 
infinie.  En  prenant  une  courbe  peu  diffcrenio  de  cette 
droite,  on  aurait  donc  une  aire  aussi  grande  qu'on  vou- 
drait. 

Soient  MK  et  M'K'  les  rayons  de  courbure  de  deux 
f'*C«  i35.  points  infiniment  voi- 

sins M  et  :M'.  Le  trian- 
gle infiniment  petit 
MK'M'     est     égal     à 

-pds^   en    appelant   p 

_  le  rayon  de;  courbure 
MK,  et  ffs  Tare  infini - 
rncnt  petit  MM'.  On  en  conclut  aisément  que  la  surface 
en  question  a  pour  mesure 


x^  et  Xi  étant  les  abscisses  des  points  extrêmes  A  et  B. 

Comme  la  fonction  V  ne  contient  explicitement  ni  x 
ni  y,  nous  appliquerons  la  formule  (794) 

(i)  V  =  Q<7 -f-c7>  4- c: 


or, 


if 



iq' 

M' 

• 

5 

on  a 

donc 

2? 

{} 

2  y 

H-  c 

'p 

-f- 

c, 

ou 

('•) 

( 

j-hp- 

■)' 

c'p 

+  c. 

Comme  p  =  ^ -•>  celte  cqualion  revient  a 

c' p  -\-  c 

p=  —-  ' 
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SoU  6  Fangle  MTx  que  fait  la  tangente  MT  au  point 
M  {Xyj)  avec  l'axe  Ox  :  on  a 

p  * 

tangO=/?,     sin 9  :^  —  ^      cosO  = 


Par  conséquent, 

p  ==  c'sinô -h  ccosÔ. 

Soient  a  et  a  deux  nouvelles  constantes,  telles  que 

<r=  —  sasina,     c'=2acosa, 
on  aura 

2 


sina=-- .  cosa  = 


•      • 


V^c'  -4-  c''  V  c'  -+-  ^'* 

on  a  ainsi 

(3)  p=:2«sin(0  —  a). 

Prenons  deux  nouveaux  axes  rectangulaires O a:' etO^'% 
tels  que  x'Ox  =  ce. 

Si  l'on  fait  9  —  a  =  0',  on  aura 

p  =:  2asinO'. 

Formons  l'équation  diirérentielle  qui  convient  à  ces 
nouveaux  axes.  On  a 

tango' =-, 
d^où 

dx 


sinô'rzz 


s/ 


Remplaçons  p   par  -^ j^ ?  valeur  qui   suppose    la 


dx' 
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courbe  concave  vers  Taxe  des  x  :  on  a 

équation  différenlielle  de  la  couibe  cherchée,  par  rap- 
port aux  nouveaux  axes.  On  tire  de  celte  équation 


d'où 

(5)  a:-c=  ^^-,. 

En  supposant  la  constante  c  connue,  on  peut  imaginer 
que  Taxe  desj^  soit  transporté  parallèlement  à  lui-même, 
de  telle  sorte  que  toutes  les  anciennes  abscisses  soient 
diminuées  de  c.  L'équation  différenlielle  de  la  courbe  est 
alors 


X  = 


ou 


(6)  dx  =  dx^^-i. 

La  courbe  cherchée  est  donc  une  cj-cloïde  dont  Taxe  est 
dirige  suivant  l'axe  des  j:,-et  dont  la  tangente  au  sommet 
est  Taxe  des  y. 

Pour  déterminer  les  constantes,  au  nombre  de  quatre, 
que  renferme  l'équation  de  la  courbe  rapportée  aux  an- 
ciens axes»  il  faut  distinguer  plusieurs  cas  : 

1^  Si  les  points  A  et  B  sont  donnés  ainsi  que  les  tan- 
gentes à  la  courbe  en  ces  points,  l'équation  r  =  o  est 
satisfaite  identiquement;  car  on  a  Sjr^  =  o,  $y^=:o^ 
ip^  =  a,.i  ••  On  aura  les  quatre  constantes  en  substituant 
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les  coordonnées  des  points  A  et  B  dans  l'équatîon  de  la 
courbe,  et  en  exprimant  que  les  tangentes  en  ces  points 
sont  données. 

2**  Si  l'on  donne  les  points  A  et  B,  sans  donner  les  tan- 
gentes à  la  courbe  en  ces  deux  points,   l'équation  F  =  o 

deviendra 

Q,  ^/?,  —  Q«^/?or=o, 

et  comme  les  variations  $pi  et  Sp^  sont  indépendantes 
Tune  de  Tautre,  il  faut  que  Ton  ait  séparément 

Q,  r=o,     Q«  =  o; 
on  a  trouvé,  généralement, 

^- ï^' 

et  comme  i  -f-/>*  ne  peut  pas  être  nul,  il  faut  que  Ton  ait 

yt  —  00  ,     yo  —  =o  • 

On  déduit  de  là  que  le  rayon  de  courbure  est  nul  aux 
points  A  et  6  :  ces  points  sont  donc  les  points  de  rebrous- 
sement  de  la  cycloïde. 

3°  On  peut  se  donner  le  point  A  ainsi  que  la  tan- 
gente à  la  cycloïde  en  ce  point,  et  supposer  que  le  point  B 
doive  se  trouver  sur  une  courbe  donnée 

Dans  ce  cas  Téquation  F  =  o  se  compose  de  deux  par- 
ties :  un  terme  contenant  cJjc,,  et  le  terme  Q,  dpi\  $Xi  et 
ipx  étant  des  variables  indépendantes,  on  doit  avoir 
Q,  =  o,  d'où  ^,  =  00  .  Ainsi,  le  point  B  est  encore  un 
point  de  rcbroussement  de  la  cycloïde. 

MAXIMUM    ou    MINIMUM    RELATIF. 

796.  Dans  les  questions  précédentes,  il  s'agissait  de 
rendre  maximum  ou   minimum    une   intégrale  définie 
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Ydx^  sans  antre    condition.    On    pcul    ajont<*r   au 
problème  la   condition  qu'une   autre    intégrale  défînie 
\]dx  ait  une  valeur  déterminée  /.  Par  exemple,  soil 


proposé  de  trouver  parmi  toules  les  courbes  |)lane$  de 
même  longueur  /,  t<*rminées  à  deux  points  A  et  R,  celle 
dont  Taire  comprise  entre  celle  combe,  Taxe  des  abscisses 
et  les  deux  ordonnées  extrêmes  est  un  maximum.  La 
question  consiste  à  déterminer  j  en  fonction  de  or,  de 
telle  sorte  qu^ayanl 

l'intégrale  I    jdx  ait  une  valeur  plus  grande,  on  plus 

petite,  que  si  Ton  remplaçaitj^  par  toute  autre  fonction  de 
X  satisfaisant  à  réqualion  précédente.  On  dit  alors  que 
l'intégrale  admet  un  niaxinmni,  ou  un  niinimiun,  relatif. 

797.   Supposons  qu'il  s'agisse  de  rendre  maximum  Tin- 
tégralc  /      Vr/x,  avec  la  condition 

(•)  /       Vdrz=/. 

Les  variations  de  ces  intégrales   doivent  être  nulles, 
si  Ton  compare  la  fonction  de  x  cherchée  avec  celles  qui 

'      IJdx  la  même  valeur.  On  doit  donc 
avoir 
(a)  e  Vf/.r  r=r  o,     §  U r/a:  =  o. 

En  développant  ces  deux  conditions  comme  on  l'a  fait 
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poiii  le  maximum  absolu,  on  â  deux  équations,  telles  que 


(3) 


l   -h    I        Kwrf.rr=0, 


(4)  e-f-f'* 


'Ltafl.T  =z  o; 


r,  0,  K  et  L  sont  des  fonctions  que  l'on  formera  comme 
il  a  été  dit  plus  haut.  Mais  ici  il  ne  faut  plus  poser  séparé- 
ment r  =  o,  K  =  o,  caro)  n*est  plus  une  fonction  entiè- 
rement arbilra're  de  x.  Pour  trouver  les  conditions  qui 
doivent  être  remplies  dans  ce  cas,  il  faut  d'abord  élimi- 
ner w.  Posons 

(5)  I       LtadJC  z=ff{x)f 

d'où 

Par  conséquent, 

0 -4- (p  (^,  )  1=  o,     CM     ^(o:,  )  =  — 0, 

Il  résulte  de  la,  à  cause  de  rindétermination  de  eo,  que 
<f(x)  est  une  fonction  arbitraire  de  j:,  assujettie  seule- 
ment à  s'annuler  pour  a:  =  jr^,  et  à  devenir  égale  à  — 0 
pour  j:  z:^-  Xi,  Or,  on  a,  à  cause  de  l'équation  (5), 

I   //«p  (  x) 
L       d.r 

Portant  cette  valeur  dans  l'équation  (3),  il  vient 


V  4-   /        -  cl<f  (x)  =  o, 


OU,  en  intégrant  par  parties, 

Comme  (f  (x)  est  une  fonction  arbitraire  dont  on  donne 


SOIXANTE -DEUXIÈME    LEÇON.  3.)^ 

les  valeurs  seulement  pour  x  =  Xo,  j:  =  Xi,  on  doit  avoir 
séparément  les  équations 

(1)  ^(|)  =  o, 

La  première  donne 

K 

j-  =  —  a     on      K  -h  a  L  =  o, 

a  désignant  une  constante  arbitraire.  La  seconde  condi- 

(K\  K 

y)  = — 'ï,  puisque  y- 

a  une  valeur  constante  —  a.  On  a  donc  les  deux  équations 
(9)  r -+ fl0  =  o,     K  + /iL  rzL- o. 

II  7  aura  une  constante  de  plus  que  dans  le  cas  où  l'on 
cherche  un  minimum  absolu,  mais  on  a  aussi  une  équa- 
tion de  plus 


798.  Si  Ton  avait  cherclié  le  maximum  de  rinli'graie 
définie 


'0 


(V-f-  «U)^.r, 


on  aurait  été  conduit  aux  deux  é(|ualions  (9).  Par  con- 
séquent, la  recherche  du  maximum  relatif  à^  l'intégrale 

'       V<ix,  lorsque   Tinlégralc   /      \}dx   doit   conserver 

une  valeur  constante,  revient  à  chercher  le  maximum 

absolu  de  l'intégrale  i  (V-F-  a\})dx. 

C'est  ce  qu'on  peut  d'ailleurs  justifier  par  le  raisonne- 
ment suivant. 


x.u 
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Si  1      (V-f-aU)  (ïx  est  un  maximum,  pendant  que 


J  x^ 


Ur/x  conserve  une  valeur  constante  et  égale  à  /,  U' 


et  V  désignant  des  fonctions  peu  différentes  de  U  et  de  V, 
on  doit  avoir 


(•) 

donc 

(3) 


\]dx=i  /       \]'djc~l., 
Wd.r  >  /       VVr  ; 


V/yor  est  un  maximum  lors- 

que  la  condition  /      \}dx=  l  est  remplie.  Réciproque- 

ment,  de  l'inégalité  (3)  et  de  Tégalité  (2)  on  déduirait 
Tinégalité  (1). 


PROBLÈMES    SUR    LES    ISOPÉUIMÈTRES. 

_  t 

79U.   Etant  donnés  deux  points  C  ef  D  sur  un  plan, 
^*6-  i'^<i.  troui*e.r  parmi  toutes  les  cour" 

_  bes  de  même  longueur,  situées 
dans  ce  plan,  et  terminées  aux 
points  C  t'i  D,  celle  pour  laquelle 

Vaiic  AHIJC  est  un  mitximam. 

On  doit  avoir 


o 


M, 


A 


I) 


B 


^/x^  -\-  cl)'  —^l 
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D'après  la  théorie  précétf  en  te,  on  devra  chercher  le  maxi- 
mum alMolir  de  Tintégrale  /  [jdx-^  ayJiix*-¥- dy*)^ 
ce  qui  conduit  à  poser 

(i)  si     *  ijeùe  -+-  a  sjdx^  -4-  r//')  =  o. 

Comme  les  limites  x^  et  Xi  sont  fixes,  la  partie  de  la 
variation  désignée  par  F  est  identiquement  nulle.  Ou 
peut,  en  outre,  ne  faire  varier  que  x.  On  a  ainsi 

ou,  en  intégrant  par  parties,  et  négligeant  la  quantité  pla- 
cée en  dehors  du  signe  l  ,  <|ui  est  nulle. 


£i.d[y  +  a±)  =  o. 


et,  en  égalant  h  o  le  coefficient  de  dx, 
d'où 

dx 
<3)  r+a-  =  c. 


Remplaçons  ds  par  yjdx*  -h  dj*^  et  résolvons  par  rap- 
port à  dx.  Il  viendra 

v/«'-(r-cT 

d'où 

et 

(4)  {x-cY-h(x-c'y=,i'. 

Ainsi,  la  courbe  cherchée  est  uu  arc  de  cercle. 
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800.  Problème.  De  toutes  les  courbes  isopèrîmèlres 
que  Von  peut  tracer  sur  un  plan  entre  deux  points  don" 
nés  A  et  B,  tromper  celle  qni^  en  tournant  autour  de  la 
droite  Ox,  engendre  la  plus  grande,  ou  la  plus  petite 
surface  de  révolution. 

Il  faut  chercher  le  maximum,  ou  le  minimum,  relatif 

de  Tintëgrale  1     yds^  avec  la  conditicn 


/      ds  =  l. 


La  question  se  ramène  (798)  à  la  recherche  du  maxi- 
mum, ou  du  minimum,  absolu  de 


[y  +^)ds, 


et  comme  a  est  une  constante,  on  obtiendra  le  même  ré- 
sultat qu'en  cherchant  le  minimum  absolu  de  jyds^ 
problème  déjà  traité  (790),  et  qui  donne  la  chaînette. 

801.  Problème.  De  toutes  les  courbes  isopérimètres, 
trouv^er  celle  qui  engendre  le  volume  de  révolution  mi- 
nimum. 

L'équation  du  problème  est,  dans  ce  cas, 

(jV/j:  -h  ads):=0', 

comme  les  deux  points  A  et  B  sont  donnés,  on  peut  ne 
faire  varier  que  x  et  faire  abstraction  de  la  partie  F,  qui 
est  identiquement  nulle,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  dérivée 
d'un  ordre  supérieur  au  premier.  D'après  cela  on  aura 


as 
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On  déduit  de  là,  eu  remplaçant  ds  par  \/ilx^  ■+-  f{)  ', 

équation  différentielle  de  la  eourbe  élastique  (572), 

8(V2.  Problème.  Déterminer  la  courbe  qui,  par  sa 
rci^oliilion  autour  d^un  axe  (l'axe  des  x)  engendre  la 
surface  minimum  qui  renferme  un  volume  donné. 

Ce  volume  étant  TT  j  j^dx,  cl  Taire  atr  Ij'ds^  il  faut 
poser  (798) 

(i)  0  j  {y*dx-h  2ayds)  ^  o, 

a  étant  une  constante. 

En  considérant  comme  fixes  les  deux  extrémités  de  la 
courbe,  on  peut  ne  faire  varier  que  x,  et  comme  la  formule 

donne 


êds  =1  —-  dSr, 
fis 


on  aura 

/ '  -h  2aj-—-  1  rfd X  =  G. 


/{■ 


En  intégrant  par  parties,  et  faisant  $x  =  o  aux  deux 
limites,  on  a 

dr 


f' 


d'où  Ton  conclut 


^j:rf{  j'4-  2ajr  —  ]=^0\ 


dr 

r'-h  2ny  -j-  z=-  C, 


Chacune  des  constantes  ^  et  C  pouvant  être  positive  ou 
négative,  on  peut  écrire 

Sturci.  —  vVn.,  It.  2  2 
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et  de  là  résulte 


C'est  Téquation  différenlîelle  de  la  courbe  cherchée;  le 
radical  doit  être  tantôt  positif,  tantôt  négatif;  il  change 
de  signe  quand  y  devient  un  maxiinnm  ou  un  minimum. 
Si  la  constante  b  est  nulle,  on  a  un  cercle  ou  Taxe  des  x. 
Si  b  n'est  pas  nulle,  Tcquation  différentiel  le  (2)  appar- 
tient à  la  courbe  décrite  par  l'un  des  foyers  d'une  ellipse 
ou  d*nne  hyperbole  qui  roule  sans  glisser  sur  Wxk*.  des  x, 
comme  l'a  démontré  M.  Delaunay,  dans  le  Journal  de 
Mathématiques  Ae  M.  Lionvillc  (*). 

EXERCICES. 

1 .  Déterminer,  parmi  toutes  les  lignes  (Vunc  longueur  donnée, 
et  terminées  à  deux  points  fixes  A ,  B,  celle  pour  laquelle  la  somme 
des  produits  de  chnepie  élément  ds  par  le  carré  de  sa  distance  à  la 
droite  AB  est  un  maximum. 

Solution  :  On  prend  AB  pour  axe  des^.  La  question  se  ramèneà 
rintégration  de  l'équation 

2.  Parmi  les  courbes  planes  qui,  passant  par  deux  points  fixes, 
tournent  autour  du  même  a.ve  situé,  dans  le  même  plan  et  engen^ 
drent  une  surface  dont  l'aire  est  donnée,  trouver  celle  qui  donne 
lieu  au  volume  maximum. 


Solution  :  dx 


(y^-h)dr 


\/<i\y''-0-^-l>)^ 


(*)  Voir  t.  VI,  p.  309,  et  une  Noie  de  M.  Sturni,  p.  3i5, 
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NOTES. 


NOTE  I. 

SUR  un  CAS  FARTIGULIBR   DE    LA   FORMULF   DU    BINÔMB, 

par  M.  E.  Catalan. 


(fisualt  dM  Comptes  rendus  de  l'académie  des  Sciences,  1S57,  t.  XLV,  p  611.) 


Le8  ouvrages  les  plus  estimés,  par  exemple,  le  Coifrs  (VJtwlysc 
du  profond  et  regrettable  Stunn,  n'indiquent  pas  ce  que  (ievient  lu 
série 

I  I .  '1  1 . 2 .  i 

quand  on  suppose  x  =  zhi    Cette  lacune  peut  être  aisément  com- 
blée comme  il  suit  : 

i .  Lemme  l.  —  Le  profitât  1/,  w,  Uy . .  w„  ^«4 ,  • .  • ,  ff^f^fs  Icf/url  on  stfft- 
pose,  /x)ur  pfus  fie  si  m  pli  ci  té,  w,  >  //,  >  //j. . .  >-  u^  >  «,^, .  . .  >  1 , 
converge  ou  fiipcrge  en  même  temps  que  la  série 

h/,  4-lw,  +  ...-hl«„-f-lw„+,.. .  \*).  * 


(*)  Cette  proposiCion,  qui  est  évidente,  peutètre  fort  utile.  Elle  |)roiivo, 
par  exemple,  que  les  produits 

3  7  1 3  i  I        n'  -4-  n  -f-  I  #•  -h  I   e'  -4-  I        «'"-+-  I 

I   5  1 1    19       n'-+-  n  —  I  e  —  i    <*  —  i        t'*—  1 


sec  a  sec  -  • • • sec  -  • . • 

2  n 


sont  convergents f  et  que  les  produits 
3  5  10  n'-+-  I 


—  —  —  •  •  •  ' 


137        n*  —  Il  -\-  \ 

peuvent  dépasser  toute  limite. 


»     (i  ■+-  tanpfl  )  M  -f-  tang  -  j  . . .  |  n_  tanj  -  J 
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2.  Lemme  IÎ.  m  étant  une  quantité  positive,  moindre  que  P unité, 
le  pmduit 

p    _   I        a  3  n 

"  ~~  m   m  -i-i  ni-\-2.     .  ///  H-  /?  —  i 
croit  imléfiniment  avec  /?. 
En  effet, 


lim/il  — 


=  \\mn\  (  i-\ I  =  I  —  ///; 

n  —  I  \       m-\-n  —  i  / 


donc  ia  série  nui  aurait  pour  terme  fcénéral  I est  diver- 

'  "^  "  m-\-n  —  i 

gente  (*);  donc  le  produit  P„  est  divergent  (Lemme  I). 

3.  Lemme  IIL  m  étant  une  quantité  positive,  comprise  entre  deux 
nombres  entiers  positifs ,  p  —  i ,  /?,  le  produit 

p  -\-i       p  -ho.  n-\-\ 


p  —  //i  /-» -f- 1  —  '''         n—-  m 

croit  indcfuiinicnt  avec  /?. 

4.  TiiÉORÈBiE  L  m  étant  une  quantité  positive  quelconque^  on  a 

^      '  I       .  I.'2  1.2.3. ..72 

Le  reste  de  la  série  (A)  est  (**) 


R  = 


i.'2.3...(/<-f-i)       (i  +  ôp' 


—m 


Soit  p  le  nombre  entier  immédiatement  supérieur  à  /»  :  on  peut 
écrire 

/;?  (  w  -—  i) . . .  ( w  — /? -h  0 


R  =  ± 


X 


i  .'1. .  .p 
■p  —  m  p  -\-\  —  m        n  —  m 


Mr>  -II* 


Dos  trois  fadeurs  de  R,  le  premier  est  constant,  le  deuxième  a  pour 
limite  zéro  (Lemme  111),  le  troisième  ne  surpasse  pas  runité;donc 
limR  =  o. 


(*)  ComjJtes  tendust  t-  XLUI,  p.  Gi-].- 
(**)  Cours  d'Analjse,  t.  I,  p.  118. 
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5.  ThÈorèmb  n.  m  étant  une  qiuintUé  /Msitive  quelconque,  on  a 
^    '  i  i.a  i.a...// 


••• 


La  démonstralion  ne  difl<ère  pas  de  la  précédente,  pourvu  que  le 
reste  soit  mis  sous  la  forme 

"^  i.a.../7 

/?-hi       /'-fa  n^\       ^  '  ' 

B.  Théorèmb  m.  m  étant  une  quantité  positive,  moindre  que 
fu/fité,  on  a 

I    __         w       /î?  ( m -+- 1 )       //i(w-l-i)  (w -f- a) 
— -.  —  I  ^.  —  — 1_  ^^— ^-^-_ _  — .  . .  _  -f—  ^ , , 

^,     ,  a"  I  1.2  1.2.3 

(C)    { 

/w  (  w  -h  I  )...('"-+-''  —  0  _ 


I .  a . . .  /i 
Dans  ce  cas,  Texpression  du  reste  est 
i>»       .   w/(a?/4-i).  . .(/;/ -4- /i) 


•    •  •    • 


donc  (  Lemme  H)  limR'  =  o. 

7.  Il  est  évident  que  la  série  (C)  cessa  d*étre  convergente  à  par- 
tir de  fn  =  1,  et  que  la  série 

1  a-  ÎÎL  -u  ^^'(^^  +  0   ,    ni(fn-hi)  (w-f-  'i) 

I  1.2  1.2.i 

est  divergente  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  m.  Les  cas  dont 
nous  nous  sommes  occupé  sont  donc  les  seuls  qui  présentent  quelque 
intérêt. 


(*)  Court  d^ Analyse,  ti  1«  p.  I30. 
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NOTE  IL 

SUR   LES    FONCTIONS    ELLIPTIQUES   {*), 
par  M.  Df.speyrous. 


L'intégrale  sous  forme  algébrique  de  Téqualion 

+    .—.     =^  o 


s'obtient  aisément,  comme  on  sait  (**),  au  moyen  d*une  intégration 
par  parties.  En  mettant  celte  équation  sous  la  forme 


dx^ \—  X^ -\-  dy^ \  —  x^  =  o, 
on  en  déduit 

j dx\/i  —  jr'-h  I dx\/i  —  x'*=  consl. 
Or,  en  intégrant  par  parties,  on  a 

/  dx  \/i  —y  =  X  v/i— j'-f  /  -^^^ 


f 


V  (  "  )  Pour  rintellijjence  de  cette  Note,  il  est  nécessaire  desavoirque  Ton 
donne  le  nom  û^iniégrales  elliptiques  aux  intégrales  suivantes,  dont  la  se- 
condc  représente  la  longueur  d'un  arc  d'ellipse  : 


Jo     y/»  — c'sin' 


I  •  ®  espèce,  I '  f 


? 


2*  espèce,  1      floyj  \  —  c*  siu'^, 

Jo 

3*  espèce,  I     ■- — * 

Si  l'on  pose  x  =  sin^,  l'intégrale  de  première  espèce  devient 

/"  dr 

Jo     V 


i^**)  Votry  par  exemple,   Lachoix,  Traité  du  Calcul  différentiel  et  dm 
Calcul  intégral,  t.  II,  p.  473. 
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xrdx 

—^  < 


Ajoutant  et  obsen-ant  que  les  lermes  sous  le  signe  /  donnent  une 

somme  nulle  en  vertu  de  Téquation  différentieUe  proposa,  on 
trouve  rinlégrale  algébrique 


x^ \  —  Y'-^Y^\  —  jc^=z  oonst. 

Le  constante  arbitraire  qu  elle  contient  est  la  valeur  de  jr  pour 
X  =  o.  Posons 

I      --===  =  ac,     X  =  sm2,      /l  — x'  =  COSar, 
t/o    V  '  *"  '^' 

et  de  même 

•r      ffy- 


s: 


=  =  ?,    r=sin^,     v^i— ^'  =  cosf. 


o  /r-7 

Nous  auro.'is 

dx-^fip  =  o, 

d*où 

7  étant  une  constante.  D'ailleurs,  pour  a  =  o,  on  a 

x=o,     p=7,    j=±sin7. 
La  constante  de  notre  intégraio  est  donc  sin7.  Par  suile  il  vient 
sin7  ou  sin(a  +  f)  =  sinacosp  H-sinp  cosa. 

Cest  la  formule  fondamentale  de  la  théorie  des  fun<- lions  circu- 
laires. 

Le  même  procédé  s'applique  facilement  à  la  recherrhe  de  l'inté- 
grale d'EuIer,  qui  donne  la  formule  fondamentale  de  la  théorie  dos 
fonctions  elliptiques. 

Soit,  en  effet, 

(/x  (ty 

-4-  '-1=      ■■   .  =  o. 


V'i  —  x^  /i  —  c'jt*       yj i  —  >-^  v^i  ~  c^x 

En  multipliant  par  le  produit  des  dénominateurs  et  divisant  par 
I  —  c^x^y*^  on  a 

I  y . — \  .  .,       (lx-{-  I 7— J— 1 f/;  —  coiibi.  . 

J  I— c'x^j-  J  I  —  c^xv  "^ 
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Or,  en  intégrant  le  premier  terme  par  parties,  on  obtient 


/ 


r     (I 


En  échangeant  entre  elles  les  deux  lettres  x  et  y^  on  aura  le  second 

terme;  ajoutant  donc  et  observant  que  les  termes  sous  le  signe  / 

donnent  une  somme  nulle  en  vertu  de  l'équation  différentielle  pro- 
posée, on  trouvera 


.,   .,    „  =  const. 

x^c^x^X 

La  constante  du  second  membre  est  la  valeur  de  /  pour  ^7  =  0. 
Posons 

'o    y/  \  —  x^  }J  y  —  c'x^ 
x  =  S(aL),     /i-x^  =  C(a),     /r=^7^  =  R(a), 

et  de  même 

dx 


X' 


X 


=  ^ 


•  :r  =  S(p),    /r^^  =  C(P),    •i-cV  =  fi(f)- 

Nous  aurons 

^/a  +  r/p  =  o , 

d'où 

7  étant  une  constante.  D'ailleurs,  pour  a  =  o,  on  a 

x  =  o,     p  =  7,    j=S(7). 
La  constante  de  notre  intégrale  est  donc  8(7).  Par  suite,  il  vient 

S(7)  ou  b(a4-P) l-c.S(a)'S(p)' 


(*)  Dans  cette  intégrale,  la  variable  x  doit  être  prise  toujours  moindre 
que  I.  Si  l'on  fait  x  =  sinf7,  alors  Tangle  9?  est  appelé  Vamphtude  de  Pin- 
ti^rale  a.  Jacobi  le  désigne  par  am  a  et  pose  x  =  sinam  ou 


NOTE    III.  345 

C'est  la  formule  fondamentale  do  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 
Elle  donne  S(a  — P)  en  changeant  le  signe  de  S(P).  On  peut 
aussi  en  déduire  C  (a  =b  p)  et  R  (a ±  P). 


NOTE  IIL 

ANALOGIE  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES   LINÉAIRES 
A  COEFFICIENTS  VARIABLES,    AVEC   LES   ÉQUATIONS   ALGÉBRIQUES, 

par  M.  E.  Khassinme. 


1*  Considérons  Téquation  différentielle  linéaire  à  coefTicients  va- 
rialides  : 

De  l'intégrale  de  cette  équation  on  déduit  par  les  quadratures 
celle  de  X^  =  'f(x);  aussi,  dans  tout  ce  qui  suit,  nous  supprime- 
rons le  terme  fonction  de  la  seule  variable  x. 

L'intégrale  complète  de  X^  =  o  est  la  somme  de  m  intégrales 
particulières  distinctes,  que  nous  appellerons  les  solutions  de  celte 
équation.  Une  intégrale.  j=  c^{x)  est  distincte,  si  -^(x)  ne  peut 
être  décomposée,  par  addition  ou  soustraction,  on  d'autres  fondions 
de  X,  qui  égalées  à  j^  puissent  satisfaire  à  X„,  =  o. 

Cela  posé,  rappelons  que  Lagrange,  dans  son  Mémoire  intitulé  : 
Soin/ ions  de  différents  problèmes  de  calcul  intégral  y  a  démontré 
que,  si  l'on  connaît  p  solutions  c,  j,,  Cj/,, .  • . ,  c^/p  de  X^  =  o,  on 
complète  son  intégration  en  effectuant  celle  d'une  équation  linéaire 
d'ordre  /w  — /?.  M.  Libri,  en  i836,  a  donné  de  l'extension  à  ce 
théorème  en  démontrant  que,  si  une  équation  linéaire  X^  =  o  (l'in- 
dice/>  désigne  l'ordre),  non  intégrée,  est  telle  néanmoins,  que  ses 
solutions  inconnues  satisfont  à  X^  =  o,  Tintégralion  de  cette  der- 
nière dépend  de  celle  de  l'équation  d'ordre  p  et  d'une  autre  équa- 
tion d'ordre  m  —p.  Il  est  à  remarquer  que  si  l'intégration  de  X^  =  o 
est  nécessaire  pour  savoir  si  les  solutions  de  cette  équation  appar* 
tiennent  à  X„  =  o,  ce  théorème  rentre  dans  celui  de  Lagrange. 

Mais  on  peut  établir  un  théorème  général  comprenant  ceux  do 
Lagrange  et  de  M.  Libri,  dont  voici  l'énoncé  :  Si  des  équations  diffé- 
rentielles linéaires  y  d* ordres  w,  ///',  wî",  . . . ,  ont  p  solutions  com- 
munes, on  trotwj,  par  wi  procédé  analogue  à  la  recherche  du  com-^ 


3^6  COURS  d'analyse. 

mun  fih'heur  al^ébnquCy  Céquntion  X^  =  o  <y///  donne  ces  solutions^ 
et  r intégration  des  proposées  est  ramenée  h  celle  île  \^=-  o  ei  à 
celle  d'autres  équations  d'ordre  m  —  p,  m'  —  /?,  ///*  —  p. 

7,"*  Si  dans  Téqualion  linéaire  X  =  o  d'ordre  quelconque  on  pose 
y=  vu,  on  trouve  une  transformée  dont  la  loi  est  donnée  (46*  Leçon, 
n**  589)  ;  nous  l'écrivons  ainsi  : 

dx  \  .'1,  dx*  •  I .  '2 . 3  dx* 

Les  fonctions  'X ,  "X, . . . ,  d'ordres  w  —  i ,  w  —  2, . . . ,  se  forment 
comme  les  dérivées  du  polynôme 

(  ce  polynôme  est  la  fonction  X  dans  laquelle  on  a  fait  ^-j-  =z  U 

dy 
par  rapport  à  z,  en  remplaçant  ensuite  z  par  —^  et  «•  par  j^.  D  après 

cette  lui,  il  est  clair  que  si  dans  'X,  "X, . . . ,  on  remplace  p  parcM, 
on  aura  des  transformées 

'X/«-h"X^4-...     ou     ''X«-h'"x4^'+... 
dx  dx 

pareilles  à  (2).  Nous  appellerons  'X,  "X,  *'X...  les  conjuguées  pre-j 
mières,  secondes,  troisièmes...  de  X.  La  relation  (2)  nous  servira  à 
démontrer  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  de  Lti^ran^e,  —  Si  Ton  connaît/?  solutions,  r,j^,,rj^,..., 
^p  Jpf'6  X  =  o  d'ordre  /w,  son  intégration  sera  ramenée  à  celle  d'une 
équation  d'ordre  m  —  p. 

En  bflèt,  supposons  y=  y^u  :  il  suffit  de  faire  dans  la  transfor- 
mée (2)  c  =  jr,;  puisque  j,  est  une  solution,  son  premier  terme  sera 
annulé,  et  'X,  "X, . . . ,  deviendront  des  fonctions  connues  de  x,  U 
restera  donc  une  équation  en  a  d*ordre  m  qui  s'abaissera  à  Tordra 

m  —  I  en  posant  -,-  —  u\  Or,  puisque  r  =  7",  w,  les  valeurs  de  u 

correspondantes  à  /  =  j,  =  J3  = . . .  =  jr^  sont 

Xi    js         yp 
7:  7.''"'  7' 

et  celles  de  «'  —  -7-  sont 

dx 

d(lA,     ,/(Li|...... 


MOTB    III.  ^17 

On  connitt  donc  /7— 1  valeurs  de  u'  qui  satisfont  à  une  équation 
linéaire  d'ordre  /«—  i, 

X/i  -+-  X ; — h  ...  =  o. 

Cette  équation,  par  une  transformation  pareille  à  la  précédente, 
pourra  être  abaissée  à  Tordre  m  —  'i,  et  par  une  suite  (l'0|)éra tiens 
semblables  on  arrivera  à  une  équation  d'ordre  ///  —p. 

Nous  avons  rappelé  ce  mode  de  démonstration,  dû  à  d'Alembert, 
parce  que  son  application  à  Téquation  X=f(x)  conduit,  lorsqu'on 
connaît  les  ///  intégrales  particulières  c,/*,,  c,/,, . . . ,  r^  r^de  X  =  o, 
à  Texpression  de  la  valeur  de^'  au  moyen  d'une  intégrale  multiple, 
qui  peut  être  remplacée  par  la  somme  de  ///  intégrales  simples,  ne 
flifîérant  les  unes  des  autres  que  par  les  indices  des  lettre?  ;  on  trouve 
pour  la  valeur  de  j  : 

f[x)fU 


(3)r=2^.r--h2 


La  sommation  s'étend  aux  indires  //  =  i ,  a,  3^ . . . ,  w,  et  le  déno- 
minateur sous  le  signe  d'intégration  est  le  produit  de  m  facteurs: 
chacun  de  ces  facteurs,  à  partir  du  premier,  est  la  dérivée,  par  rap- 
port à  X,  d'une  fraction  dont  le  dénominateur  est  le  facteur  pl-éré- 
dent,  et  le  numérateur  ce  même  facteur  dans  le(]uel  le  plus  fort 
indice  de  7-  est  augmenté  d'une  unité.  Après  la  formation  complète 
du  dénominateur,  on  diminuera  de  m  les  indices  qui  dépassent  ///. 

Second  thcorème.  —  Reprenons  la  transforniée 

(a)  X«  +  'xg+...=  o, 

qu'on  déduit  de  X  =  o  en  posant  y  =  *'''•  Si  Xi  ^^^  ^  '^  place  de  c 
rend  nulles />  fonctions,  X,  'X,...,<''"'JX,  l'équalion  X=  o  aura/-»  so- 
lutions de  la  forme  j„  xj\,  J"*Ji'  ••  •  »  -^"'.^i  (nous  supprimons  les 
constantes  pour  plus  de  simplicité  dans  l'écriture).  En  effet,  dans 
notre  hypothèse,  (a) devient 

I         d^u  I  di*^^  u  d'"  u 

Or,  cette  équation  a  pour  solutions 

Cv    «—     I     .^—    lie     —  —    tX»     •    •    •     — ■   ■     *Â>  % 

Donc,  puisque  j^  =  j^j«,  on  aura  p  valeurs  de  j-,  savoir  :  x^iXj\^„.y 
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^■'j-,.  N0U8  appellerons  les  intégrales  particulières  de  cette  forme 
des  solutions  conjuguées;  .r/,  est  conjuguée  de  j,  et  ^"^y,  dear"/",. 

En  second  lieu,  si  X  =  o  a  /?  solulîons  conjuguées  j',,  -ay^,»  • .  •  » 
-r'^-y,,  chaque  fonction  'X,  "X,  '"X, . . . ,  aura  les  solutions  conju- 
guées de  celle  qui  la  précède  dans  le  développement  (a),  à  Texcep- 
tion  de  la  solution  pour  laquelle  le  facteur  x  a  le  plus  fort  expo- 
sant. 

Si,  en  effet,  on  suppose  dans  la  relation  (i)u=:  x  et  v  égal  suc- 
cessivement à  j,,.r>^,,. . . ,  jf-'j,,  dans  toutes  ces  hypothèses  la 
transformée  se  réduira  à  'X  =  o,  puisque  lés  valeurs  de  V  sont  des 
solutions  (le  X  =  o.  Ainsi  'X  =  o  a  pour  solutions  ^,,  «a^r,!  • .  • , 
^'^fr  En  faisant  la  transformée  de  'X,  on  trouvera  de  même  que 
jr^,  xy^ , . . .  y  -x^^'^Xx  sont  solutions  de  "X  =  o,  et  ainsi  de  suite. 

Ce  théorème  comprend  celui  que  d'Âlembert  démontre  dans  le 
cas  des  équations  différentielles  à  coefficients  constants,  lorsque 
réquation  algébrique  de  laquelle  dépend  la  solution  a  des  racines 
égales  (46*  Leçon,  n°  590). 

Corollaire,  —  Si  toutes  les  solutions  de  'X  =  o  sont  7,,  jc^,,  . . . , 
xf^'^X^y  X  =  O  aura  les  mêmes  solutions  et;  de  plus,  la  solution  x^-'y,, 
car  on  peut  toujours  concevoir  une  équation  X^  =  o  d'ordre  ///  qui 
ait  toutes  les  solutions  ci-dessus;  or,  en  formant  la  conjuguée  de 
X„  =  o,  savoir  'X„  =  o,  cette  dernière  aura  m  —  i  solutions,  x,, 
xj, , . . . ,  jc^"*/,  :  elle  sera  donc  identique  à  'X;  donc  aussi  X^  sera 
identique  à  X. 

Troisième  théorème.  —  Si  dans  la  transformée  (a)  de  X  =  o  on 

fait  v=^y\  et  «=  ^^'jjK,  étant  une  solution  de  X  =  o,  et  a  une 
quantité  très-petite,  cette  transformée  deviendra 

'Xa^«^4-"X  — ^«'4-"'X-^^«'H-.... 

i.a  i.a.3 

En  changeant  a  en  —  a,  on  aura  le  résultat  de  la  substitution  de 

y'  =  y^e~~^^.  Si,  à  cause  de  la  petitesse  de  a,  nous  né^^ligeons  les 
termes  dans  lesquels  cette  quantité  est  élevée  à  des  puissances  su- 
périeures à  la  première,  on  voit  que  y^  =  -^^[x)  étant  une  solution 
de  réquation  X  =  o,  les  substitutions 

donnent  des  résultats  de  signes  contraires  quel  que  soit  x\  ces  deux 
relations  pourraient  être  représentées  par  des  courbes  très-rappro- 
chées  comprenant  la  courbe  j=  '^^[x). 

Mais  si  y='^^[x)  annulait  X  et  un  nombre  impair  de  fonc- 
tions 'X,  'X, . . . ,  les  résultats  de  la  substitution  seraient  de  môme 
signe. 
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En  second  lieu  si  Ton  donne  les  équations  de  deux  courbes  très- 
rapprochées,  telles,  que  Tordonnée  de  l'une  d'elles  soit  toujours 
mo  ndre  que  Tordonnée  de  Taulre,  et  si  la  substitution  des  valeurs 
de  ces  ordonnées  en  fonction  de  x,  dans  X  =  o,  conduit  à  des  résul- 
tats de  signes  contraires,  il  existe  entre  les  courbes  données  une 
courbe  dont  Tordonnée  représente  une  solution  de  X  =  o.  En  effet, 
les  équations  des  deux  courbes  très-rapprochées  peuvent  être  mises 
suus  les  formes 

if(x)  et  ?i(-r)  étant  des  fonctions  constamment  positives;  or,  la 
substitution  de  ces  valeurs  dansX  =  o  ne  pourra  fournir  des  résul- 
tats de  ^ignes  contraires  que  si  le  premier  terme  de  la  transformée, 

savoir  X^"**^*^  ou  Xe~~*^^^^\  est  identiquement  nul,  puisque  co 
terme  est  incomparablement  plus  grand  que  ceux  qui  ont  a  pour 

facteur.  Donc/  -=  f/^'^  doit  être  une  solulion  de  la  proposée. 

BEGHEBCnS  DES  SOLUTIOiNS  COMMUNES. 

3*  Pour  déterminer  la  fonction  qui,  égalée  à  zéro,  donne  les  solu- 
tions communes  à  deux  équations  linéaires  X^^^  =  o,  X^  =  o,danG 
le  cas  où  il  en  existe,  nous  formerons  la  suite  d'égalités 


^m+p-t         **•  ,/  .ji-l   '  ^m)  "i"  ^m+p-li 


X«.^.  =  M:^(X^)4-N(XJ. 


K,  L,...,  M  sont  des  fonctions  de  o:  déterminées  de  telle  sorte, 
que  les  termes  de  Tordre  le  plus  élevé  soient  les  mêmes  au  premier 
et  au  second  membre;  les  restes,  comme  l'indiquent  les  égalités, 
s'obtiennent  par  de  simples  soustractions.  Or,  il  est  évident  qu'une 
solulion  j,  qui  rend  identiquement  nulles  X„^^  et  X„  et,  par  suite, 
les  dérivées  de  ces  fonctions,  annule  aussi  les  restes  X„^_., 
^m-fp^2t ....  et  réciproquement  une  valeur  de  jr  qui  annule  un  reste 
et  X^  satisfait  aussi  à  la  proposée  X^^^  =  o.  Nous  avons  supposé 
que  notre  dernier  reste  a  la  forme  NX^,N  étant  une  fonction  de  x; 
dans  ce  cas,  toutes  les  solutions  de  X^  =  o  appai  tiennent  à  X^^^  =  o, 
et  l'élimination  des  restes  successifs  conduit  au  développement 

14)  .X,^,=  £(XJ+K.^(XJ  -l-...+  M.^.(XJ+NX.=o. 


35o  couns  d'analyse. 

Sous  cette  forme,  et  en  prenant  X„  pour  l'inconnue,  il  suffit  pour 
sa  détermination  d'intégrer  une  équation  d'ordre/?,  et  on  trouve  ainsi 

ihtéj:;rant  ensuite  X^  =  o  et  faisant  usage  de  la  formule  (4),  on  a 
l'i  itégrale  complète  de  X^^^  =  o. 
Si  la  dernière  égalité  du  groupe  (A)  est 

* 

on  fera 

en  déterminant  P  de  telle  sorte,  que  le  terme  d'ordre  /wsoit  le  même 
au  premier  et  au  second  membre.  Par  ce  moyen,  on  posera  la  suite 
d'égalités 

(B)  <      X„  =  Q^(X„..)  +  QX_,+X,_„ 


Si  Ton  parvient  à  une  égalité  qui  présente  au  second  membredeux 
fonctions  égales  X^,  on  arrêtera  l'opération,  et  par  l'élimination  dos 
restes  successifs  des  groupes  (A),  (B),  on  développera  X^  et  X,^^ 
sous  forme  d'équations  linéaires  d'ordre  ///  —  /•,  ni-^p  —  kj  qui 
auront  X^^  pour  inconnue.  Si  la  suite  d'égalités  conduit  à  un  reste 
y»^(jc)  qui  ne  peut  être  annulé  par  une  valeur  de 7*  exprimée  enj:, 
on  conclura  que  les  équations  différentielles  n'ont  pas  de  solutions 
communes. 

Do  ce  qui  précède,  il  résulte,  qu'il  est  toujours  aisé  de  trouver  la 
fonction  qui,  égalée  h  zéro,  donne  des  solutions  communes  à  ries 
équations  linéaires^  et  si  cette  fonction  est  d'ordre  /*,  on  pourra 
abaisser  de  k  unités  les  ordres  des  équations  linéaires, 

COMPOSITION  DES  ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES. 

On  veut  former  une  équation  différentielle  qui  réunisse  les  solutions 
de  deux  équations  données  X,„  =  o,  X^  =  o.  Désignons  par  X^^^  le 
premier  membre  inconnu  de  l'équation  cherchée,  nous  pourron**  le 
développer  sous  les  deux  formes 

d''  (f'^ 

^m+p=  ^  (X/«)"l-  K  ^j-^  (X„,)-|-...4-0(X^), 

X„,,,=  ^(X,)-hK'^^(X,)4-...+S'(X^). 


»aim  III.  vM 


Effi  rîmmi  iRdSicBlBlJMB  Mdhiajfs  a«i  sermS^  mraibress  «4 
idemifiant  W  totifccÎBMte  des  dHKwticflesde  pHae  crin?  dans  les 
dp«x  dêivUppnMBttw «■  aan at-t-^  r^bUotts  do  pmnier  de-gné «a 

moyea  dfisqfite  ca  lit  H  i  Mit  i  ■  les  cortficîwits  E 0«  K*....,  S\ 

Si  les  dens  InvtiaBS  X^  X^  suât  égales,  la  méihode  ii'es4  pas 
apphcaUe^  parce  q«~â  esl  ooriraîre  m  caractère  de  gènêraliié  de 
rirtêçrale  coiilèn  qae  deax  sohitîoiis  soient  ê^les:  mais  pour 
snhre  Taralojne  de  TÂlçëbre  K  da  Cainri  întêçraL  en  ce  qui  con- 
cerne les  raciaes  égales,  m  formera  des  équations  de  même  ordre 
qui  aoTOBt  les  sotmioBS  de  X.  =  o,  multipliées  par  x  ou  par  x\ 

jc^ ;  il  suffira  pour  cria  de  remplacer  r  par- «  ^-^  **  On  coro- 

po  era  ensuite  es  use  seule  toutes  ces  équations  de  même  onire, 
et  on  aura  un  résultat  analogue  à  la  puissance  entière  d*uu  poly* 
DÔme. 

Dans  le  cas  où  X^=  o  a  />  solutions ,v,,  r,,. . .,  r^^  de  plus  "k/ 
solutions  *,,  X3,,...,  *^,  JTZ^  et  3r  solutions  «,,  jtu^^  x'iIj,,.., 
tt^.  ru^  T^u^^  de  sorte  que  m  =  p-k-iq-h 3r,  fintégration  se  ra- 
mènera à  celle  de  trois  équations  d'ordre  p^  7,  r. 

Si  d'abr<rd  on  cherche  les  ^olutio^s  communes  à  X^  --  o  et 
'X^=  o,on  trouve  une  équation  X^^  =  o  qui  a  jK>ur  S(>lutions  s,» 

a, ,  *,t  «n  xa,,. . .,  n^,  xif,.  Les  ^olutions  communes  à  'X^  =  o 

et  'X^=  o,  savoir  :  «,,  »,,. .  .,^«,,  sont  fournies  ^>ar  une  équation 
X,  =  o;  ceUe-ci  permettrd  de  foimer  X^  dont  les  solutions  seront 
ir,,  xic,,...,  fc,  x//^.  Cherchant  ensuite  les  solutions  communes  à 
X^^ =-o  et  X^  =  o,  on  parvient  à  X^  =  o  qni  a  pour  ^olulions  r„ 
z,, ...,  z^.  Il  est  facile  de  former  sans  intégration  la  fonction 
X,^3^=  o  satisfaite  par  toutes  les  solutions  conjugéos  doubles  ou 
triples.  Avec  cette  équation,  on  abaisse  X^=  o  ou  X^^^.,^=  o  à 
Tordre  p. 

Les  méthodes  précédentes  fournissenl  un  moyen  aisé  do  trouver 
les  conditions  qui  doivent  exi^le^  entre  les  coeflicicnls  do  doux 
équations  différentielles,  pour  qu'elles  aisnt  p  solutions  commur^es; 
il  suffit  d'appliquer  la  méthode,  et  d'exprimer  que  le  reslc  d'ordre  p 
est  identiquement  nul. 

Enfin,  on  peut  ramener  à  celte  théorie  des  méthodes  connues, 
celle  par  exemple  que  d'Alembcrt  a  imaginée  pour  rinlégralion  des 
équations  différentielles,  et  qu'il  reptoduil  dans  ses  principaux 
ouvrages,  Théorie  des  vents ,  Théorie  de  In  Lune^  ctc. 

Prenons  pour  exemple  de  cotte  application  l'équation  du  qua- 
trième ordre 

^         d^y  d^y       ,  d^r  .      dy   ,  .    r-,    \ 


^^^  COURS  d'analysf. 

Supposons  une  fonction 

_-         d^y       -  r/V       ^,dv       ^„ 
^       dx^  dx'  dx  '      -^ 

qu'on  veut  déterminer  de  sorte  que  ses  trois  solutions  appar- 
tiennent à  X^  =  o  ;  nous  poserons 

De  cette  dernière  on  déduit,  en  identifiant  les  deux  membres, 
e  +  /-  =  «,     'Ll^k^^f^'^h,     ^  +  /G'  +  e"  =  r, 

Avec  CCS  relations,  auxquelles  d'Alembert  parvient,  on  élimine  / , 

ô',  ô",  et  on  arrive  à  une  équation  en  ô  qu'il  faut  intégrer  pour 

trouver  ensuite  les  autres  coeOicients.  Cette  détermination  conduit 

d 
à  quatre  expressions  de  X3,  et  comme  d'ailleurs  -j-  (X3)  -f-  XX3  =  o 

donne  X3  =  Cc"-^*''',  en  portant  dans  celte  dernière  les  systèmes 

de  valeurs  de  X-,  6,  ô'.  H"  on  obtient  quatre  relations  au  moyen  des- 

dy     (l^y    d^y 
quelles  on  trouve  la  valeur  de/ après  avoir  éliminé  ^  >  -r-^ ,  --r^* 

Si  les  coefficients  de  X^  =  o  sont  constants,  ceux  de  X3  =  o  le 
seront  aussi,  et,  dans  ce  cas,  la  valeur  de  0  dépendra  de  la  résolution 
de  l'équation 

COMPOSITION   DE   l' ÉQUATION  LINÉAIRE  AU   MOYEN   DE  SES  SOLUTIONS. 

4°  La  composition  de  X„  =  o,  au  moyen  de  ses  intégrales  parti- 
culières, résulte  de  Télimination  des  constantes  c„  c^^,,.^  c^  entre 
les  équations  (46*  Leçon,  n°  579)  : 


X    =^.^.  +  ^27,+...+  ^^^! 


mt 


<C) 


dx 

— 

^. 

dx^^ 

dx 

..4- 

*"  dx 

7 

d"\Y 
(U" 

=^ 

^. 

d'"r, 
dx"'  "^ 

d"'Y, 

+  .. 

'+fm 

dx"* 
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Or,  si  l'on  écrit  le  groupe  suivant  : 


«•9 


(E) 


s,  dy  dy,  dy^ 


^m  y  d'"Y  d"*  y 

^^"^  =  ''•  rTi;^  "*"''' Ti^  ■*"'•' "^  ^«  "S^  ' 


m. 


on  aura,  au  moyen  des  m  dernières  équations,  les  valeurs  de  r„ 
^11'  "y  ^m  flu'on  portera  dans  la  prenoière,  et  le  résultat  sera  de  la 
forme  r^À  =  L,  A  étant  le  déterminant  ou  dénominateur  relatif  aux 
m  +1  inconnues  c^,  ^,,.-«  Si  Ton  fait  r,  =  — i  et  ^  =  o,  V  =  o,...y 
la  relation  précédente  se  réduit  à  A  =  o,  laquelle  ne  peut  être  que 
l'équation  différentielle  X„  =  o.  Or,  d'après  la  formation  connue  du 
déterminant  A,  on  peut  écrire 

r/"*  y  d"*  '  '  Y 

X„  =  A  =  ^D4-;^D..4-...+j'D,„  =  o. 

D  est  le  dénominateur  des  m  inconnues  r,,  r,,.. .,  c^ déterminées 
au  moyen  des  m  premières  relations  du  gronpe  (E),  et  si  Ton  con- 
sidère les  indices  de  la  différentiation  comme  des  accents,  on  passe 

du  premier  terme  -j-^  D  au  suivant  en  changeant  les  signes,  m  en 

m  —  I  et  /7ï  —  I  en  ///.  Comme  D  contient  les  indices  m  —  i  qui 
deviennent  m  pour  la  formation  de  D.,  et  comme  d  ailleurs,  en 
ajoutant  un  accent  ou  une  unité  à  chaque  facteur  de  D  de  même 
indice,  celte  fonction  s'annule,  il  est  clair  que  D,  est  la  dérivée 
complète  de  D  et,  par  suite,  si  D  est  constant,  D,  =  o  (observa- 
tion due  à  M.  Liouville). 
En  second  lieu,  si  nous  mettons  la  valeur  de^  sous  la  forme 

on  pourra  déterminer  les  constantes  en  supposant  que  pour  x^,  y^ 

dy     d^y  d'"dy 

les  coefficients  différentiels  -r^j  —~~i  •  •  •  j  =^ont  des  valeurs 

dœ^     fLri  dx';^ 

assignées;  dans  cette  hypothèse,  on  trouvera  les  valeurs  des  con- 
stantes au  moyen  des  m  dernières  équations  du  groupe  (C),  et  en 
désignant  le  dénominateur  commun  par  D  et  les  numérateurs  par 
N,,  Nj, . . . ,  N„,  on  aura 

Si  a:,,  Xm  ©'  ^^  dérivées  de  j^  par  rapport  à  x  satisfont  à  la  re- 

* 
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lation  ^  =  ^p,(x),  ces   valeurs  dans   l'expression  de  y  devront 

rendre  -^  égal  à  l'unité,  et  N„  N^, ...,  N^  égaux  à  zéro.  Mais 

^jiT  y»  ^^  '^^  dérivées  pourraient  satisfaire  à  une  des  relations 
y=^^{x)^  /  =  •^'at'^)»"  •>  ®^  0"^  ®"  déduirait  des  coftséquences 
semblables.  On  peut  conclure  de  cela  que  le  numérateur  N^,  égalé  à 
zéro,  est  une  équation  linéaire  d'ordre  m  satisfaite  par  toutes  les 
intégrales  particulières  de  X^  =  o  à  l'exception  de^  =  ^^[x), 

DEUXIÈME  MÉTHODE   DE  COMPOSITION. 

5**  Analogie  d^une  équation  linéaire  avec  la  puissance  d*un 
binôme. 

X„  =  o,  X„_,  =  o  sont  des  équations  différentielles,  telles,  que 
toutes  les  solutions  de  la  seconde  satisfont  à  la  première,  si  Ton 
pose 

et  si  Ton  détermine  /,  z  de  telle  sorte  que  les  deux  termes  du  plus 
fort  indice,  au  premier  membre  et  dans  la  première  partie  du  se- 
cond, soient  identiques,  R  devra  être  identiquement  nul.  Sans  cela 
Véquation  linéaire  R  =  o,  de  l'ordre  m  —  a,  aurait  m  —  i  intégrales 
distinctes,  ce  qui  est  impossible. 

Composons  par  ce  procédé  une  éciuation  d'ordre  /w,  qui  réunisse 
toutes  les  solutions  des  équations  : 

dy  dr       ,  dy   . 

Dn  formera  d'abord  une  équation  du  second  ordre 


d'où  on  déduira 


Âz  =  i     ou    /•  =  - î 

z 


z  sera  déterminé  par  la  condition  que  le  second  membre  soit  annulé 
par  les  valeurs 


dx 

On  exprimera  celte  condition  en  égalant  ^  (  ;é  "+"  '''/)  ^  ^^^  con- 
stante, à  l'unité  par  exemple,  et  on  trouvera 

a  —  o  ^ 
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Remarquons  que  j  est  le  facteur  qui  rend  le  premier  membre  X, 

une  difTérentielle  exacte.  La  fonction  du  troisième  ordre  X,  résul- 
terait de  la  relation 

qui  devrait  être  satisfaite  ou  réduite  à  zéro  par  les  valeurs 

(Ix  O^»    ^-^        • 

Si  les  solutions  de  X,,  =  o  sont^,,  07,,  x'j,....,  x^-'j,,  en  sup- 
posant  que/,  satisfait  à  ^ — h^/=  o,  le  premier  membre  X^  so 
développera  ainsi  qu'il  suit  : 

r/"'r  d"^W       m(nt  —1)/  ,       (/ri\  ri'^-*% 


/  ,       ^    da       frn\  fi'"-W 


m{m  —  1)  (m  —  1]  ( ^^  ^   ^^da   ,   d^a\  d'^'^y 
1 .2.3 


Les  coefficients  numériques  de  cette  expression  sont  ceux  de  la 
puissance  ///  du  binôme;  les  fonctions  dea  se  forment  ainsi  :  à  partir 
du  second  terme,  on  obtient  la  fonction  de  a  relative  à  un  terme 
quelconque,  en  multipliant  par  a  la  fonction  de  a  du  terme  précé- 
dent et  ajoutant  à  ce  produit  la  dérivée  de  cette  fonction. 

Pour  démontrer  cette  formule,  nous  la  supposerons  vraie  pour 
Tordre  w,  c'est-à-dire  que  nous  admettrons  que  le  dévieloppemenl 
précédent  égalé  à  zéro  est  une  équation  dont  les  solutions  sont  j^„ 
j:/,,  jt'/,,.  . .,  j:^"'/,.  Écrivons,  d'après  la  même  loi,  le  dévelop- 
[»ement  pour  Tordre  /w-|-i  que  nous  représenterons  par  X^^,  ;  or, 
on  verra  tout  de  suite  que  la  conjugée  première  de  cette  fonc- 
tion sera  'X„^,  =  (w  + 1)  X„,;  par  conséquent  X',^_^,  =  o  aura  les 

mômes  solutions  que  X„=  o,  et  cela  prouvera  que  X„,^,  aura  aussi 
tes  mêmes  solutions,  et  de  plus  la  solution  j^^"j,. 

Cette  seconde  méthode  de  composition  a  l'avantage  de  s'appliquer 
à  des  équations  non  linéaires,  et  de  conduire  sans  aucune  difficulté 
à  la  théorie  des  solutions  singulières^  et  à  la  démonstration  de  diverses 
questions  de  calcul  intégral  traitées  par  Jacobi.  Les  exemples  sui- 
vants en  montreront  Tusage. 

Considérons  une  équation  linéaire  ou  non  linéaire  d'ordre  /w, 
X^  =  o,  et  supposons  que  X,„_,  =  o  soit  une  équation  d'ordre  /w  —  1 , 
telle,  que  toute  valeur  de/  en  fonction  de  x  qui  satisfait  à  la  der- 

28. 
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nière  satisfait  aussi  à  la  première  :  nous  pourrons  poser  Tidentilé 

dans  laquelle  M  est  déterminé  de  telle  sorte  que  les  termes  d'ordre  m 
soient  identiques,  au  premier  et  au  second  membre.  La  forme  de 
ridentité  résulte  de  ce  que  les  fonctions  qui  annulent  X^  et  X^_, 
doivent  aussi  annuler  le  reste;  nous  la  mettrons  donc  sous  cette 
deuxième  forme 

qui  s'accordera  avec  la  première  si 


^3=  M    et    ^^=N, 

ax         ' 


d'où  Ton  déduit 


dx 
z=^e*^  '"         et    k  =  M^ 

T  sera  le  facteur  qui  rendra  le  premier  membre  X„  une  différen- 
tielle exacte.  Mais,  sans  nous  arrêter  à  des  généralités  qui  nous 
feraient  retrouver  les  résultats  que  Lagrange  démontre  dans  le 
calcul  des  fonctions  (i3'  Leçon  et  suiv.),  appliquons  ce  qui  précède 
à  réquation  différentielle  du  second  ordre 

X.=  S+/(-)J+/.(x,r)  =  o. 

Cette  équation,  dans  tous  les  cas  où    i  f[x)dx  sera  exprimable 
en  fonction  de  x,  se  mettra  sous  la  forme  plus  simple 

d'y 


dx 


11  suffira  pour  cela  de  remplacer  j  par  j^    «^ 
Si  l'on  connaît  une  intégrale  première 

de  la  dernière  équation  du  second  ordre,  a  étant  la  constante  arbi- 
traire d'une  première  intégration,  on  pourra  déduire  de  cette  inté- 

tir 
grale  -4-  =  u,u  étant  une  fonction  de  x^  r,  a.  Mais,  d'après  ce  que 

IfX 


KOTE  m.  35 H 

nous  avons  expliqué,  nous  poserons 


ï-t<'..i-4[-(£-")} 

Identifiant,  on  trouve 


du      du  dr         ,        ».         du       du  ,        . 

Les  deux  premières  sont  satisfaites  en  faisant  X-  =  i,  z  =  i;  mais 

la  dernière  ne  pourra  aVoir  lieu  que  dans  le  cas  où  le  premier 

membre  sera  indépendant  de  a,  qui  n*est  pasrontenu  dans  <p(j:,/). 

Ainsi,  la  dérivée  du  premier  membre  par  rapport  à  a  sera  nulle; 

donc 

,du         .du 

doL  doL  du  du 

dx  dy  df  doL 

Considérant  la  dérivée  par  rapport  à  x  et  celle  par  ra|)port  à  j, 
lesquelles,  d'après  Tégalité,  sont  égales  et  de  signes  contraires,  on 

verra  que  -r-  est  le  facteur  qui  rend  dy—  udx  une  différentielle 

exacte. 

On  pourra  donc  intégrer  y^T — j-udx  (42*  Leçon,  n**  529). 

Un  sec-ond  exemple,  pris  du  Mémoire  que  vient  de  publier  le 

géomètre  suédois  M.  Malmsten,  ne  présente  pas  plus  de  difficulté. 

dr 
Supposons  qu'on  connaisse  une  intégrale  première  -^  =  «  de 

réquation  du  second  ordre 

d'if(x,x') 


djc 


->KX,7):=0, 


dy 
dans  laquelle  ^'  =  -4-*  Cette  équation  se  met  sous  la  forme 

dr^{x,x')d'y      d<f(x,r') 

dy'       da-^       a~x  Vl^,J)~o. 

Nous  avons  marqué  d'un  trait  les  dérivées  par  rapport  à  ^,  lors- 
qn'on  ne  considère  pas/'  comme  fonction  de  x.  Dans  celle  relation, 
«t  en  vertu  de  Tinlégrale  donnée,  on  peut  remplacer  y*  par  u  et 
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identifier  ensuite  le  premier  membre  à 


dx 


[■(«-")] 


L'identité  donne 

du  dx 

(et,  par  suite,  2  =  1);  enOn 

Si  on  transpose  le  terme 51Lj — i,  je  second  membre  ne  ren- 

dx 

fermera  plus  a;  par  suite,  le  premier  sera  indépendant  de  cette 

constante,  et  sa  dérivée  par  rapport  à  a  sera  nulle.  Cette  dérivée 

est  __ 

L       du         <^/a  J   fdu       du    \ 
du  \dx      dy   ) 

(.du         ,  du 
doL  dx  du  du 

dx  dy  dy  da.^ 

^fdff(x,u)  du\ 

H ^i =: ^  =  O. 

dx 

De  cette  relation  on  voit  clairement  que,  en  prenant  pour  fac- 
teur 

d(f{x,u)  du  __  d(f 

du        dot.       dot 

m 

Texprossion  -^(dy—udx)  sera  intégrable. 
L'équation 

sera  traitée  de  la  même  manière;  car,  après  Tavoir développée,  elle 
devient 

"  'Ifir.X')  'l'y  ,  rf?(r..v')       . ,     ^,  _  - 
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Remplaçant  j'  par  u  et  identîBant  le  premier  membre  à 


k 


èKÈ-")] 


on  trouve 


enfin 


U       du 


I  d'j(\f^  u)  (du       du   \       df^(x,u) 


f  du    ,   du   \ 


U        du         \dx      df   ]  dy 

devra  être  indépendante  de  a,  ce  qui  donnera  -  -7^  pour  le  facteur 

qui  rendra  intégrable  la  fonction  du  premier  ordre,  de  telle  sorte 

I  d9 

que  -  -j-  [tlf  —  udr)  sera  une  différentielle  exacte. 

Les  équations  du  troisième  ordre  : 

(,,)  £2^=^,(^,,..), 

il)  ^^^^^^^=y"^b;r'), 

qui  se  ramènent  aux  formes  du  second  ordre  quand  on  élimine  dx 

dr 
par  la  relation  dlr  =  -^,  ne  présentent  pas  de  difficulté. 


REMARQUES  SUR   LES   ÉQUATIONS  LINÉAIRES. 

i.  Une  équation  linéaire  X^=  o  a  w  solutions  qui  peuvent  être 

dr 

les  intégrales  d'équations  du  premier  ordre  -^ —  fiy  =  o.  Ces  équa- 
tions,, qu'on  pourrait  nommer  les  composants  deX,„=  o,  méritent 
une  attention  particulière.  Jusqu'ici  on  s'est  appliqué  à  éviter  dans 
l'intégrale  les  fonctions  imaginaires  par  une  détermination  conve- 
nable des  constantes.  Cependant,  il  est  utile,  dans  certains  cas,  de 
les  conserver,  si  on  a  en  vue  la  simplicité  analytique.  Ainsi,  les  solu- 

tiens  en  exponentielles  de  l'équation  -^  -h/  =  o  fournissent  des 
composants  à  coefficients  constants 

dr  _^      / — 
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Les  solutions  réelles  C  sinx,  C  cosx  conduisent  à  des  composants 
^  -h  tjngx/  =  o,     ^  -  colxr  =  o, 

é  coefficients  variables  et,  par  suite>  moins  simples. 

2.  L'intégrale  complète  de  X^  =  o  est  la  somme  de  m  solutions 
de  la  forme 

r  =  c+(x). 

Il  sera  quelquefois  possible  de  discuter  la  courbe  qui  représente  une 
solution,  sans  intégrer  l'équation  ;  cela  parait  plus  général  et  plus 
simple  que  do  discuter  l'intégrale  complète  avec  ses  constantes  dé- 
terminées par  des  conditions  particulières.  Ainsi,  comme  on  peut 
toujours  faire  disparaître  le  second  terme  d'une  équation  linéaire, 
l'équation  du  second  ordre  se  ramènera  à  la  forme 

do  laquelle  on  déduit,  en  multipliant  par  dy^ 

dr' 


dx' 


—  iif(j:)xdjr=o. 


Dims  le  cas  où  f{x)  =  A',  A  étant  une  constante,  la  relation  se  met 
sous  la  forme 


(|-'.-)(Ê+*^)-=«- 


Or,  il  n*est  pas  difficile  de  prouver  que  si  y/f{x)  reste  comprise  entre 
deux  valeurs  constantes  A',  A",  depuis  x' jusqu'à  X ',  les  intégrales 
particulières  de  l'équation 

dépendront  de  deux  équations  du  premier  ordre  de  la  forme 

telles,  que  ^(x)  sera  comprise  entre  A'  et  A*. 

3.  Enfin,  les  solutions  d'une  équation  linéaire  pouvant  ôtre  con- 
sidérées comme  les  intégrales  d'équations  de  la  forme 

dr 


en  posant 

ydx        ' 
on  peut  concevoir  une  équation  algébrique 

dont  les  racines,  ou  valeurs  de  v^  conduiront  à  la  valeur  de  y. 
Si  on  donne  l'équation  algébrique 

«^ -h  û*'""' 4-... -h  «„_,«' -4- /!„-!-...=  o, 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  de  x^  de  cette  équation  on 

dit     d^v 

déduira  p"  et  les  dérivées  -r-  »  -r-j  >  •  •  •  en  fonction  de  x  et  des 

djc    ax* 

puissances  de  p  inférieures  à  m.  Si  donc  on  veut  former  u|^e  équation 

différentielle 

dr 

telle,  que  ses //i  solutions  particulières  fournissent  des  valeurs  de —y- 

égales  aux  valeurs  de  t^,  on  posera 

dr  _ 
ydx  -  ^' 

et,  différentiant  plusieurs  fois  de  suite  cette  relation,  on  exprimera 

^iit  Y       d"*~*  Y 

y  j  ,  _,  V?  en  fonction  de x  et  des  m—  i  premières  puis- 
sances de  p.  Cette  équation  du  degré  m  —  i  devra  être  identique- 
ment nulle  pour  qu  elle  ne  soit  pas  en  contradiction  avec  Téquation 
donnée  en  p  du  degré  m.  On  aura  ainsi  des  relations  qui  détermi- 
neront ^, ,  ^j,...,  b^.  Le  calcul  est  élégant  lorsqu'on  transforme 
l'équation  c^—  A"  =  o,  A  étant  fonction  de  x,  eu  une  équation  dif- 
férentielle. Si  /7i  =  3,  cette  équation  est 


f>    ^X'  d'y      (A"      3A'"\  dy  __ 

:r'       '^Adjr'       Va  "^  A'    y  dx  ^" 


On  pourrait  aussi  se  proposer  de  transformer  une  équation  différen- 
tielle linéaire  en  une  équation  algébrique  dont  les  racines  représen- 
teraient les  valeurs  de  -^  >  mais  ce  problème  inverse  dépendrait 
d'intégrations  souvent  impossibles. 
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NOTE  IV. 

SUR  LES  PROPRIÉTÉS  DE  QUELQUES  FONCTIONS  ET  SUR  LÀ 
REPRÉSENTATION  DES  RACINES  DES  ÉQUATIONS  PAR  DES 
INTERSECTIONS    DE    COURRES, 

par  M.  E.  Prochet. 


Définitions  préliminaires.  —  Relations  entre  les  dérivées  partielles  des 
fonctions  P  et  Q.  —  Séparation  des  quantités  réelles  et  des  imaginaires 
dans  les  dérivées  de /*(«).  —  Différences  finies  et  difTérenlielles  totales 
des  fonctions  P  et  Q.  —  Propriétés  des  courbes  P,  Q,  P-i-Q,  P  —  Q. 
—  DémonsTration  d'un  théorème  de  Cauchy.  —  Asymptotes  des  courbes 
V,  Q,  etc.  —  Théorème  sur  le  nombre  des  racines  des  équations  algé- 
briques. —  Propriétés  des  surfaces  s  =  P,  «  =  Q.  —  Remarques. 


DÉFINITIONS   PRÉI.IMINAIRES. 

1.  Si  f(z)  est  une  fonction  qui  prenne  la  forme  P-i-  Q  vZ—i 
quand  on  pose  z  =  x-f- j ^  —  i,  P  et  Q  étant  des  fonctions  réelles 
en  .r  et  Xf  Téquation 

(i)  /(z)=P-hQ/:^=o 

« 

entraînera  les  suivantes 

P  =  o,     Q  =  o, 

et  réciproquement.  Il  suit  do  là  que  si  j?  et  ^  sont  les  coordonnée» 

d'un  point  variable.  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  / — i  d'une 
racine  de  Téquation  (i)  seront  respectivement  égaux  aux  valeurs 
numériques  de  Fabscisse  et  de  Tordonnée  d'un  point  commun  aux 
deux  courbes  données  par  les  équations  P  =  o,  Q  =  o. 

Les  points  d'intersection  de  ces  deux  courbes  peuvent  donc  être 
regardés  comme  formant  une  représentation  géométrique  des  ra- 
cines de  l'équation /(z)  =  o,  et  c'est  pour  rappeler  celte  propriété 
que  nous  les  nommerons  des  points-racines, 

2.  On  dit  en  général  qu'une  équation /(z)  =  o  a  n  racines  égales 
ù  û  lorsqu'on  a  /(z)  =  (z  —  a)"  f(z),  f(z)  désignant  une  fonction 
qui  ne  devient  ni  nulle  ni  infinie  pour  z=  a;  or,  comme  la  fonc% 

lion  f(2)  =  T-  __    V,  prend  la  forme  -  pour  z=  a^  si  l'on  cherche 
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sa  véritable  valeur  d*après  les  règles  connues,  on  voit  que,  pour 
qu'elle  ne  soit  ni  nulle  ni  infinie,  on  doit  avoir 

Toutes  les  fois  que  Téquation  f{z)  aura  n  racines  égales,  le  point- 
racine  correspondant  sera  pour  nous  l'équivalent  de  n  poinU-racines 
.qui  coïncideraient,  et  nous  le  nommerons,  dans  ce  cas,  point-racine 
fie  rordre  n. 

RELATIONS  ENTRE  LES  DÉRIVÉES  PARTIELLES  DBS   FONCTIONS  P  ET  Q. 

3.  Relations  entre  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

Si  Ton  suppose  que  z  tienne  la  place  de  x  -\-xyJ—\  dans  l'identité 

et  que  l'on  prenne  les  dérivées  des  deux  membres,  d'après  la  règle 
des  fonctions  de  fonctions,  on  aura 

ou 

On  obtient  ainsi  deux  exprès:  ions  différentes  de/'(z),  et  en  expn- 
mant  qu'elles  sont  identiques  on  aura  les  relations 

/  £P  _  r/Q 

\  dx~  df^ 

l  djr  dx 

4.  RÉCIPROQUEMENT,  si  les  relations  (a)  ont  lieu  entre  les  dérivées 
de  deux  fonctions 

V  et  (^  sont  la  paHie  réelle  et  le  coefficient  de  >J — i  d'aune  fonction 

dUine  seule  variable  Zy  dans  laquelle  on  aurait  substitué  x  -4-^'^/— i 
à  z. 
En  effet ,  posons 

W-P-hOv/^; 
substituons  2 — y^  —  ^  à  x  dans  cette  expression,  et  prenons  la 
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dérivée  de  W  par  rapport  ày;  nous  aurons 
d\V 


dy  -  dxdy'^  dy'^\dxdy'^  dyr      '' 
et  comme  -7-  =  —  ^—  1 ,  il  en  résulte 

dyf  _(dV     d(i\      (dQ      dV\  I — 

Ov,  le  second  membre  est  identiquement  nul  d'après  Thypothèse. 

On  a  donc  —7—  =  o.  Ainsi,  le  résultat  de  la  substitution  esL  indé- 
dy 

pendant  de  /,  et  par  conséquent  W  se  réduit  à  une  fonction  de  s, 
qui,  par  la  substitution  de  oc-^-y^^^  à  z,  devient  P  4-  Q  / — i. 

C.  Q.   F.   D. 

5,  Relations  entre  les  dérivées  partielles  du  second  ordre. 
Les  relations  (2)  étant  identiques,  on  pourra  prendre  les  déri- 
vées des  deux  membres  de  chacune  d'elles  :  on  obtiendra  ainsi 


dc^  ~~  dxdy 

d'V       d'Q 
dxdy~~  dy^ 

d^Q             d'V 

f/'O          ^'*P. 

dx^            dxdy' 

dxdy~       dy'' 

d  OÙ  résultent  les  relations 

/  d'^V 

r/»P 

dx^ 

d'Q 

dr^' 

RÉCIPROQUEMENT,  si  l'une  des  relations  (  3  )  est  vérifiée  par  une 
fonction  P ,  //  sera  possible  de  trouver  une  seconde  fonction  Q  teUe, 

que  P  et  Q  résultent  de  la  substitution  de  x-^y  /— -i  à  la  place  de  z 
ilans  une  certaine  fonction  y  (z). 

/dV 
-j-dyy  on  aura 

(l^      dP      dp       rd'V,  _       r^'P;  _      ^P 
dy-"  (U'      dx-J   dx'"^-^-      J    dy*'^-^"       dy' 

Ainsi,  les  relations  (2)  sont  vériûées  par  les  fonctions  P  et  Q,  et 
par  suite,  il  existe  une  fonction  7  (z)  telle,  que  l'on  a  identiquement 

if(x-hyy/^)  =  P4-Qv^^* 
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6.  Relations  généraies  entre  les  dérivées  partielles  de  V  et  celles 
deQ, 

On  tire  des  équations  (2),  en  les  différentiant  A-  —  1  fois  par  rap« 
port  à  X,  et  n  —  A-hi  fois  par  rapport  à  x, 

d"V      __  r/"Q 

7.  Relations  entre  les  dérii>ées  partielles  de  P  ou  de  Q. 
On  tire  des  équations  (3)  par  la  différentiation 

rZ-P  //-P 


djc^df-"  "      djc^-^dy*-"^^' 

Ces  équations  expriment  une  propriété  commune  aux  deux  fonc- 
tions P  et  Q.  En  y  faisant  successivement  /•  =  /î,  /î  —  2,  /i  —  4»  •  •  •  » 
puis  /•  =  /?  —  I ,  /i  —  3,  n  —  5, . . . ,  on  obtient  : 

d"?  r/"P  d"?  cy"P 

f/^P 


(6) 


dif     "       djc^-^df^ 

~  dxf'-'dy' 

f/^P                   ^"P 
dxf-'  dy  ~~       djf^'dy^ 

d'Q                 //"O 

rf'P 

~~  daf'-^df^ 

r/«0 
dj^-'dj' 

d'^Q                  d\) 

d"Q 

djc"-^dj'^ 

d"Q 
lUf'-^dy^ 

d"Q 


•  •  •  •  • 


djc^-'dy  dxf-^df       djf*-'dy'  daf*-''dy''' 

Ainsi,  toutes  les  dérivées  partielles  de  V  ou  de  Q  dUin  même 
ordre  y  dans  lesquelles  V indice  de  différentiation  relatif  à  une 
même  variable  est  en  même  temps  pair  ou  impair,  sont  égales  en 
valeurs  absolues. 

Et  si  Con  range  ces  dérivées  suivant  un  ordre  de  grandeur  de 
cet  indice,  les  signes  -\-  et  —  se  succéderont  alternativement, 

SÉPARATION   DES  QUANTITÉS   RÉELLES   ET   DES   IMAGINAIRES 
DANS  LES   DÉRIVÉES    DE  /(z). 

8.  En  différentiant  par  rapport  à  x  les  deux  membres  de  Tiden* 
tité/{z)  =  P-f-  Q  y/— I,  nous  avons  trouvé 

^.  .      dV  ^  dQ   , — 
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Celle  formule  fail  voir  que  pour  oblenir  la  partie  réelte  et  le 

coefficient  de  y/  — i  de  la  dérivée  d'une  fonction,  il  suffit  de  prendre 
les  dérivées  par  rapport  à  x  des  parties  analogues  de  cette  fonc- 
tion. En  prenant  n  fois  de  suite  la  dérivée  par  rapport  à  r,  on 
trouve 

On  peut  donner  à  celle  expression  deux  autres  formes  et  n'y 
employer  que  la  fonction  P  ou  la  fonction  Q.  Il  suflBt  d'y  remplacer 
r/''0  ^"P  ^"P  ^'"0  .      . 

d'après  les  relations  (4).  On  aura  ainsi 

/    .„.   .      r/"P         r/«P      I — 

(7) 


DIFFÉRENCES   FINIES  ET  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES  DES  FONCTIONS 

P  ET  Q 

9.  Les  propriétés  précédentes  permettent  de  développer  les 
accroissements  des  fonctions  P  et  Q  suivant  les  accroissements  de 
leurs  variables. 

Si  dans/(z)  on  change  z  en  (z4- Ax-f- A^v^— i),  on  aura 

X 

En  posant 

^x-\-^x\/--^  =  r(cos0-+-/--Tsin6), 

nous  aurons ,  par  la  formule  de  Moivre , 

{^x  -+-  ^y  y/—  I  )"  =  r"  (cos/îÔ  +  \/ — i  sin//0). 
D'ailleurs  la  première  formule  (7)  donne  * 

donc  on  a 

A/(z)  =  AP+AQv/^ 

+  R.4-R,ï/-i, 
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et,  en  séparant  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires, 

I 

10.  Si  Ton  suppose  Ax  et  A/  inBniment  petits,  le  terme  général 
de  chaque  développement  devient  la  différentielle  totale  du  //^^ 
ordre  de  P  ou  de  Q,  divisée  par  le  produit  1.2. 3.../?.  On  aura 
donc,  en  appelant  &>  la  limite  de  Tangle  0,  et  en  observant  que 


r  =  ^dx^->r(ij^  =  f^f^^  -hcot'w 


dy 

sino» 


(9) 


r/"P  r/"P 

•^C0S/la>4-^       .^     sm//a> 

r/"P    .  r/"P 

sin''w 


PROPRlérés  DES  COURBES  P   ET  Q.    —    POINTS  MULTIPLES. 

W.  Pour  abréger,  nous  appellerons  courbe  P,  courbe  0»  les 
courbes  représentées  par  les  équations  P  =  o,  Q  =  o.  Nous  suppo- 
serons que  le  système  d'axes  auquel  on  les  rapporte  est  reclangu- 
laire. 

Une  propriété  remarquable  de  ces  courbes  est  d*avoir  chacune 
un  point  multiple  de  Tordre  /î,  toutes  les  fois  que  l'équation  pri- 
mitive/(«)  =  o  a  /ï  racines  égales  entre  elles.  Tour  le  démontrer, 
il  faut  faire  voir  :  1**  que  les  fonctions  P  et  Q  s'annulent  avec  leurs 
dérivées  partielles  jusqu'à  l'ordre  n  ~  1  inclusivement  quand  on  y 
substitue  les  coordonnées  d'un  point-racine  do  l'ordre  n  ;  a°  que 
chaque  courbe  possède  en  ce  point  n  tangentes  distinctes. 

12.  Premièrement,^  quand  /{z)  a  /i  racines  égales  à  j-  -h/  v/—  »> 
on  doit  avoir,  /  désignant  un  nombre  au  plus  égal  à  //, 

celte  équation  entraîne  les  deux  suivantes  : 
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Il  résulte  de  là  et  des  relations  (6)  que  toutes  les  dérivées  de  P  de 
l'ordre  i  sont  nulles,  et  comme  / est  compris  entre  o  et  /i  —  i,  il  eit 
donc  démontré  qu'en  chaque  point- racine  de  l'ordre  n  toutes  les 
dérivées  partielles  de  P  s'annulent  jusqu'à  l'ordre  n  —  i  inclusive- 
ment. —  Môme  démonstration  pour  la  fonction  Q. 

13.  En  second  lieu,  les  courbes  P  et  Q  ont  cluicune,  au  point 
(.r,  y),  n  tangentes  distinetes. 
Considérons  d'abord  la  courbe  P. 

On  obtiendra  le  coefficient  angulaire  -j-  =  tangw  de  la  tangente 

menée  à  la  courbe  par  le  point  (  x,  jr)^  en  égalant  à  o  la  différen- 
tielle totale  du  n''"'*  ordre.  D'après  la  formule  (9),  l'équation  qu'il 
faudra  poser  sera  donc 

d"?  d"V 


sin"&) 


=  o. 


Le  dénominateur  de  cette  équation  n'est  jamais  supérieur  à  Tunîté, 
et  il  ne  peut  devenir  nul  en  même  temps  que  le  numérateur  qu'au- 
tant qu'on  a 

rf«P 

Mais  ce  cas  peut  être  écarté,  car  il  suffit,  pour  l'éviter,  de  changer 

d"  V 
la  direction  des  axes  de  coordonnées.  Donc  si  l'on  suppose  "^^^o, 

on  aura  toutes  les  solutions  de  cette  équation  en  posant 

d"V 
d.r" 

(10)  tang/2w= -^py-i 


et  si  l'on  fait 


</r"-'  dy 
d"V 


d.i 


jt 


on  aura 


tangf.  = Trr^ 

/7W  =  jUl-f-^îf» 


d*où 

(II)  a,=  e^->^!: 
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Pour  avoir  toutes  les  tangentes  à  la  courbe  P,  il  suffit  de  donner 
à  n  les  valeurs  o,  1,2, . . . ,  /i  —  i,  et  Ton  obtient  //  valeurs  de  o, 

formant  une  progression  arithmétique  dont  la  raison  est  -  •  Donc 

)a  courbe  P  présente,  au  point  considéré,  n  tangentes  distinctes  et 
tellement  disposées,  que  deux  tangentes  consécutives  comprennent 
un  angle  égal  à  la  n^  partie  de  deux  angles  droits. 

44.  îl  importe  de  remarquer  qu'un  point-racine  de  l'ordre  n  ne 
peut  être  un  point  d*arrèt  on  un  point  isolé,  pour  aucune  branche  de 
la  courbe  P,  du  moins  dans  le  cas  où  la  fonction  P  est  continue.  En 
effet,  l'équation  qui  donne  tang  u  ayant  toutes  ses  riicines  inêi^ales, 
on  voit  facilement,  en  développant  P  pîir  la  série  de  Taylor,  que 
cette  fonction  changera  de  signe  quand  on  y  substituera  successive- 
ment les  coordonnées  de  deux  points  suffisamment  rapprochés  du 
point  N,  et  situés  de  part  et  d'autre  d'une  même  tangente. 

15.  Un  calcul  analogue  à  celui  que  nous  avons  fait  pour  la  courbe 
P  assignerait  aussi  à  la  courbe  Q,  en  tout  point-racine  de  Tordre  //, 
n  tangentes  distinctes  et  tellement  disposées,  que  deux  tangentes 

consécutives  comprennent  un  angle  égal  à  -•  On  peut  déjà  en  con- 

dure  qu'entre  deux  tangentes  conséculives  à  la  courbe  P  il  y  a  tou- 
jours une  tangente  à  la  courbe  Q.  Mais  je  dis  de  plus  que  : 

Ia's  tangentes  n  la  courbe  Q  sont  les  bissectrices  des  angles  /or- 
tués  par  les  tangentes  à  la  courbe  P. 

Pour  le  démontrer,  rappelons-nous  la  formule 

(!•'  P 


djc" 
(10)  lang//w  = -j^ 


d.c"-'dj- 

En  appelant  u  l'angle  qu'une  tangente  à  la  courbe  Q  fait  avec  l'axe 
des  X,  nous  aurons  de  mémo 

d.c'^ 

(12)  tang/iu  ~  — 


d"Q 


djc"-'  dy 
Or,  d'après  les  relations  (4  ), 


- 

rf«Q  _ 

d" 

P 

r/" 

Q 

daf'  ~~ 

dx" 

-.// 

r/x"- 

-'dy 

donc 

tang/iw  tang 

/2ii  = 

-  •; 

Stlrm. 

—  An.^ 

II. 

» 

r/"P, 


^^\ 
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d'oïl 

ntû  — /?U  =r  zt  -) 

'1 
(i3)  c^_u=  ±i.  -. 

w  — u  est  l'angle  compris  entre  une  taftgente  à  la  courbe  P  et 
une  tangente  à  la  courbe  Q  la  plus  voisine,  el l'équation  (i3)  montre 
que  cet  angle,  abstraction  faite  du  signe,  est  la  moitié  de  l'angle 

-  compris  entre  deux  tangentes  consécutives  à  la  courbe  P. 
16.  Les  résultats  précédents  comprennent  le  cas  particulier  d'un 

I    TT 

point-racine  simple.  En  un  point  de  cette  espèce,  l'angle  —  formé 
par  la  tangente  à  la  courbe  P  et  la  tangente  à  la  courbe  Q  se  réduit 

TT 

à  -•  On  peut  d'ailleurs  l'établir  directement.  Ainsi  : 

En  un  point'vacine  du  premier  ordre  les  courbes  P  et  Q  se  cou- 
pent à  angt'e  droit. 
Cette  propriété  appartiendrait  encore  aux  courbes  représentées 

par  les  équations 

P  =  A,    Q  =  B, 

A  et  B  étant  deux  constantes  quelconques. 


PROPRIETES  DES  COURBES  DONNEES   PAR   LES  EQUATIONS 
P-0  =  o,      P4-Qr.O. 

17.  La  courbe  qui  a  pour  équation  P  —  Q  =  o  est  le  lieu  de  tous 
les  points  dont  les  coordonnées,  substituées  dans  les  fonctions  P  etQ, 
donnent  des  résultats  égaux  et  de  même  signe.  En  chaque  point  de 

P 

cette  courbe  le  rapport  -r  est  égal  à  i. 

La  courbe  qui  a  pour  équation  P  4-  Q  =  o  est  le  lieu  de  tous  les 

points  dont  les  coordonnées,  substituées  dans  les  fonctions  P  et  Q, 

P 

dpnnent  des  résultats  égaux  et  de  signes  contraires.  Le  rapport  j-\ 

y  est  constamment  égal  à  —  i. 

Les  courbes  P  —  Q,  P  +  Q  jotiissent  des  mêmes  propriétés  que 
les  courbes  Pet  Q,  et  il  sutiit  pour  le  démontrer  d'observer  que  les 
fonctions 
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sont  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  yj  —  i  de  la  fonction 

=  P-Q-h(P-f-Q)v/^. 

D'ailleurs  p  eiq  s'annulent  évidemment  avec  leurs  dérivées  jusqu'à 
Tordre  n  exclusivement,  quand  on  y  substitue  les  coordonnées  d'un 
point-racine  de  l'ordre  //;  d'où  il  suit  que  : 

En  un  jjoinl -racine  de  V ordre  n: 

1°  La  courbe  P  —  Q  a  n  tangentes  distinctes  dont  chacune  fait 

avec  celle  qui  la  suit  un  angle  égal  à  —  j 

1^  La  courbe  P  -h  Q  ^  aussi  n  tangentes  distinctes  qui  sont  les 
bissectrices  des  angles  formés  parles  tangentes  à  la  courbe  P  —  Q. 

\%.  Pour  construire  les  tangentes  à  nos  deux  nouvelles  courbes 
il  suffit  de  connaître  l'anj'le  qu'une  tangente  à  Tune  d'elles  fait  avec 
une  tangente  à  la  courbe  P. 

Soit  tang/2i  le  coefficient  angulaire  d'une  tangente  à  la  courbe 

P  —  Q  :  on  a  trouvé  plus  haut 

r/"P 

daf* 
(10)  tang//w  =  — 


d"  P     ' 


dx"-'  dy 
à  cause  de  la  symétrie  du  calcul,  on  aura  aussi 

r/"  p 

(14  )  tang/?s  —  — 


d"p 


dx^'^dy 


Mais 


d^p  _  d^  _  (£Q_   _  r/«P  d^V 

~daf*  ~  'djF'  ~  '(ûF  '"  doC"  "^  dx"'dx^ 

d"p      _      d"?  d"Q      _      d"?      ^  d" P . 

dx^-'dy  "^  dx"-'dy  ~  dx'"'  dy  ~  dx"-' dy  "^  dx"  ' 


donc 


r/"P  r/"P 

TZr"  "*" r/.r"-'  dr      —  (tansr/zw  +  T^      •  /  ttN 

tang/i s  = TTj-rT 7-pj  := '- —  tang  (  // w  —  7    ; 

7lx^'^dy~'dj^ 

d:où 

(i5)  «  _-  w  —  -  -. 

'  ^  n 
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De  là  résulte  que  si  Von  construit,  comme  au  /2*14,  les  tangentes 
aux  courbes  V  et  Q^  et  que  si  l'on  désigne,  respectivement  les  angles 
consécutifs  formés  par  ces  tangentes  par  les  nombres 

o,      I,     2,      o, . .  • , 

les  bissectrices  des  angles  de  rang  pair  seront  les  tangentes  à  la 
courbe  P  +  Q.  Les  bissectrices  des  angles  de  rang  impair  seront  les 
tangentes  à  la  courbe  P  —  Q. 


DÉMONSTRATION   d'UN  THÉORÈME   DE  M.    CAUCIIY. 

19.  Traçons  autour  d'un  point-racine  N,  de  l'ordre  «,  un  cercle 
assez  petit  pour  que  dans  son  intérieur  les  courbes  P,  Q,  P—  Q, 
P  -f-  Q  se  confondent  sensiblement  avec  leurs  tangentes,  et,  par 
suite,  ne  puissent  s'y  couper  mutuellement  ailleurs  qu'au  point  N. 
Un  point  mobile  M  tjui  parcourra  la  circonférence  dans  le  sens  direct 
de  rotation,  c'est-à-dire  on  alhint  des  or  positifs  aux /positifs,  devra 
rencontrer  in  fois  chacune  des  quatre  courbes,  et  toujours  dans 
l'ordre  suivant  : 

...,     P-0,    p,     P-fQ,    Q,    P-Q,    P,     .... 

Concevons  qu'à  chaque  position  du  point  mobile  on  substitue  ses 

P  P 

coordonnées  dans  le  rapport  ^-  De  la  courbe  P  —  Q,  où  r=:  est  posi- 

p 

tif  (17),  le  point  M  passe  sur  la  courbe  P,  où  rr  s'annule,  el  de  là  iramé- 

p 

dialement  sur  la  courbe  P  +  Q,  où  r-  est  négatif.  Donc  chaque  fois 

p 

que  le  point  M  traverse  la  courbe  P,  le  .rapport  t;  passe  du  positif 

au  négatif.  Ce  rapport  passe,  au  contraire,  du  négatif  au  positif  chaque 

fois  que  le  point  M  traverse  la  courbe  Q. 

Donc  lorsque  le  point  mobile  sera  revenu  à  sa  position  initiale 

après  avoir  rencontré  in  fois  la  courbe  P  et  a/2  fois  la  courbe  Q,  le 

P 
rapport  jz  aura  passé  in  fois  du  positif  au  négatif  en  s*évanouissant, 

et  2/2  fois  du  négatif  au  positif  en  devenant  infini. 

Si  au  lieu  d'un  cercle  ou  d'un  contour  convexe  on  trace  une  courbe 
fermée  très-petite,  qui  présente  des  sinuosités,  le  point  mobile 
pourra  traverser  plusieurs  fois  chaque  portion  de  la  courbe  P,  mais 
il  devra  la  traverser  une  fois  de  plus  dans  le  sens  direct  que  dans 
le  sens  rétrograde,  puisqu'il  dcit  revenir  à  sa  position  initiale.  Donc, 
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p 

pour  chaque  portion  de  la  courbe  P,  le  rapport  ^  passera  une  fois 

de  plu:^  du  positif  au  négatif  que  du  négatif  au  positif,  et  quand  le 
point  mobile  sera  revenu  au  point  do  départ,  ce  rapport  aura  passé 
en  s'évanouissant  %n  fuis  de  plus  du  positif  au  négatif  que  du  né- 
gatif au  positif.  Au  contraire,  ce  rapport  aura  passé  en  devenant 
infini  2/^  fois  de  plus  du  négatif  au  positif  que  du  po:*itif  au  négatif. 

Ainsi  se  trouve  démontré,  pour  un  cas  particulier,  un  théorème 
remarquable  dû  à  M.  Cauchy,  et  dont  voici  l'énoncé  : 

Le  nombre  des  points- racines  situes  dans  V intérieur  d'un  contour 
fermé ^  en  supposant  quil  ne  s'en  trouve  hucun  sur  ce  contour  niénic, 
est  égal  à  la  demi  différence  entre  le  nombre  des  variations  [*  \ 

P 
descendantes  et  celui  des  vanntiwis  ascendantes  du  rapport  j^  »  p'mr 

toute  rétendue  du  contour  supposé  parcouru  dans  le  sens  dinxt  de 
rotation, 

20.  Du  cas  particulier  que  nous  venons  d'examiner,  on  s'élève 
au  cas  générai  par  les  considérations  suivantes,  empruntées  à  un 
Mémoire  de  MM.  Sturm  et  Liouvi4ie  (Journal  de  Mathématiques, 
t.  I,  p.  278)-  : 

«  Soit  A  Texcès  du  nombre  des  variations  descendantes  sur  le 

p 

nombre  des  variations  ascendantes  du  rapport  -  »  pour  un  contour  qui 

renferme  f*  racines.  Il  faut  démontrer  que  l'on  d.  a—  -  A.  Or, 

»  1**  Le  théorème  est  évident  pour  un  contour  quelconque  ABC, 
lorsque  dans  l'intérieur  de  (  e  contour  et  sur  le  contour  même  on  n'a 
jamais  P  =  o;  alors,  en  effet,  les  deux  nombres  f*  et  A  sont  tous  les 

deux  nuls,  et  par  suite  Téquation  p  =  -  A  est  satisfaite. 

»  Elle  est  satisfaite  encore  lorsque  dans  l'intérieur  du  contour  ABC, 
et  sur  ce  contour  môme,  on  n'a  jamais  Q  =  o;  le  nombre  p  est  alors 

encore  égal  à  zéro,  et  je  vais  prouver  que  l'on  a  aussi  A  =  o.  En 

p 
effet  la  fraction  ?t)  quand  on  aura  fait  un  tour  entier  pour  revenir 

au  point  de  départ  A,  devra  se  retrouver  en  ce  point  affectée  du 
même  signe  que  d'abord  elle  possédait,  quand  le  mouvement  a  com- 
mencé :  donc  cette  fraction  doit  changer  de  signe  un  nombre  pair 


(*)  J'appelle  variation  ascendante  le  changement  de  signe  d'une  quan- 
tité qui  passe  du  négatif  ^n  positif  en  ^''évanouissant.  Une  variation  dcs-> 
cendante  est  le  contraire. 
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de  fois,  toujours  en  s'évanouissant,  puisque  son  numéralour  seul 
peut  devenir  nul,  et  en  passant  alternalivement  du  positif  au  né- 
gatif et  du  néij;atif  au  positif  :  donc  enfin  l'excès  A  du  nombre  de  fois 
où  elle  va  du  -f-  au  -—  sur  le  nombre  de  fois  où  elle  va  du  —  au  -h 
en  s'évanouissant,  est  égal  à  zéro;  ce  qu'il  fallait  prouver. 

»  a°  Quiind  le  théorème  de  M.  Caucliy  a  lieu  pour  deux  contours 
ABCA,  ACDA  qui  ont  une  partie  comn»une  AC,  il  a  lieu  é2;alement 

pour  le  contour   total   ABGDA  formé  par  leur  i-éunion.   En  ellet, 

p 

l'excès  A  du  nombre  de  fois  où  r^  s'évanouissant  passe  du  -|-  au  — 

sur  le  nombre  de  fois  où  celte  fraction  en  s'évanouissant  passe  du  — 
au  -f-  est  le  même,  soit  qu'on  parcoure  le  contour  total  ABC.DA, 
soit  qu'on  parcoure  successivement  les  deux  conlouis  ABCA,  ACDA, 
puisqu'à  chaque  passage  du  4-  au  —  ou  du  —  au  -h,  qui  a  lieu  quand 
on  va  sur  le  côté  AC  de  C  en  A,  répond  un  passage  inverse  du  — 
au  H-  ou  du  -f-  an  — ,  quand  on  va  sur  le  même  côlé  de  A  enC.  Or, 
en  supposant  que  le  nombre  des  racines  soit  égal  à  y.'  dans  le  con- 
tour ABCA,  et  à  p"  dans  le  contour  ACDA,  on  a  A  =  ap'  pour  le 
premier  de  ces  contours,  et  A  =  2/x''pour  le  second,  puisque  le 
théorème  de  M.  Cauohy  est  supposé  applicable  à  l'un  et  à  l'autre, 
d'après  ce  qu'on  vient  de  voir  :  il  résulte  de  là  que,  pour  le  contour 
total  ABCDA,  on  a  A  =  a  (  p' -h  p"  )  ;  donc  le  théorème  de  M.  Cauchy 
est  vrai  pour  le  contour  ABCDA  qui  renferme  p'-h  p*'  racines. 

»  Si  l'on  considère  un  nombre  quelconque  de  contours  juxtaposés, 
pour  chacun  desquels  ce  théorème  ait  lieu,  il  aura  lieu  également 
pour  le  contour  total  formé  par  la  réunion  de  ces  contours:  c'est  ce 
qu'on  verra  en  réunissant  ces  contours  successivement  deux  à  deux, 
comme  on  peut  le  faire  d'après  ce  qui  vient  d'être  démontré. 

»  3°  Étcmt  donné  un  contour  quelconque  ABC,  on  peut  toujours  le 
concevoir  divisé  :  I.  En  contours  convexes  iracés  autour  de  chaque 
racine  contenue  dans  1  intérieur  de  ABC,  assujettis  aux  conditions 
énoncées  n°  19;  II.  En  conlours  semblables  à  ceux  dont  ona  parlé  (i°), 
c'est-à-dire  pour  lesquels  on  n'a  jamais  à  la  fois  P  =  o,  Q  =  o.  Le 
théorème  de  M.  Cauchy  ayant  lieu  pour  les  diverses  parties  dans  les- 
quelles on  divise  le  contour  ABC,  aura  lieu  pour  ce  contour  même 
ABC,  don!  la  forme  est  arbitraire. 

»  Ce  théorème  est  donc  entièrement  démontré. 

»  Toutefois,  nous  excluons  formellement  le  cas  particulier  où,  pour 
quelque  point  de  la  courbe  ÀBC,  on  aurait  à  la  fois  P  =  o,  Q  =  o: 
ce  cas  particulier  ne  jouit  d  aucune  propriété  régulière,  et  ne  |khiI 
donner  lieu  à  aucun  théorème;  car,  dès  qu'on  l'admet,  l'excès  A  peut' 
varier  avec  la  forme  du  contour  sans  (|ue  le  nombre  p  varie;  de  sorte 
qu'il  n'existe  alors  entre  p  et  A  aucune  relation  constante.  » 


NOTE    IV.  37.5 

ASYBIPTOTES  DES  COURBES  P,  Q»  P  —  0,  P  "h  O1  DANS  LE  CAS  OU  P 
ET  Q  SONT  DES  FONCTIONS  ALGÉBRIQUES  ET  ENTIÈRES.  —  TilÉORÈMB 
SUR  LE  NOMBRE   DBS   RACINES  D'UNE   ÉQUATION   ALGÉBRIQUE. 

2i .  Soit  une  équation  algébrique  et  entière  de  degré  m, 

/•(3)  =  (A.4-B,v/:::7)s"  +  (A.4-By— )z"-+... 

si  nous  posons 

z  =:.  X -h/v^— I  =  r(cosw  -H  \'—  I sinw), 

•\  +  B„/^=  P,(cosa„  -h  v/^sinaj, 
nous  aurons 

=  p/''"[cos(a  4-  /''w)  -h  v^-  isin(a  4-  /ww)] 

4- p, '•'"-'jcos[x,  H- (/w  ~  I )  w]  4- v/~sin  [a, -h  (/?/ — 1)&)] j -h-.., 

d'où 

P  =  pr"*C0S (a  4-  mu. )  4-  0,  r"*"'  cos  [a,  4-  (  w  —  i)  wj 

4-pj/'"~*cos[a,  4-{/w  —  2)wJ-l-..., 
Q  z=  pr'"sin(a4-///o))  4- p,  /-"'"'sinfa,  4-  (/;/  —  i)  wj 
4-  pj  ^'"-'sin  [a,  4-  (  /;/  —  -2 )  w]  -I- 

Les  polynômes  P  et  Q  ainsi  définis,  nous  allons  chcrclitfr  l<\s 
asymptotes  des  courbes  données  par  les  éipiations  P  =  o,  Q  —  o. 

2â  Les  coeiBnenls  angulaires  des  asymptotes  d'une  courbe  al- 
gébrique de  degré  tu  s'obtiennent  on  égaliint  à  o  la  somme  d'S 
termes  de  son  équation  qui  sont  du  ///'^'"'*  de^^ré,  après  y  avoir  fait 
X  =  rcusw,  Y  =  rsinw. 

Or,  les  termes  du  ///'""degré  dans  les  polynômes  P  et  Q  proviennent 

évidemment  de  la  subslitutiun  de  x-\-f\^—  i  à  la  place  de  z  dans 

le  terme  (A,,  4-  B„ /—  i  )  z'"  de  l'équiition  f[z)  =  o.  Donc,  si  réser- 
vant w  pour  désigner  ran.ii;le  qu'une  asymptote  à  la  courbe  P  fait 
avec  l'axe  des  x,  on  appelle  v  l'angle  analogue  relatif  à  la  courbe  Q, 
on  obtiendra  w  et  u  en  posant 

p/*'"cos(a4- ///w)  =  o,     6r"'sin(a -j- ///v)  —  o, 
d'où  l'on  tire 

/«v  a.rlTT  «,77  ITT 

{i6)  w  = h^- 1 1     '-»= h/-—  —  w • 

^     '  m  m       1  m  m  m  'i  m 
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23.  Quand  l'équation  d'une  courbe  du  degré  m  est  telle,  qu'on 
puisse  faire  disparaître  les  termes  du  [m  —  i)^^'  degré  en  posant 
ic  =  x'-h jFp  j=y4-jj,  on  sait  que  toutes  les  asymptotes  de 
cette  courbe  passent  par  le  point  (j?,,  j,). 

Les  courbes  P  et  0  sont  dans  ce  cas.  

En  effet,  si  dans réquation/(z)  =  o  on  fait  z  =  z'-\-x^-\'y^^—\^ 
il  suffira,  pour  faire  disparaître  le  terme  en  z''""',  de  poser 

; —  I    A,  -4-  B,  v/~ 

•      "'^  m  A,  -H  B,  ^/_ , 

ou  bien,  séparément. 


_        I   A,A.4-B,B,       „___! 

•^1    ~  ...  A2       .       P2  '         Jl    — 


A.B.-A,B. 


m       A;  +  B5      '     ^'  m       AJ-f-Bï 

La  transformée  en  z'  n'ayant  pas  de  termes  du  (  w  ~  i )***"*  degré, 
les  polynômes  P,,  Q,,  analogues  à  P  et  à  Q,  que  Ton  déduit  de  cette 

transformée  en  posant  z'  =  x'  -h y  v^— i  ?  n'auront  pas  non  plus  de 
termes  de  ce  degré. 

Mais  il  e^  évident  que  P,  et  Q,  sont  ce  que  deviennent  P  et  Q 
quand  on  y  fait  x  =  x' -\- x^^  y  =  j'  -f  j^.  Ainsi,  les  polynômes  P 
et  Q  perdent  leurs  teimes  du  degré  m  —  i  par  ce  changement  de 
variables,  et,  par  suite,  toutes  les  asymptotes  des  courbes  P  et  0 
passent  par  le  point  (.r,,  j,  ). 

24.  Des  formules  (i6)  il  résulte  :  i°  que  les  deux  courbes  P  et  Q 
ont  chacune  m   asymptotes  distinctes;  a"  que  deux  asymptotes 

consécutives  de  l'une  d'elles  comprennent  un  angle  égal  à  — > 

dont  la  bissectrice  est  une  asymptote  de  l'autre  courbe  (*). 

La  construction  des  asymptotes  est  donc  la  môme  que  celle  des 
tangentes  en  un  point-racine  de  l'ordre  n. 

Les  équations  qui  donnent  tangw  et  tangu  n'ayant  que  des  ra- 
cines inégales,  les  asymptotes  ainsi  obtenues  sont  bien  réelles  et 
s'approchent  indéfiniment  des  courbes  P  et  Q,  tant  du  côté  de  l'in- 
fini positif  que  du  côté  de  l'infini  négatif. 

25.  Les  courbes  P  —  0,  P  -+-  Q  ont  aussi  chacune  m  asymptotes 
qui  passent  par  le  point  (j:,,  /,).  Leur  position  par  rapport  aux 
asymptotes  des  courbes  P  et  Q  est  la  même  que  celles  des  tan- 
gentes  n°  18.  Il  résulte  de  là  que  si. du  point  (.r,,  j,)  on  décrit 


C^)  Ces  propriétés  des  asymptotes  ont  été  remarquées  par  Gauss  et 
publiées  par  lui,  en  1799,  dans  une  thèse  intitulée  :  Demonslratio  nova 
CheoremaUsomncmJbnctioncm  algehraicum  rationaletn  intégrant  unius  varia-» 
bilis  in /ac  tort  s  reaies  primi  vel  secundi  gradus  resolvi  posse,  Helmstadii. 
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un  cercle  assez  grand  pour  que,  près  de  sa  circonférence,  les 
courbes  se  confondent  sensiblement  avec  leurs  asymptotes,  un 
point  mobile,  parcourant  ce  cercle  dans  le  sens  direct  de  rotation, 
rencontrera  %m  fois  chacune  des  quatre  courbes,  et  toujours  dans 
Tordre  suivant  : 

...,    P-Q,    P,    Ph-Q,    Q,    P-0,  ... 

Par  conséquent,  la  différence  entre  le  nombre  des  variations  dcs- 

p 

cendantes  et  celui  des  variatiojis  ascendantes  du  rapport  -rr  sera 

égale  puar  ce  contour  à  aw.  Le  nombre  des  points-racines  qu'il 
renferme  est  donc  égal  à  w,  et  comme  au  delà  les  courbes  ne 
peuvent  pas  se  couper,  on  en  conclut  que  toute  équation  algé- 
brique et  entière^  de  degré  m,  à  coefficients  queiconqucs,  admet 

m  racines  de  la  forme  a  4-  6  y/ —  i . 

PROPRIÉTÉS  DES  SURFACES  DONNÉES   PAR   LES  ÉQUATIOxNS 

3  =  P,      Z  =  Q. 

26.  Si  dans  Tintégrale  définie  (475) 


X 


m 


f(u)dO  =  :tnf(o), 


OÙ  u  tient  la  place  de  x  -\-xyJ—\  =  r  (cos0  4-/— isinô),  on  sup- 
pose/(//)  de  la  forme  *(«)  -h  T  {u)yj—i^  *  \iC)  et  ^  (  w)  étant  des 
fonctions  réelles  de  u,  on  aura  séparément  : 


J/»2W  /»2îr 

I        Pr/0  =  a7r<^(o),      /        Qr/0  =  a7rH'(o), 
o  «/o 

P  et  Q  ayant  toujours  la  même  signification,  mais  devant  être  con- 
sidérées comme  des  fonctions  réelles  de  rsinOet  de  rcosô. 
Voici  une  conséquence  remarquable  de  ces  formules  : 
Soit  V  le  volume  d'un  corps  compris  entre  la  surface  z  =  P,  le 
plan  xy  et  un  cylindre  droit  ayant  pour  axe  Taxe  des  z  et  r  pour 
rayon.  On  aura 

V=  /    /  rPr/rr/Ô  =  /     rr/0  /       P^/G  =  27r<î>(o)  /     rdr, 
J  J  Jo  Jo  Jo 

et  enfin 

V=7rr»<I>{o). 

Ainsi  le  volume  considéré  est  égal  à  celui  d*un  cylindre  ordinaire, 
de  même  base  et  ayant  pour  hauteur  ^  (o). 
En  appelant  U  un  volume  analogue,  dans  lequel  la  surface  z  —  Q 
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remplacerait  la  surface  z  =  P,  on  aurait  de  même 

U=7r/-*T(o). 

Dans  le  cas  où  la  fonction  f(u)  e^t  réelle,  ce  volume  est  con- 
stamment nul. 

REMARQUES. 

27.  Les  courbes  données  par  les  équations  P  =  o,  Q  =  o,  ne 
sont  pas  les  seules  qui  puissent  servir  à  représenter  par  leurs 
intersections  les  racines  de  l'équation  f{z)  =  o.  En  effet,  on  ne 
change  pas  les  racines  de  cette  équation  en  multipliant  son  premier 
membre  par  une  constante  réelle  ou  imaj^inaire.  Or,  le  premier 
membre  de  l'équation 

(a-^by/~i)f(z)-^o 


se  changera  pour  z  —  x  +  j  /^  ^^ 

et  les  courbes  données  par  les  équations 

P,  =  aV  —  bQ  =  o,     Q,  =  bV  ~{~  aQ  =  o 

se  couperont  aux  points-racines  de  la  proposée. 
Les  courbes  P,  et  Q,  jouissent  des  mêmes  propriétés  que  les 

courbes  P  et  Q,  et  si  l'on  ajoute  à  cette  remarque,  qu'en  chaque 

P  b 

point  de  la  courbe  P,  le  rapport  tt  QSi  égal  à  -?  on  aura  deux 

théorèmes,  qui  pourront  s'énoncer  d'une  manière  abrégée  comme 
il  suit  : 

P 

Le  rapport  jr  a  la  même  valeur  à  tous  les  sommets  d^tin  /yoly- 

gone  régulier  infi fument  petit  de  in  côtes,  dont  le  centre  est  un 
point-racine  de  V ordre  n, 

P 

Le  rapport  -r  a  la  même  valeur  à  tous  les  sommets  d'un  poly^ 

gone  régulier  infiniment  grand  de  i  m  côtés  dont  le  centre  est  le 
point  de  concours  des  asymptotes.  —  Le  dernier  théorème  n'a  lieu 
que  dans  le  cas  où  P  et  Q  sont  des  fonctions  algébriques  et  entières 
de  degré  m. 

28.  Tous  les  théorèmes  démontrés  dans  cette  Note  ne  s'appliquent 
qu'aux  fondions  que  M.  Liouville  appelle  bicri  déterminées^  c'est-à- 
dire  à  celles  qui  ne  prennent  qu'une  seule  valeur  pour  chaque  va- 
leur de  la  variable  z  =  x -\- y^—\^  et  qui  varient  d'une  manière 
continue  quand  le  point  (^,  /)  se  déplace  suivant  une  courbe  quel- 
conque. 
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NOTE  V. 

EXERCICES  8UI   LA   mÉCTIFICATION   DES  COURBES   PLANES, 

par  M.  E.  PnounET. 


Formule  pour  la  rectilication  des  arcs.  —  Approximation  des  arcs.    - 
Transrormation  «jles  arcs  de  courbe.  —  Courbes  recliGablcs. 


FORUULE   POUR   LA  RRCTIFICATION   DES  ARCS  DE  COURRE   PLANK. 

1.  Soient  AB  une  courbe  pbine,  0  un  point  pris  dans  son  plan, 
OP  une  perpendiculaire  à  la  tangente  mrnée  à  la  courbe  ABpar  un 
de  ses  (loints  M  :  La  normale  h  la  cnurbe,  lieu  des  points  P,  s^ob- 
tient  en  joignant  le  jmnt  P  au  milieu  de  la  droite  OM . 

2.  Si  Von  désigne  par  p  la  f}erpcndiculnire  OP  et  par  tù  l'angle 
(jue  cette  droite  fait  avec  un  a.ce  fixe,  on  aura 

(lui 

Cela  résulte  de  ce  que  PM  est  é.sale  à  la  sous-normale  de  la  po- 
daire  (c'est ainsi  qu'on  nomme  le  lieu  des  points  P),  quand  on  con- 
sidère/? et  w  comme  des  coordonnées  polaires. 

3.  Si  du  point  0  on  abaisse  une  perpendiculaire  OQ  sitr  la  nor- 
male CAJ  à  la  courbe  AB,  C  étant  le  centre  de  courbure,  on  aura 

(l(fi 

car  le  point  Q   appartient  à  la  podaire  do  la  développée  de   la 
(ourbe  AB. 

4.  Si  Von  Résigne  Varc  AB  par  s,  et  par  a  et  p  les  an<>lrs  t/ue  les 
normales  aux  points  A  et  ^  font  avec  un  axe  fxc,  on  aura 

En  effet,  p  étant  le  rayon  de  courbure,  on  a 

5 .  Quand  le  point  0  est  le  point  de  concours  des  normales  extrêmes 
et  plus  généralement  quand  les  extrémités  de  Va^c  AB  sout  égale- 
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ment  distantes  des  points  correspondants  de  la  podaire,  on  a 

(II.) 


«/a 


Conséquence  do  (a)  et  de  (4). 

6.  La  formule  [y]  ne  change  pas  quand  on  cliange  p  en 

p  -l-«cosw-|-^sinw. 

Analyliquement  cela  résulte  de  ce  que 

z=  flcosw  -h^sinw 

est  Tinlégrale  générale  de  Téquation 

d^z 
z-\-   ,-,  =  o, 

géométriquement  cette  transformation  revient  à  déplacer  le  point  0 
d'où  Ton  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  tangentes  à  la  courbo. 

APPROXIMATION   DES  ARCS  DB   COURBE. 

7.  Soient  AB  un  arc  convexe,  0  un  point  pris  dans  la  concavité 
de  cette  courbe,  vs  Sangle  des  normales  extrêmes,  en  désignant 
par  g,,  p,,  P21  '  "  y  Pin  ^^^  rayons  de  courbure  qui  font  avec  la  nor^ 

maie  au  point  k  les  angles  o,  — t  —  t        t**»^  on  aura 

°  in    'in    in 

ê 

AB  >  a  iPo_±P^dlP4J±JJLl±iP?-, 

n 

n 

si  d' ni  Heurs  -y~  est  négatif  pour  les  valeurs  de  w  comprises  entre 
o  et  u. 

Ces  deux  inégalités  résultent  de  ce  qne  1  p^/w  peut  être  consi- 
déré comme  l'aire  d'une  courbe  convexe  dont  p  et  w  seraient  les 
coordonnées  rectangulaires. 

8.  Si  0  est  le  point  de  concours  des  normales  extrêmes,  et  /?,, 
Pxt  Pif"  t  Pin  ^^^  perpendiculaires  abaissées  à:<r  '*;f  côtés  d'un  po^ 
Ijrgone  équiangle  circonscrit  à  la  courbe  AB,  on  aura 

AB  =  lim  cr  ^^-^-^ — '-^ — '-^ ?-i-^  pour/i  =  00  , 

n  ^ 

m 

AB  =  lim  g  ^"^/"^  "^-  •  '  •  + A»-t  pour/?  =  00. 
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9.  Soit  CD  une  droite  partfifrée  an  point  E  m  deux  sef^mrnts, 
CE  =  r/,  CD  =  b.  Si  l'on  partage  en  iin  parties  êgairs  la  demi- 
circonférence  décrite  sur  CD  comme  diamètre  et  que  l^on  désigne 
fmr  pg^Pi,  '"  1  P-ia  les  droites  menées  du  jyoint  E  aiix divers  points 
de  division,  te  périmètre  de  r ellipse  ayant  ia  etib  jyour  axes  sera 
■compris  entre  deux  circonférences  ayant  pour  rayons  :  la  première 

lA  +  /^•^*-/^-^^>>.-^-î/^„^ 

n 
et  la  seconde 

n 

Le  théorème  aurait  encore  lieu  si  le  point  E  était  pris  sur  le  pro- 
longement de  CD  et  que  l'on  eût  encore  EC  =  a,  ED  —  b. 

10.  La  moyenne  des  distances  d\in  point  pris  dans  le  plan  d\in 
cercle,  aux  sommets  dUin  polygone  régulier  d'une  infinité  de  côtés 
inscrits  dans  le  cercle,  est  égale  au  périmètre  d'une  ellipse  ayant 
pour  demi-axes  la  plus  grande  et  la  plus  courte  distance  du  point 
à  la  circonférence,  divisé  par  'itt.  —  Cas  ou  le  point  est  pris  sur  la 
circon  férence , 

Conséquence  de  (9). 

\\.  Le  périmètre  tCune  ellipse  ayant  pour  axes  ia  et  ib^a^  b, 
étant  désigné  par  E,  on  a 

E>-2ffà,  E<!l7rrt 


E>'27r ,  E<'27r^^ , 


p^       «-h^4-v/2«^4-a  .  *  „  ^       Ja^-Ji-b^+-\^'ia'^ï'ia''b''-^'iT^' 

4  '^ 

Conséquence  de  (9). 

TRANSFORMATION  DES  ARCS  DE  COURBE. 

12.  Si'AB  et  A'B'  sont  deux  droites  parallèles,  et«,  ^,  des  points 
pris  sur  les  droites  AA',  BB',  de  telle  sorte  que 

A/i  _   B/;  _  m 

k^"  Wb  ~  H' 
on  aura 

//AB±/wA'B' 


ab  = 


m  +  n 


On  prendra  le  signe  H-  si  les  droites  AB,  A'B'  sont  dirigées  dans 
le  môme  sens»  et  le  signe  —  dans  le  cas  contraire. 
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ment  distantes  des  points  correspondants  de  lapodaire,  on  a 

(II) 


«/a 


Conséquence  do  (2)  et  de  (4). 

6.  La  formule  ^X)  ne  cJiange  pas  quand  on  cfutnge  p  en 

p  -h«cosw-|-^sinw. 

Analytiquement  cela  résulte  de  ce  que 

z=  flcosw  4-^sin« 

est  Tintégrale  générale  de  Téquation 

d^z 
2;+    -,  =  o, 
atti 

géométriquement  cette  transformation  revient  à  déplacer  le  point  O 
d'où  l'on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  tangentes  à  la  courbe. 

APPROXIMATION   DES  ARCS   DB   COURBE. 

7.  Soient  AB  un  arc  convexe,  0  un  point  pris  dans  la  concavité 
de  cette  courbe,  xs  l'angle  des  normales  extrêmes,  en  désignant 
par  g^,  p, ,  Pa , . . . ,  Part  les  rayons  de  courbure  qui  font  avec  la  nor» 

maie  au  nomt  A  les  anmes  o,  — i  — î        i  •  •  •  >  o/î  aura 
'  °  2.n    'in    'in 

n 

n 

d^o 
si  d' m  Heurs  -j-^.  est  négatif  pour  les  valeurs  de  w  comprises  entre 
dxs 

o  et  u. 

Ces  deux  inégalités  résultent  de  ce  que  /  p^w  peul^  être  consi- 
déré comme  l'aire  d'une  courbe  convexe  dont  p  et  w  seraient  les 
coordonnées  rectangulaires. 

8.  Si  0  est  le  point  de  concours  des  normales  extrêmes,  et  p^, 
Piy  Pi^"  '  1  Pin  ^^^  perpendiculaires  abaissées  à:<r  '*;f  côtés  d'un  po^ 
Ijrgone  équiangle  circonscrit  à  la  courbe  AB,  on  aura 

AB  =  lim  cr  ^-^-^ — '-^ — '-^ î-^-35  pour/1  =  00  , 

m 

AB  =  lim  g  ^"^/"^  "^'  •  '  '  + A»M  pour/î=oo. 
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9.  Soit  CD  Une  droite  partagée  au  point  E  m  rieux  segments, 
CE  =  a,  CD  =  b.  Si  l'on  partage  en  un  parties  égales  la  demi' 
circonférence  décrite  sur  CD  comme  diamètre  et  (jue  ron  désigne 
par  p^^p^ , . .  •  »  Pin  ^^^  droites  menées  du  point  E  aitx  divers  points 
de  division,  le  périmètre  de  r ellipse  ayant  t. a  et  ib  pour  axes  sera 
-compris  entre  deux  circonférences  ayant  pour  rayons  :  la  première 

n 
et  la  seconde 

n 

Le  théorème  aurait  encore  lieu  si  le  point  E  était  pris  sur  le  pro- 
longement de  CD  et  que  l'on  eût  encore  EC  =  «r,  ED  =  b. 

iO.  La  moyenne  des  distances  dUin  point  pris  dans  le  plan  d*un 
cercle,  aux  sommets  d'un  prdygtmc  régulier  d'une  infinité  de  côtés 
'  inscrits  dans  le  cercle,  est  égale  au  périmètre  d'une  ellipse  ayant 
pf)ur  demi-axes  la  plus  grande  et  la  plus  courte  distance  du  point 
à  la  circonférence,  divisé  par  'lit,  —  Cas  où  le  point  est  pris  sur  la 
circonférence . 

Conséquence  de  (9). 

iï.  Le  périmètre  d'une  ellipse  ayant  pour  axes  ia  et  'ib,  a"^  b, 
étant  désigné  par  E,  on  a  . 

E>27rA,  E<27rflf 


E>27r ,  E<2Trll , 


'1. 


E.^       a-\-b'\-yl%a^^%^  „  ^       \ia^-\-b''-\->iyJ'ia'^\'ia'b''-^'i.Ti' 

4  -^ 

Conséquence  de  (9). 

TRANSFORMATION  DES  ARCS  DE  COURBE. 

i2.  Si*AB  et  A'B'  sont  deux  droites  parallèles,  et^,  ^,  des  points 
pris  sur  les  droites  AÂ',  BB',  de  telle  sorte  que 

ka  _   B/^  _  /// 

ITa"  Wb~  H' 
on  aura 

/7ABd=/;/A'B' 


ab  = 


m  -\-  n 


On  prendra  le  signe  4-  si  les  droites  AB,  A'B'  sont  dirigées  dans 
le  môme  sens,  et  le  signe  —  dans  le  cas  contraire. 
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13.  Si  plusieurs  poîf portes  ABCD. . . ,  A'B'C'D'. . . ,  A''B''C''D". . . , 
ont  leurs  côtés  respectivement  parallèles,  si  a  est  le  centre  de  gravité 
des  sommets  homologues  A,  A',  A", . . .;  b  celui  des  sommets  B,  B', 
B", . . . ,  et  ainsi  de  suite,  le  polygone  abcd. . .  aura  ses  côtés  paral- 
lèles à  ceux  des  premiers  polygones^  et  son  périmètre  sera  égal  h 
la  moyenne  arithmétifpie  des  périmètres  des  polygones  proposés. 

Se  démonirera  d'abord  pour  doux  polygones^  puis  pour  trois,  et 
ainsi  de  suile,  au  moyen  du  théorème  12. 

14.  Soient  C,  C,  C",...  plusieurs  courbes,  A,  A',  A*,...  des  points 
appartenant  respectivement  à  ces  courbes  et  tels,  que  les  tangentes 
en  ces  peints  soient  parallèles.  Suit/?  le  centre  de  gravité  des  points 
A,  A',  A", . . .  considérés  comme  des  points  matériels  de  poids 
égaux.  Si  les  points  A,  A',.  •  •  se  meuvent  sur  leurs  courbes  respec- 
tives en  remplissant  toujours  les  conditions  précédentes,  Carc  de 
courbe  décrit  par  le  point  a  sera  égal  à  la  moyenne  arithmétique 
des  arcs  décrits  par  les  points  A,  A', ... ,  en  prenant  avec  le  mém'e 
signe  les  arcs  décrits  dans  le  même  sens, 

15.  Étant  donné  un  arc  AB,  le  transformer  en  un  arc  d^espèce 
différente  et  de  même  longueur. 

Soient  OA  et  OB  les  normales  menées  aux  extrémités  de  l'arc  AB. 
Soit  A'B'  ce  que  devient  AB  quand  en  fait  tourner  la  figure  autour 
de  la  bissectrice  OC  de  l'angle  AOB.  En  appliquant  le  théorème  14, 
on  aura  une  courbe  ab  égale  à  la  demi-tomme  des  arcs  AB  et  A'B', 
et  par  conséquent  égale  à  chacun  de  ces  arcs. 

La  courbe  ab  est  symétrique  par  rapport  à  OC.  En  doublant  les 
dimensions  d'une  de  ses  moitiés  sans  changer  sa  forme,  on  aura  une 
courbe  a'c'  de  même  longueur  que  AB,  mais  dont  les  normales 
extrêmes  feront  un  angle  égal  à  la  moitié  de  l'angle  AOB. 

En  opérant  sur  a'c'  comme  sur  AB  et  répétant  indéfiniment  cette 
suite  d'opérations,  on  transformera  l'arc  primitif  en  arcs  de  même 
longueur  dont  les  normales  extrêmes  feront  un  angle  de  plus  en  plus 
pelit  et  qui,  par  con^équent,  difl'éreront  de  moins  en  moins  d'une 
ligne  droite. 

10.  Dans  la  transformation  précédente,  on  a  changé  un  arc  AB 
en  un  autre  arc  de  même  ouverture  ou  d'une  ouverture  moitié 
moindre,  c'est^à  dire  dans  lequel  les  normales  extrêmes  faisaient  le 
même  angle  ou  un  angle  moitié  moindre.  Soit  a  l'ouverture  d'un 
certain  arc  AB,  posons /?=/(&>)  :  on  a 

/•C7 

S  -r. 


Jo 
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On  aurait  encore 


cr 


'-f''[fi^^)-^f"(^^)]^^^' 


Soit/?,  =/,(«)  réqiialion  de  la  podaire  d'une  certaine  courbe  dont 
l'arc  serait  représenté  par  la  formule  précédente  :  on  doit  avoir 

La  fonction/,  est  donc  donnée  par  une  équation  différentielle  linéaire 
du  second  ordre,  en  général  difficile  à  intégrer. 

COURBES  RECTIFIABLES. 

17.  Tt'ouver  une  courbe  connaissant  sa  podaire. 

Si  p  =/(w)  est  l'équalion  de  la  podaire,  r  le  rayon  vecteur  de  la 
courbe  cherchée  et  0  l'angle  de  ce  rayon  vecteur  avec  l'axe  fixe 
auquel  la  podaire  est  rapportée,  il  faudra  éliminer  &>  entre  les  deux 
équritions 

U.ng(e-H=i^,     ^  =  ,.  +  g. 

18.  Si  l'on  prend  f[(ii]é^al  à  la  dérivée  d^une  certaine  fonction 
F(w),  V élimination  précédente  donnera  une  équation 

^(r,0):-o, 

(fui  représentera  une  âhurbc  rcclifinhle. 

19.  On  obtiendra  encore  une  courbe  rcctifiable  si  Von  trouve  une 
fonction  M  de  x  telle,  que  Von  puisse  trouver  i-n  tenues  finis  les 
intégrales 

//  suffira  de  poser 

En  prenant  M  de  la  forme  M  =  ax^\  pn  aura  une  courbe  algé- 
brique. Si  M  est  une  fraction  algébrique  rationnelle,  la  rectification 
de  la  courbe  dépendra  généralement  des  arcs  de  cercle  et  des  loga- 
rithmes. 
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NOTE  VI. 

8UR   LA   RÉDUCTION   DES   SOMMES   AUX    INTÉGRALES, 

par  M.  Prohhet. 


Formule  fondamentale.. —  Application  de  cette  formule  aux  fonctions  en- 
tières,—  aux  fonctions  fractionnaires, —  aux  fonctions  transcendantes. 
—  Théorèmes  à  démpnlrer. 


FORMULE  FONDAMENTALE. 

i.  Soient/(a;)  une  fonclion  quelconque  et //  un  nombre  entier  posi- 
tif. Proposons-nous  de  trouver  une  fonction  cp(/i)  telle,  que  l'on  ait 

(i)   tf{n)  =f{x)  4-/(^4-  h)  -hf{x-\-i/i)  +.  .H-/[*^ -+-(/?-!)//]. 

Posons 

(2)  ,j,(,,)=/'(x)4-Ax+/0-^/'{^ 4-2/1)4-. ..-f-/'[^-f-(/î--i)/*]. 

Il  en  résultera 

(3)  ^(n^i)-^(n)=f(x-^^nh), 

(4)  nn-\-i)-^{n)=f'(.v-^n/i), 

La  fonclion  «p  doit  satisfaire  à  l'équation  (3)  pour  des  valeurs  en- 
tières de  /?;  mais  il  est  clair  que  cette  condition  sera  remplie  à  plus 
forte  raison,  si  l'on  obtient  une  fonction  cp  telle,  que  l'équation  (3) 
soit  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  que  l'on  mettrait  à  la  place  de /i. 
Alors  l'équation  (3)  est  identique.  On  pourra  donc  prendre  les  déri- 
vées des  deux  membres  par  rap[)ort  à  /?,  et  Ton  aura 

(5)  ^'^ri^^i)^r^'(n)  =  /if{a:-^nh), 

et,  en  comparant  avec  l'équation  (4)) 

(G)  ^'{n  4-  i)  -  ^'(n)  =  /i^{n-\-i)  -  //^(/î). 

Si  maintenant  nous  changeons  successivement  nenn-\-i,n-[-2,,,.f 
n  4-  ^',  nous  aurons,  en  ajoutant  les  résultais, 

^'[n  4-  /•)  -  y\n)  =  /r}(«4-  X)  -  /^(/i), 
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OU  bien 

(7)  ?'(/»)- A  ^î^(/l)  =  (p'(/H-/•)-/l^K 714- ^). 

Le  premier  membre  de  cotte  égalité  est  indépendant  de  A-;  donc  il 
doit  en  être  de  même  du  second  :  mais  ce  dernier  est  une  fonction 
de  /z  +  ^1  et  il  ne  peut  pas  ôtre  indépendant  de  h  sans  l'être  de  n. 
Donc  régalité  (7)  sera  satisfaite  si  Ton  pose 

(8)  ^*[n)^h^[n)=c, 

c  désignant  une  constante,  c'est-à-dire  un  nombre  indépendant  de  n. 
En  désignant  y(/î)  par  S/(j:)  et  rp(/i)  par  S/'(j:),  on  aura 

^S/(x)  =  /iS/'(:r)  +  r, 
et  en  intégrant-, 
(I)  Sf{x)  =  hJsf(x)dn-\-cn, 

formule  qui  fait  dépendre  la  somma'ion  do  la  fonction /(x)  de  la 
sommation  de  sa  dérivée.  On  n'ajoute  pas  de  nouvelle  constante  y 
parce  que  Sf(jo)  doit  être  nulle  pour  /i  =  o. 

APPLICATION  AUX  FONCTIONS  ENTIÈr  ::S. 

2.  Supposons  que /(x)  soit  une  fonction  entière  du  degré  ///; 
alors /""(x)  est  une  constante  A,  et  Ton  a  tout  d'abord 

d'où  Ton  tire  successivement,  en  appliquant  la  formule  (I), 

•^  ^      '  1.2  I 

•^  ^  1.2.3  1.2  I 


1.2.3.4         1.2.3  1.2  1 


} 


et  enGn 


i.a.3..  .///(w4-i)       1.2.3.../// 

,       B./r-'/>"-  ,  K-,f">'  I  K" 

I  .2.3.  .  .(/72  —  1)  1.2  1 

B,j  B„. . .,  B„  sont  des  constantes  dont  les  valeurs  se  détermineront 
successivement,  à  chaque  intégration ,  en  faisant  /?  =  i. 

Stcrm.  —  ^n.f  II.  25 
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3.  On  trouvera  très-facilement  par  ce  moyen  les  sommes  des  puis- 
sances des  n  premiers  nombres.  En  désignant  ces  sommes  par  S, , 
S, ,  Sj , . . . ,  on  aura ,  en  général , 


dn  -\-  en  ; 


(II) 

s„ 

—  m 

t/o 

on  a  d'abord 

S,  =  /», 

et  en  intégrant, 

s. 

=• h  en. 

2 

Pour  déterminer  c,  on  fera  n  =  i,  ce  qui  réduit  le  premier  membru 
à  I  :  on  aura  donc  i  =  ~  -\-c,  d'où  c  =  - ,  et 

2  2 

'  2  2 

On  aura  de  la  même  manière 

S'=T.+  T  +  "''  =  y  +  T  '"6' 

et  ainsi  de  suite. 

On  voit  que  la  formule  (II)  présente  un  grand  avantage  sur  la  for- 
mule du  n°  743  qui  fait  dépendre  chaque  somme  de  toutes  les  sommeâ 
d'nn  indice  moindre.  En  parlant  de  la  valeur  de  S4,  donnée  au  nu- 
méro cité ,  on  trouvera  facilement 


s. 

6 

H- 

2 

-h 

5n* 
12 

.a' 

s. 

1 

+ 

2 

-h 

n' 
2 

6  ^4a 

) 

s, 

8 

4- 

2 

-h 

12 

24 

11 

> 

s. 

n' 
9 

+ 

/2« 
2 

-h 

7.n'' 
3 

i5 

in 
9 

s 

/? 

30' 

s. 

= 

10 

-h 

2 

-+- 

3/2» 

4 

10 

/ï< 
2 

—  . 

3«' 

î 

20 

s,. 

— 

II 

-h 

2 

1 

5/2» 

6 

—  /î'  +  /?' 

) 

n* 
2 

5/î 
66' 

Q 

— 

1% 

-h 

2 

+ 

1 1/2' 

"           11/2» 

8 

-1- 

\\n^       1 1  /î' 
6             8 

+ 

5/i' 

^11 

12 

12 

APPUCATION  AUX  FONCTTIONS  FRACTIONNAIRES. 

4.  Posons 

.    f(a:).^—±-—,      d'où     /'(x)=    --2il±i-,- 

On  a  trouvé  (741) 
On  aura  donc 


De  là  résulte 


(;j^  =  S/'(x)  +  c. 


Pour  déterminer  la  constante,  faisons  /?  =  i  :  le  premier  membre  se 

réduit  à  7  et  Sf'{jc)  à  —  7;  donc  c  =  i,  et,  par  suite, 
4  4 

I        _  3  5  ft/i  -i- 1 


ou  bien 

3  5  2/2  -}-I       _  I 

APPLICATION  AUX  FONCTIONS  TRANSCENDANTES. 

5.  Soient 

f(.v)  =  e', 

/  =  S/(  j:  )  =  I  +  ^  +  ^' +  ^  H- . . . -h  e  -  »  ; 
la  formule  (I)  donnera,  en  remarquant  que/'{vc)  ==  e*  =^-, 


dr 


} 


équation  dont  Tintégrale  est 


25. 
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Les  constantes  se  déterminent  en  faisant  /i  =  o,  /i  =  i ,  ce  qui  donne 


o  =  c'  —  c , 

i  =  c'e  —  c; 


d'où  Ton  tire  c  =  c'=  ■  _■>  et,  par  conséquent, 


I -h  ^  4- e' -+-...-+- <?"'•  = 


e"  —  i 


j 


formule  connue. 

6.  Gomme  dernière  application ,  nous  altons  faire  voir  comment 
on  peut,  par  le  moyen  de  la  formule  (I),  ramener  à  une  question 
de  calcul  intégral  ordinaire  la  sommation  d'une  classe  très-étendue 
de  fonctions  transcendantes. 

1°  Soient 

X  =  Sue"',    Xt  —  Su'e"^, 

u'  étant  la  dérivée  de  u,  La  formule  (1)  donne  immédiatement 

dy 

équation  différentielle  du  premier  ordre  qui  ramène  Swe^à  Stt'e**. 
Si  donc  u  est  une  fonction  algébrique  et  entière  de  x,  alors  /  dé- 
pendra, en  dernière  analyse,  d'une  équation  de  la  forme 

dz 

^  =  az  +  c, 

qui  s'intègre  immédiatement. 

2**  Soient 

jr  =  Su'sinùxj     z  —  Su  cosbx^ 

y^  =  Su'smbxj     z,  =  Su'cosbx; 
on  aura,  en  différentiant  deux  fois  de  suite, 

dy      , 

d*y 

Cette  seconde  équation,  linéaire  et  du  second  ordre,  ramène  donc 
Susinbx  à  Su'sinbx  et  à  Stt'cos^^:.  On  pourra  donc  trouver 
Su  sin^x,  par  une  suite  de  semblables  réductions,  quand  u  sera  une 
fonction  de  x  algébrique  et  entière. 


•■ 
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3*  Soient 

y  =  ^uff'  sin^x,     z  =  Suef"  cosbx, 

^j  =  S  u'e"*  sin  bx,     z,  =  S  u'e^'  cosbx\ 
on  aura 

^=y^-^b[z,-\-bjr-{^uz-+-c,)-^a-£, 

réliminalion  de  z  entre  ces  deux  équations  donnera  une  équation  du 
second  ordre  et  fera  dépendre^  de  j,  et  de  z^,  Il  sera  donc  possible 
d'obtenir  les  intégrales  demandées  quand  u  sera  une  fonction  algé- 
brique  et  entière. 

Si  maintenant  on  se  rappelle  que  les  puissances  de  sin^o:  et  do 
cos^x  peuvent  s'exprimer  en  sommes  de  sinus  ou  de  cosinus  des 
multiples  de  bx,  on  conclura  des  trois  cas  que  nous  vencns  d'exa- 
miner la  possibilité  d'obtenir 

S/(a:,  sin^jc,  cos^o:,  e**), 

lorsque  la  fonction /sera  algébrique  et  entière. 

THÉORÈMES  A  DEMONTRER. 

7.  Si  m  est  un  nombre  impair,  on  aura 

S„  =  «'(«  +  ')'?['»(«  +  i)], 
If  désignant  une  fonction  entière. 

8.  Si  m  est  un  nombre  pair,  on  aura 

S„  =  /i(/H-i)(t»/H-i)?[/i(/i-4-i)], 
■ç  désignant  une  fonction  entière, 

9.  Soient  s^  la  somme  des  m**"*'  puissances  des  nombres  entiers 
premiers  à  l'entier  n  et  inférieurs  à  ce  nombre ,  c  la  constante  qui 
entre  dans  la  jormule  (II),  P(/)  l'expression 

(,_a')(i-Z^). ..{!-/'), 

jHf  bj. .,,  l  étant  les  facteurs  premiers  de  n;  on  aura 


—  ni  I     -y,»-!^"  -f-  cP  (/î  —  1)  X  n. 


On  conclut  de  là  que ,  pour  obtenir  s^ ,  il  sufQl  de  multiplier  les 
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termes  du  développement  de  S„ ,  ordonné  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  de w, respectivement  parP(  — i),  P(o),  P(i),....  On 
a  ainsi,  en  observant  que  P(o)  =  o, 

5.=  nP(-i), 
*,  =  ^P(-i), 

*,  =  yP(-i)+JP(i), 

•^3  =  jP(-')  +  ^P(i), 

et  aînsî  de  suite.  (J^oir  pour  cette  dernière  question  un  article  de 
M.  Thacker  dans  le  Journal  de  Crelie,  ti  XL,  ou  les  nouvelles 
Annales  de  Matliématiqiœs,  i"  série,  t.  X,  p.  3a4.) 


TABLE 

DES  DÉFINITIONS,   DES   PROPOSITIONS  ET   DES 

FORMULES   PRINCIPALES 

COHmCBS 

DANS  LE  SECOND  VOLUME  DU  COURS  D*ANAl.YSE. 


TRENTE-SEPTIEME  LEÇON. 

DIFFÉRENTIATION    BT   INTÉGRATION  SOUS    LE  SIGNE.    —    DÉTERMI- 
NATION  DES   INTÉGRALES    DÉFINIES. 

448  à  450.   DIFFÉRENTIATION   D*UNB   INTEGRALE  DÉFINIE  PAR  RAP- 
PORT A  SES  LIMITES. 


11=  I  f(x)  (Ix, 


451   et  452.    Diffbrentiation   d'une   intégrale   définie   par 

RAPPORT  A  UN   PARAMÈTRE  VARIABLE. 


U==  j    f[x,t)dx, 
Ja 


Suivant  que  les  limites  a  çxh  sont  indépendantes  de  /,  ou  dépen- 
dent de  /,  on  a 


dt 
ou 


dx. 


du=-f(n,l)da-i-f(b,t)db^dif   "^dx. 
453.  Interprétation  géométrique. 

4^4.    DiFFÉRENTIATION    D*UNE    intégrale   indéfinie   par   RAPPORT 
A  UN   PARAMÈTRE  VARIABLE. 
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455  et  456.  Intégration  sous  le  signe. 


dx  \    f[x,x]dy^  \     dy  l    f(x,x)dx. 
'a         Je  vo         Ja 


b 
J. 


457  et  458.  Détermination  de  l'intégrale    /    mi^xdx. 

s\u'*xdx. 


t/o 


Soit  n  pair  :  nous  aurons 


TT     i     3     5  /?  —  I 

"2246  n     ' 

246  n 


357  «4-1 
469.  Formule  de  Wallis.  ^   \ 

TT      2    2   4    4  6  1 

2       13    3    5  5 


« 


TRENTE-HUITIEME  LEÇON. 

SUITE   DE   LA   DÉTERMINATION    DES   INTÉGRALES   DÉFINIES. 

460.  Intégrales  eulériennes  de  seconde  espèce.  —  On  donne 
le  nom  6!intégrale  eulérienne  de  seconde  espèce  à  l'intégrale  définie 

XQO 
x^'-^e'-'dx. 

On  doit  supposer  n  positif. 

461.  On  a 

r(/n-i)  =  ,ir(/i).  . 

462.  Pour  n  entier  et  positif  i 

r(/î)  =  1.2.3...  (/?  — i).  •-! 

463.  On  a 
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464  à  466.  Intégrales  qui  se  déduisent  d*unb  intégealb  co!«fNUB 

t»AR  LA   DIFFÉEENTIATION  SOUS  LE  SIGNE. 

467.  Lntégbales  déduites  d'autres  intégrales  au  moyen  DE 
l'intégration  sous  le  signe. 

Je  *  €~^  —  f"  I     a^  -+-  b^ 

'      cos^j:rfr  =  - 1 -=—— n* 


468. 


i 


ax  =  1-. 


o  ^  c 


469. 


/      sin^xi^r  =  arctang^  — arctangr- 


470.  On  a 


X 


dx  =  -î 

X  a 


f>oarvu  que  b  soit  >  o.  Si  l'on  avait  6  <o,  le  second  membre 
serait • 

471.  Emploi  de  considérations  géométriques  pour  la  déter* 
mination  de  certaines  intégrales  définies. 

O  ^ 

472. 

^X I      f(^tX)tf^=l        I    f(rcosB,r&mB)rdBdr. 
0  Jo  «/o      «/o 

473. 

er*  dx  =  y/^r. 

-  00 

474.  Si/(j:)  =/(— x),  on  aura 

f[x)dx  =  1  l      f[x)dx. 

'  OO  »/0 

Si/(— x)  =  —f[x),  on  aura 


Xoo 
/(x)  r/j:=  o. 
-  ao 
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475. 


-00 

476.  Emploi  des  imaginaires. 


En  posant  a  =  ay/— i, 


477.  Lytégrale  obtenue  a  l'aide  dvve  équation  diffébbn- 

TIELLE. 

Je~'  C0S7,(xxcIx  =  -e~*  i/tt. 
0  a 


TRENTE-NEUVIÈME  LEÇON. 

suite   des    intégrales    DÉFINIES.    —    INTÉGRALES    EULÉRIENNES. 

478.  Méthode  de  Cauchy.  —  Formule  fondamentale.  —  Soient 
z  une  variable  imaginaire,  rson  module  et  p  son  argument,  en  sorte 
qu'on  ait 

z  =  r  (cosp  -+-  v/—  I  sin^)  =  re''^-* . 

Soit/(z)  une  fonction  de  z  qui  reste  Bnie  et  continue^  ainsi  que  sa 
dérivée,  pour  toute  valeur  de  z  dont  le  module  r  est  inférieur  à  une 
certaine  limite  R.  Supposons,  en  outre,  qu'en  laissant  le  module 
constant  et  en  faisant  croître  Tanglc  p  d'une  manière  continué  depuis 
une  valeur  quelconque  a  jusqu'à  la  valeur  a  H-  27r,  la  fonction  re- 
prenne, pour  ^  =  a  -h  2Tr,  la  valeur  qu'elle  avait  pour/?  =  a. 
On  a  la  formule 

pour  tout  module  r  moindre  que  R. 

J<»  a  H-  37r 
f[z)dp  est  indépendante  du   mo- 

dule  r. 


480. 


BES    MATIÈRES.  SqÎ 


(U)  f{o}=^£''y(reP^^)dp. 

48i. 

(111)  f(^)  =  ^j^*"^"'f(^-t-/^'''^-)r//>. 

482  à  485.  Applications  des  formules  PRÉcÉDSNrBs. 

486  et  487.  Dâveloppement  des  fonctions.  —  Une  fonction  F  (x) 
(Tune  variable  x,  réelle  ou  imaginaire,  peut  être  (léwflopfjee  en 
série  convergente  suivant  les  puissances  entirres  et  positives  de  x, 
tant  que  le  module  de  x  est  moindre  que  celui  jxyur  lequel  la  fonc- 
tion ou  sa  dérivée  première  devient  infinie  ou  discontinue. 


488.  Des  intégrales  eulériennes.  —  Définition.  —  Propriétés 
DE  i/iNTÉGRALE  DE  PREMIÈRE  ESPÈCE.  —  On  nommo  intégrale  eulé- 
rienne  de  première  espèce  et  Ton  représente  par  B(/?,  ^jrintégrale 

I 

jf-'{i —  xY'^dx, 


£ 


dans  laquelle  peiq  désignent  des  nombres  positifs.  L'intégrale  pré- 
cédente aurait  une  valeur  infinie  8\  p  ou  q  était  négatif. 

489.  L'intégrale  de  première  espèce  peut  se  mettre  sous  Tune  des 
deux  formes 

r*  rK-^f      a  r^in»"- ' e cos*«-'  Bdê. 


490. 
491. 


B(/^-hi,7)=-J^B(/;,7), 

B(/>,74-i)=-£-B(/7,7). 

p-t-q 

492.  Rblations  bntrr  les  intégrales  de  première  et  de  se- 
conde ESPÈCE. 

493. 


£ 


a 


uP- 


_.  r(/?)r(^) 


•  (a  —  «)»-'  du  =  a"*^-'  -r    '    ^^/« 
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49  i  et  495.  Intégrales  multiples  qui  s*bxpbiiibnt  a  l'aide  des 

FONCTIONS  r. 

496  et  497.  Applications  a  la  recherche  des  volumes  et  des 

CENTRES  DE  GRAVITÉ. 


QUARANTIÈME  LEÇON. 

intégration  des  différentielles  totales  et  des  équations 

différentielles. 

498.  Condition  d'intégrabilité  des  fonctions  de  deux  va- 
riables» —  Intégrer  une  expression  différentielle  de  la  forme 
Udx-h  ^dfj  c'est  chercher  une  fonction  de  ^,  jr,  dont  cette  expres- 
sion soit  la  différentielle  totale. 

Si  Ton  désigne  par  Udx  -f-  NaT^ la  différentielle  totale  d'une  fonc- 
tion M,  on  aura 

dU      r/N 

■      "*"*  ^——  » 

djr        dx 

L'expi^ssion  M/ilr-f-Nc^r  ne  pourra  être  intégrée  si  celte  relation 
n*a  pas  lieu. 

499.  Si  cette  condition  est  remplie,  on  aura,  en  posant  p  =S^dx, 

500.  Extension  au  cas  de  plusieurs  variables.  —  Soit 

Mr/x-+-Nc{r4-P«fe  =  du  : 

on  aura 

d^L^d^      m^dV      dl^^d^ 
djr  ~~  dx^      dz  ""  dx        dz  "^  dy^ 

conditions  nécessaires  pour  que  la  formule  proposée  soit  intégrable. 

501.  Réciproquement,  si  ces  conditions  sont  remplies,  la  formule 
proposée  est  inlégrable. 

En  posant  v  =  fUdx^  et  <p  étant  une  fonction  de  /  et  de  z  telle, 
que  •  ^ 

jnaura 
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502.  En  général  — est  le  nombre  des  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  pour  l'intégrabilité  d'une  formule,  n  étant  le 
nombre  des  variables. 

503.  Équations  différentielles.  —  Définitions.  —  On  nomme 
équation  différentielle  du  i&"*  ordre  une  relation  entre  une  variable, 
une  fonction  de  cette  variable  et  les  dérivées  ou  différentielles  de 
divers  ordres  de  cette  fonction  jusqu'au  /i^^^  ordre  inclusivement. 

504  et  505.  Intégration  des  équations  du  premier  ordre.  — 
SÉPARATION  des  VARIABLES.  —  L'Intégration  s'eîfectue  immédiate- 
ment quand  il  est  possible  de  mettre  l'équation  sous  la  forme 

on  aura 

J^[x)dx=J^r)dx+Q.. 

506  et  507.  Équations  hosiogènes.  —  L'équation 

M.dx-{-^djr=  G 

est^î/wog'^/î^quandMetN  sont  des  fonctions  homogènes  et  du  même 
degré  des  variables  x  et/.  On  a,  dans  ce  cas,  m  étant  le  degré  de 
l'homogénéité, 

L'intégrale  est 

508  à  510.  Équations  que  l'on  peut  rendre  homogènes. 


QUARANTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 

SUITE   DE   l'intégration   DES   ÉQUATIONS   DU   PREMIER  ORDRE 

511  et  512.  Équations  linéaires. 
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513  et  514.  Équations  qui  se  RAMÈNEfrr  aux  équations  LiNiAiRES. 

Si  Ton  pose  ^__     =  z,  on  aura  l'équation  linéaire 

dz      ,         V  «.       ^ 

CI 

515.  On  peut  obtenir  Tintégrale  générale  de  l'équation 

quand  on  en  connaît  une  intégrale  particulière. 

516.  Problème  de  de  Beaune.  —  Trouver  une  courbe  telle,  que 
la  sous-tan gehte  soit  à  P ordonnée  comme  une  ligne  constante  est  à 
la  différence  entre  l'ordonnée  et  V abscisse. 

L'équation  dififérentielle  de  la  courbe  est 

dx  a  ' 

On  trouve  pour  son  intégrale 

X 

517  et  518.  Problème  des  trajectoires.  —  Trouver  une  courbe 
qui  coupe  sous  un  angle  donné  toutes  les  courbes  renjermées  dans 
V  équation 

a  étant  un  paramètre  variable, 

\dx        dx  dx  /       dx        dy  dx 

L'élimination  de  a  entre  les  équations  (1)  et  (2)  donnera  l'équation 
différentielle  du  lieu. 

519.  Quand  Tangle  donné  est  droit,  les  trajectoires  sont  dites 
orthogonales,  et  l'équation  différentielle  résulte  de  l'élimination  de  a 
entre  les  deux  équations 


des  matieres.  899 

520.  Équation  du  premikh  ordre  et  d'un  degré  quelconque. 
—  Cas  ou  l'équation  ne  contient  pas  explicitement  x  et  y\  — 


Soit,  en  posant  -j-  —  p^ 


F(^,r»/')  =  o. 


S'il  est  possible  de  résoudre  cette  équation  par  rapport  à  -^  *  on 

aura  une  ou  plusieurs  équations  du  premier  degré  que  Ton  tâchera 
d'intégrer. 

52i.  Si  réquation  se  réduit  à 

Y(p)  =  o, 
on  aura 


F 


f^^)  -  »■ 


522  à  524.  Équations  qui  ne  renferment  pas  l*une  des  va- 
riables. 

525  et  526.  Cas  ou  l'équation  peut  être  résolue  par  rapport 
A  l'une  des  variablks.  —  Si  réquation  contient  x,  jr  et  p^  et 
qu'elle  puisse  se  résoudre  par  rapport  à  l'une  des  variables,/  par 
exemple,  en  sorte  que  l'on  ait 

on  aura 

.  ,         df  ,     ,    df  . 

dx   ou    ;'^^=  ^^•^-+-;^^/^• 
Si  Pon  peut  intégrer  cette  équation,  la  relation  cherchée  s'obtiendra 
en  éliminant />  entre  l'équation  intégrale  et  l'équation  r  =  J\xjp). 

527  à  529.  L'équation 

X=px'hff(p) 

peut  être  satisfaite  :  i""  par 

r=Cx+f(C); 

a^  en  éliminant  p  entre 

^H-f'(/>)  =  o    et   jrz=px-\-(f{p). 


4<>0  TABLE    AJffÂLTTIQinK 

QUARANTE-DEUXIÈME  LEÇON. 

SCITB     DES     ÉQUATIOHS     DU     PKBMIEft     OrDKB. 

530.  Toute  éqcatio!!  DiPPéRBmBLLB  do  premieb  obdbb  admet 

UNE  I!rrÉGBALE. 

531.  Il  existe  un  facteub  pboprb  a  rendre  différentielle 

EXACTE  le  premier  MEMBRE  o'UNE  ÉQUATION  DU  PREMIER  ORDRE.  ~ 

Quand  on  saura  trouver  ce  facteur  p  et  l'intégrale  u  de  la  difTéren- 
tielle  totale  p(M^-i-N^),  a  =  C  sera  Tintégrale  de  Féquatioc 
M^4-Nr(r=o. 

532.  n  existe  une  infinité  de  facteurs  propres  à  rendre  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  'iHdx + N</>^  =  o  une  différentielle  exacte, 

533.  Tout  facteur  V  propre  à  rendre  VLdx  -{-l^dy  une  différen- 
tielle exacte  est  de  la  forme  P<p(//). 

535.  Si  deux  facteurs  y  et  v  rendent  différentielle  exacte  Pcx- 
pression  VLdx  -f-  ^dy,  leur  rapport  égalé  à  une  constante  sera  Pin- 
tégrale  de  l'équation 

^dx-\-^df  —  o. 

536.  DÉTERMINATION  DU  FACTEUR  P. 

537.  L'emploi  du  facteur  v  redonne  les  mélhodes  précédemment 
exposées  :  ainsi  la  séparation  des  variables  dans  l'équation 

XYr/:r-f-X,Y,r(r=o, 

où  X  et  X,  désignent  des  fonctions  de  x^  et  Y,  Y,  des  fonctions 

do  j,  revient  à  multiplier  l'équation  proposée  par  le  facteur  ^v"' 

La  transformation  employée  dans  l'intégration  de  l'équation  homo* 
gène  revient  à  multiplier  le  premier  membre  par 


V  = 


Ma:  +  Nj^ 


Si  le  premier  membre  de  l'équation  homogène  est  déjà  une  diffé- 
rentielle exacte,  l'intégrale  sera 

Mo;  -+-  N/  =  c» 
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QUARANTE-TROISIÈME  LEÇON. 

SOLUTIONS   SINGULIÈRES   DES   ÉQUATIONS    A    DEUX    VARIABLES. 

53S  à  540.  Comment  les  solutions  singulières  des  équations 

A  DEUX  variables  SE  DÉDUISENT  DE  L*INTÉGRALE  GÉNÉRALE. 

541 .  Solutions  singulières  déduites  du  facteur  qui  rend  inté- 

GRABLE  LE  PREMIER  MEMBRE  DE  l'ÉQUATION.  —  L'équalion 

P  =  oo 

contient  toutes  ces  solutions. 
542  à  546.  Exemples  de  solutions  singulières. 

547.  Trouver  une  courbe  telle,  que  la  portion  de  la  tangente  TS 
comprise  entre  les  deux  axes  soit  égale  à  une  longueur  constante  a. 

Cette  courbe  est  Tépicycloïde  obtenue  en  faisant  rouler  un  cercle 
dans  un  autre  cercle  de  rayon  quadruple. 

548.  La  solution  singulière  représente  l'enveloppe  des  courbes 
données  par  l'intégrale  générale. 


QUARANTE-QUATRIÈME  LEÇON. 

équations  différentielles  d^un  ordre  quelconque. 

549  et  550.  Toute  équation  différentielle  AnMET  une  inté- 
grale. 

551.  Toute  équation 

FE-^,  JTi  ^,  r',...,c('"-')]  =  o, 

qid  satisfait  à  Inéquation  différentielle  donnée  et  qui  renferme  m 

constantes  arbitraires  au  moyen  desquelles  il  soit  possible  de  donner, 

dy 
pour  X  =  Uy  des  valeurs  arbitraires  A,  ^', . . . ,  ^t"*"*)  « /,  -y-  j  •  •  •  t 

.       ,  )  est  identique  à  ^intégrale  générale, 
552  à  554.  Conditions  que  doit  remplir  une  fonction  pour 

ÊTRE   l'intégrale  d'uNE  ÉQUATION  DU  /7i''""  ORDRE. 

555  et  556.  Intégrales  des  divers  ordres  d'une  équation  dif- 
férentielle. —  Une  équation  différentielle  de  l'ordre  m  a  pour 
intégrale  une  équation  de  la  forme 

¥lx,x,c,c',c%..,,c^'^')]^o, 
Sturm.  —  Jn.^  IL  26 
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En  éliminant,  tour  à  tour,  chacune  des  m  constantes  r,  r',«.., 
f («-Oj  on  obtient  m  équations  différentielles  du  premier  ordre  dont 
cliacune  contient  seulement  m  —  i  constantes.  Ces  équations  sont 
dites  des  intégrales  de  r ordre  m  -—i. 

En  éliminant  successivement  deux  des  m  constantes  on  aura 

— -'  équations  différentielles  du  deuxième  ordre  contenant 

chacune  m  —  i  constantes,  et  qu'on  nomme  intégrales  de  Vordre 
m  —  1, 

557.  On  pourra  de  même  parvenir  à  des  intégrales  de  Tordre 
m  —  3,  de  l'ordre  w  —  4,  etc.  Si  l'on  élimine  toutes  les  constantes 
moins  une ,  on  aura  m  équations  différentielles  de  Tordre  m  —  i 
qui  seront  des  intégrales  du  premier  ordre. 

558.  Les  intégrales  du  premier  ordre,  résolues  par  rapport  aux 
constantes,  donnent  m  équations  de  la  forme 


c  =  u; 


on  aura 


da    ,   du    ,       du     „  du      j-r  #  ^-  i^t 

Cette  équation  doit  être  identique. 

d"*Y 
550.  Intégration  de  l'équation  -t-^  =  p.  —  Si  Ton  désigne  par 

I  i'daf^  l'intégrale  j  dx  j  dx, . .  1  vdx  qui  résulte  de  n  intégrations 
successives  par  rapport  à  x,  on  aura 

560.  L'intégrale  multiple  qui  entre  dans  la  valeur  de  /  peut  s'ex- 
primer par  la  formule 

lçdjf*= ^-nr*^'*  fvdj:  —  (n-i)jf'-^  Çvxdx 

+  (^""'^^'^^"^^  ar-'fvx^dx - . . . ±  r.^-' dx\ 

561.  Posons  V  =  f[x)^  nous  aurons 

f'fix)dx^= r  f  fiz^ix-^zf-'dz. 
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QUARANTE-CINQUIÈxME  LEÇON. 

INTÉGRATION    DE    QUELQUES    ÉQUATIONS    d'uN    ORDRE    SUPÉRIEUR. 

.    Zx  >  -f^  )  —  O'  —   Soit 
d'abord  l'équation 

te*      ^  \dx) 

En  posant  -^  =  p^  on  aura 

rdp 

X=  jy(x)da:-^c'. 
864.  Si  Ton  ne  peut  tirer/?  en  fonction  de  x^  on  aura 


f 


565.  Exemple.  Trouver  la  courbe  dont  ie  rayon  de  courbure  est 
constant  et  égal  à  a.  Cercle. 


566.  Si  Ton  a  l'équation 


en  posant 


on  a 


f 


d"'-'x  _ 


(^^»È)=^^' 


d'où 


£^=f(P)y     P  =  9(^)j 


=/?W 


W/x^-'-h  c'u:^  '-f-c'x^'-h. .  .^-cC"-»). 


26, 
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Si  p  ne  peut  pas  s'exprimer  en  a^,  on  aura 
et  ainsi  de  suite.       *  / 

567 .    ÉQUATIONS    DE    LA    FORME  /(  ,  j    -7-^  \  =  o.     —    Soit 

;5^=/(r).  Onaura 

568.  Exemples. 

-£^+"'^=''-- 

X  =  k  smnx  +  B  cosnx, 

dW    • 

569.  Pour  ramener  au  cas  précédent  (567)  les  équations  de  la 
forme 


il  suffit  de  poser  '^^^  =  /?. 


570.  Équations  qui  peuvent  s'abaisser  a  un  ordre  inférieur. 

\^^iî^'7L^''"'d:p^r''' 

d"r 
En  posant  -j^  =  /?,  on  la  réduit  à 

-/  d/j  d'"-'*p\ 

qui  n'est  que  de  l'ordre  m  —  n, 
571. 
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On  peut  abaisser  l'ordre  d  une  unité  en  prenant  y  pour  variable  in- 
dépendante  et  faisant  -^  =  p, 

572  à  574.  Appucations  géométriques. 

575.  Équations  homogènes.  —  Équation  différentielle  homogène 
par  rapport  à  j^  et  à  ses  dérivées  : 


'  /  dr  d^rX 


n  le  degré  de  Thomogénéité. 
Faisant 

on  aura  une  équation  différentielle  de  Tordre  m  —  i. 

576.  Exemple. 

d^r       I   dr       r  _ 

djc^       .r  djc       P  ~ 


X 


577.  Toute  équation 

J      dy    d^r  d'"y\ 

homogène  par  rapport  aux  indices  des  différentielles,  si  Ton  pose 
^  =  ^,  deviendra  homogène  par  rapport  à  /^,  y^j  -r^^**'i 


d'*-'p 
Exemple. 


d^ 
djc" 


X  =  c'  +  c 


'Mm- 


QUARANTE-SIXIEME  LEÇON. 

intégration  des  équations  linéaires  sans  secokd  membre. 

578.  DÉFINITION.  —  Équations  linéaires,  équations  dans  lesquelles 
la  fonction  cherchée  et  ses  dérivées  n'entrent  qu'au  premier  degré 
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et  ne  sont  pas  multipliées  entre  elles.  Leur  forme  générale  est 

P,  Q, . . .,  T,  U,  V  désignant  des  fonctions  de  x. 

579.  Propriétés  des  équations  linéaires  privées  de  second 

MEMBRE. 

d'^Y  d'"~W  d'"~^Y  dr 

Si  des  fonctions  particulières  ji\y  ^,,...,  /„  satisfont  à  cette  équa- 
tion, la  somme  de  ces  fonctions,  et  même  la  somme  des  produits 
de  ces  fonctions  par  des  constantes  quelconques  c,,  c,,...,  c^,,  y  sa- 
tisfera également. 

580.  Si  l'on  connaît  m  solutions  particulières  de  l'équation  (  Il  ), 
on  aura  l* intégrale  générale  en  posant 

pourvu  que  l'on  puisse  déterminer  les  constantes  de  manière  à  dan- 
dy fi^*""'  Y 

ner  <ï  7",  -p  >  •  •  •  »   j,^^i  ^^  valeurs  arbitraires  pour  une  valeur 
quelconque  de  x, 

581.  L'équation  linéaire,  en  posant /=  e^"''',  prend  la  forme 

d'"-^u 
m        ^^  -h. .  .4-  («'«  -h  P"*"-'  -4-  Qa-'4-. . .+  U)  =  o. 

Quand  une  valeur  u  =  r,  indépendante  de  x,  annule  le  polynôme 
tt*"  +  P""*-' -f- Qw"*-' -}-... -h  U  =/(«) 
réquatîon  (II)  est  satisfaite  par  f  =  ce^*. 

582.  Équations  linéaires  a  coefficients  constants.  —  L'équa- 
tion/(w)  =  G  n'admet  que  des  racines  constantes  r,,  r^, . . .,  r„.  En 
les  supposant  toutes  différentes,  l'intégrale  générale  sera 

583  et  584.  Cas  des  racines  imaginaires  inégales.  —  Lorsque 
l'équation 

/(r)  =  r*"  -+-  Pr"*-'  +. .  .4-  Tr  4-  U  =  o 
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a  des  racines  imaginaires, 

r,  =  a4-€v/— I,     r,  =  a  — Çy'^— ^» 
on  a 

r,^''»'-f-c,e''2'  =  (Acos6x4-  Bsinêx)^**. 

585  à  591.  Cas  des  racines  égales.  —  Loïrsque  Téqualion 
r"  4-  Pr"->  -4-  Qr""'  4.. . .-»-  Tr-f-  U  =  o 
a  des  racines  égales,  supposons  r^  =  r^,  on  aura 

j=  e''i'  {c  -h  c'a:)  -\- c^e''»'  -\-, .  .-t-c^^'^"'. 

Quand  trois  racines  sont  égales, 

Si  la  racine  r,  élait  quadruple,  il  faudrait  remplacer  les  termes 
qui  s'y  rapportent  par 

^'i '(c  4-  c*x  4-  '^  V  4-  c'"jc^  ). 


QUARANTE-SEPTlÈiME  LEÇON. 

INTÉGRATION   DE    l'ÉQUATION    LINÉAIRE   COMPLÈTE. 

592.   RÉDUCTION    DE    L'ÉQUATION  COMPLETE    A    L'ÉQUATION   PRIXTB 
DE  SECOND  MEMBRE.  —  Soit 

Posons 


dz 

z  étant  une  fonction  de  j:  et  de  a  tellement  choisie,  que  z,  -7-  j 

Zj-i  >  •  •  •  >  y^„_à  soient  nulles  pour  a  ^  x,  et  que  Ton  ait  pour  cette 

même  valeur 

^f  =  F(x), 

d'^z    .   rir/^-'z    .  ,   ^dz    ,    ,- 
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En  posant/  =  m  4-  p,  l'équation  (I)  se  réduit  à 

Et,  si  l'on  peut  intégrer  généralement  cette  équation,  «  -4-  p  sera 
l'intégrale  de  l'équation  (I). 

593.  Cas  ou  les  coefficients  de  l'équation   (II)   sont   con- 
stants. —  En  désignant  par  r,,  r,,  Tj,   . . ,  r^  les  racines  de  l'équa- 


tion 
on  aura 


f(r)  =  r"»  -4-  ?r"'-'  H-. . .+  Tr+  U  =  o, 


X  = 


/'('•J 


'"'Vm-+-  f    ^"'''«*F(a)r/a 


e 

4-  - 


/Tô 


594  à  600.  Cas  ou  l'on  connaît  un  certain  nombre  d'intégrales 
DE  l'équation  privée  DU  SECOND  MEMBRE.  —  .9/  /'o/z  conuatt  H  in- 
te  finies  distinctes  de  r  équation  linéaire  privée  de  second  membre^ 
on  pourra  ramener  Véquatiou  complète  à  une  équation  linéaire  du 
[m  —  nY'""'  ordre. 

On  pourra  donc  abaisser  l'ordre  de  l'équation  (I)  d'autant  d'unités 
qu'on  connaîtra  de  solutions  particulières  de  l'équation  (II),  et  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  (I)  sera  de  la  forme 

\  étant  une  solution  quelconque  de  l'équation  (I). 
L'équation  linéaire  n'admet  pas  de  solution  singulière. 

601  à  607.  De  quelques  cas  ou  l'on  peut  intégrer  l'équation 

LINÉAIRE  A  SECOND   MEMBRE. 

608.  Propriétés  de  l'équation  du  second  ordre.  —  Quand  od 
connaît  une  intégrale  particulière  /,  de  l'équation 
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on  a 


~7[ 


(ir 
600.  La  fonction  ^  et  sa  dérivée  y-  ne  peuvent  pas  être  nulles 

en  même  temps.  La  même  propriété  appartient  aux  fonctions  /, 

(Ix 

Deux  valeurs  de  x  qui  annulent  Xi  comprennent  une  valeur  de  x 
qui  annule^. 
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RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  PAR  LES  SCfRlES. 
610.   DâVELOPPBMENT    PAR    LA    SÉRIE    DE    MACLAURIN.    —    Quand 

certaines  dérivées  deviennent  infinies  pour  j:  =  o,  la  série  tombe 

en  défaut,  à  moins  qu'on  n'attribue  des  valeurs  convenables  à 

d'autres  dérivées  qui  ne  sont  plus  arbitraires.  Dans  ce  cas,  la  série 

contenant  moins  de  m  constantes  arbitraires  ne  représente  plus 

l'intégrale  générale,  mais  seulement  une  intégrale  particulière. 

Exemple  : 

d\Y         dy 

dx*  dx 


•^:7ZF  +  2---f-//V  =  o. 


6ii  et  612.  MÉTHODE  des  coefficients  indéterminés. 

613.  Autre  forme  de  développement. —  L'équation  linéaire  du 
second  ordre 

peut  toujours  se  raïqener  à  une  équation  à  deux  termes 

R  étant  une  fonction  connue  de  x. 

614  et  615.  En  posant  t  =  A-\- B(x  —  «),  on  a 

'     dx  \      Btdx-\-  \     dx  I     Bdx  I     dx  1     Kedx-\-..,^ 

suite  indéfinie  dont  chaque  terme  se  déduit  du  précédent  en  le 
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multipliant  par  R^',  et  en  intégrant  par  rapport  à  x  deux  fois 
entre  les  limites  a  et  x.  Celte  suite  est  convergente  quand  la  fonc- 
tion R  ne  devient  pas  infinie  dans  l'intervalle  où  Ton  fait  varier  x. 

On  traitera  de  la  même  manière  l'équation  -y-^  =  Rz,  et  Ton 

aura  une  série  où  chaque  terme  s'obtiendra  en  multipliant  le  pré- 
cédent piir  ^(laf"  et  intégrant  m  fois. 

617.  Application  :  équation  du  second  ordre 

à  laquelle  se  réduit  l'équation  dite  de  Riccati 

en  posant 

i  fiz 

618  à  621.  Intégration  d'une  équation  différentielle  a  l'aide 
d'intégrales  définies. 

(Pr      m  (Iy         ,9 

r,  =  A  /     COS  (hjr^ cos a )  sin'""'  a r/a , 

/•ir 
/,=  A'x'"'"  /     COs(/Lrv/âcosa)sin'"'"ar/a. 
Jo 


QUARANTE-NEUVIEiME  LEÇON. 

équations   différentielles   simultanées. 

^    622.  Élimination  d'une  variable  entre  deux  équations  diffé* 
rentielles. 

r.1  dy  d"Y  dz  d^z\ 
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On  différentiera  n  fois  la  première  équation,  et  m  fois  la  seconde  ; 
on  aura  ainsi  /n  +  /'  +  2  équations  entre  lesquelles  il  sera  possible 
d'éliminer  par  les  moyens  ordinaires  deFalgèbre  les  w  -H  «  -h  i  incon- 

nues  /,  y-)  -T-=7î  •  •  •  )    ,      ,  «  L'équation  finale  sera,  en  général, 

d'un  ordre  égal  au  plus  grand  des  deui  nombres  n-^p,  m  +  q. 

623.  Plus  généralement,  si  Ton  avait  r  équations  différentielles 
contenant  une  variable  indépendante  x  et  r  fonctions/,  z^u,,,.  de 
cette  variable,  on  éliminerait/  entre  ces  r  équations,  ce  qui  donne- 
rail  r  —  I  équations  entre  z,  n^. , , ,  On  éliminerait  ensuite  z  entro 
ces  r  —  \  équations,  et  ainsi  de  suite.  On  arriverait  ainsi  à  uno 
équation  dififérentielle  ne  renfermant  plus  qu'une  seule  des  fonctions 
inconnues. 

6S4  et  625.  Systèmes  d'équations  du  premier  ordre  équiva- 

LEIHTS  À   UNE  OU   PLUSIEURS   ÉQUATIONS  d'uN  ORDRE  QUELCONQUE. 

626.  Théorèmes  sur  les  intégrales  des  équations  simulta- 
nées DU  premier  ordre.  —  Troiséquations  différentielles  simulta- 
nées et  du  premier  ordre  peuvent  être  remplacées  par  des  équations 
de  la  forme 

^j:  _  r//  _  r/z  _  du 

T  ~  y"  ~  ¥  ~  y* 

Les  équations  intégrales  doivent  contenir  trois  constantes  arbi- 
traires 

627.  m  équations  du  premier  ordre  entre  m  -h  i  variables,  et  qui 
peuvent  être  mises  sous  la  forme 

dx        dy       dz 

admettent  toujours  m  intégrales  contenant  m  constantes  arbitraires, 

628.  Quand  on  ne  peut  pas  résoudre  le  système  proposé  par  rap- 
port à  toutes  les  dérivées,  il  existe  entre  les  variables  un  certain 
nombre  de  relations  algébriqXies  au  moyen  desquelles  on  peut  faire 
disparaître  les  dérivées  dont  le  système  n'a  pu  fournir  les  valeurs. 
Dans  ce  cas,  le  nombre  des  consUmtes  n'est  plus  égal  au  i.ombre 
des  fonctions. 

629.  Intégration  des  équations  simultanées  du  premier  ordre» 
—  Soit 

dx  _  dy  _  dz  __  du 

"F  ~  17  ~  R  ""  T 
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un  système  d'équations  simultanées.  Les  équations  intégrales  pou- 
vent  éfre  remplacées  par  le  système 

On  peut  donc  trouver  trois  fonctions  dej:,j,  z,  u  qui  conservent 
des  valeurs  constantes  quand  on  y  fait  varier  simultanément  toutes 
les  variables. 
On  aura  les  trois  équations  identiques  : 

p  dcK.  dx  doL       _.  doL  _ 

dx  dy  dz  du  * 

_  r/ê        -  r/6        _-  d^    ,  ,,  r/ê 
dx  dx  d^  du 

630.  Réciproquement,  si  l*on  trouve  une  fonction  0  des  variables 
^y  Xi  ^}  ^9  s^fi'^  constante  arbitraire,  telle,  qiœ  Von  ait  identi- 
quement 

P-7-  +  0:;-  +  R-r+V  -7-  =0, 

dx  dy  dz  du 

Véquation 

Q  =  c 

sera  une  intégrale  des  équations  simultanées 

dx  _  dy  _  dz        du 
"F  ""  1j  ""    R"  ~  T' 

L'équation 

est  aussi'  une  intégrale  des  équations  proposées. 

632.  Toute  fonction  0  de  x^y^z,  u  qui  satisfait  à  Véquation 

^dQ        ,.dQ    ,    ^  dB    ,   -,  d9 
P-r-  +  Q-— 4-R-r-^V  —  =0 
dx  dy  dz  au 

doit  se  réduire  à  une  fonction  de  a,  6,  y. 


CINQUANTIÈME  LEÇON. 

SUITE   DES   ÉQUATIONS   SIMULTANÉES. 

633  et  634.  Cas  de  deux  équations,  méthodb  de  d'Albhbbrt, 
63S  et  636.  Intégration  de  trois  équations  linéaires. 
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637  et  638.  Autrb  méthode.  —  On  ramène  le  cas  général  au  cas 
des  équations  privées  de  second  membre. 

639  et  640.  Méthode  de  Cauchy. 

641.  Remarque  sur  les  équations  simultanées.  —  Soient 

F(x, /,/,  z,  z')  =  o 
deux  équations  simultanées  du  premier  ordre,  dans  lesquelles/'  et 
z'  det.ignent  -j-  ^^  -r' 
Les  équations 

dy  ""^  df  dx'^  dz^^  dz'  dx  ~  ^' 
dF  r/F  du       dF      ,   d?  du 

7fy''-^d^'di-^dz'-^dl'di=='' 

auront  pour  intégrales  générales 

A  et  B  désignant  deux  constantes  arbitraires. 


CINQUANTE  Eï  UNIEME  LEÇON. 

INTÉGRATION   DES   ÉQUATIONS   AUX   DÉRIVÉES    PARTIELLES. 

642  et  643..  Diverses  espèces  d'intégrales.  —  Une  équation 
aux  dérivées  partiellos  d'ordre  (jl  peut  admettre  dos  intoiçralos  où 
entrent  des  dérivées  d'ordre  inférieur  à  jjl.  Une  équation  de  pre- 
mier ordre  n'a  que  des  intégrales  finies;  on  distingue  l'intégrale 
générale,  les  intégrales  particulières,  les  intégrales  singulières  et 
les  intégrales  complètes. 

644.  Quand  les  dérivées  partiellos  ne  sont  relatives  qu'à  une 
seule  variable,  il  faut  opérer  comme  si  l'on  a\  ait  une  équation  dif- 
férentielle ordinaire,  mais  après  l'intégration  remplacer  les  con- 
stantes arbitraires  par  des  fonctions  arbitraires  des  autres  variables 
indépendantes. 

64o.  Ce  procédé  peut  quelquefois  s'étendre  à  des  équations  où 
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entrent  des  dérivées  partielles  relatives  à  deux  variables. Exemple: 

d'^u  du 

dx  dy  dx 

r,  du 

En  posant  j-  =  y?,  on  a 

dp 
646  à  649.  Équations  linéaires  et  du  premier  ordre  a  deux 

VARIABLES   INDÉPENDANTES.  —  Si 

sont  les  intégrales  du  système 

dx       dy       dz 

F  ""   Q   ^  ¥' 

et  si  l'on  pose 

a  =  /(^,  J»  2)»     ^  =  fii^fXy  2), 

l'intégrale  de  l* équation 

P;?  H-  Q^  =  R 
sera 

a=:cp(6), 

«p  désignant  une  fonction  arbitraire. 

650.  L'intégrale  a  =  cp(6)  conviendrait  encore  aux  équations 

651.  Exemples. 

652-651.  Cas  d'un  nombre  quelconque  de  variables  indb* 
PENDANTES.  —  L'intégrale  générale  d'une  équation  de  la  forme 

Pi/?i-4-  P2/?2-h. .  .-f-  P«/?«  =  R 
est 

«1  =  ^^(«2,  «3, . . .,  a;,), 

«1,  «2, ...,««  étant  des  fonctions  de  l'inconnue  z  et  des  variables  in- 
dépendantes ^1,  J"j, ...,  J"/t,  choisies  de  telle  sorte  que  les  équations 

ai  =  Cl,      «2  =  Cj,      • .  c ,      fin  =  Cn 

soient  /2  intégrales  distinctes  du  système 

dx^  dx^i  dxn.       dz 

—  _  —         _  =  _. 

635.  Exemple. 


DES    MATIÈRES  ^  4  >  ^ 

656.  Équations  aux  différentielles  totales.   —  L'équation 

^djc-\-\dr-^-Zdz  -  o 

ne  peut  donner,  pour  Tune  des  variables  x^y,  z,  une  valeur  qui  soil 
une  fonction  bien  déterminée  des  deux  autres  que  si  l'on  a  identique- 
ment 

\dz        df  I  \dx        dz  1  \df        dr  j 

657.  Pour  intégrer  l'équation  donnée,  en  regardant,  par  exemple, 
3  comme  fonction  de  x  et  dej ,  on  commence  par  intégrer  l'équation 

T^dx  -\-Zdz  —  o, 

en  remplaçant  la  constante  d'intégration  par  une  fonction  arbi- 
traire de  j;  puis  on  détermine  cette  fonction  par  la  condition  que 

dz  Y 

la  valeur  de  -r-t  tirée  de  l'intégrale  obtenue,  soit  égale  à  —  ^; 

l'intégrale  définitive  renferme  une  constante  arbitraire. 

658-659.  Quand  l'équation  proposée  donne  pour  z  une  valeur  bien 
définie,  il  existe  au  moins  un  facteur  d'intégrabilité.  —  Exemple. 

660.  Équations  du  second  ordre,  non  linéaires.  —  Le  cas 
de  deux  variables  indépendantes  peut  être  traité  par  une  méthode 
particulière  très  simple.  A  l'équatioa  proposée 

on  adjoint  une  des  intégrales  du  système 

dx   _   dr    __  dz  __        —  dp  —  dq 

'g_~~W~  p^  +  a^  ~  WTZdf  =  df  df 

dp  dq         '^  dp       ^  dq        dx^^  ^  dz        df        ^  dz 

pour  déterminer  p  et  ^,  ce  qui  permet  de  former 

cfo  =  P  cr.r  -h  0  dj. 

L'intégrale  de  cette  équation  est  de  la  forme 

(i)  F(x,7,  z,  «,  ^)=:  o, 

a  ei  b  étant  deux  constantes. 

661.  L'équation  (i)  est  une  intégrale  complète  de  la  proposée; 
son  intégrale  générale  résulte  de  l'élimination  de  a  entre 

dV 

F[x,  X,  2,  «,  ^{a)]  =  o,     j^  =  o. 

L'équation  (i)  conduit  aussi  à  une  intégrale  singulière. 

662.  Exemple  : 

mpq  —  2=0. 
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CINQUANTE-DEUXIÈME  LEÇON. 

APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES  DES  ÉQUATIONS  AUX  DIFFÉRENTIELLES 

partielles. 

663.  Surfaces  cylindriques. 

j^  —  bz  =  ^(x  —  rtz), 

*  désignant  une  fonction  quelconque,  est  IVquation  la  plus  géné- 
rale, en  quantités  finies,  des  surfaces  cylindriques. 

Réciproquement,  touta  surface  dont  l'équation  a  la  forme  pré- 
cédente est  cylindrique. 

G6i.  Équation  aux  différentielles  partielles  des  surfaces  cylin- 
driques : 

ap-\-b(j  =  I . 

663.  Cette  équation  exprime  que  le  plan  tangent  à  la  surface  est 
toujours  parallèle  aux  génératrices. 

636.  Intégrer  l'équation  des  surfaces  cylindriques, 

np-\-bq  =  \, 

Solution  :  y  —  bz  =  ^(.c  —  az), 

667  et  668.  Conditions  qui  déterminent  la  forme  particulière  de 
la  fonction  <1>. 

669.  Surfaces   coniques.  —  Équation  générale,  en  quantités 
finies^  des  surfaces  coniques  : 


z  —  c 


670.  Équation  aux  différentielles  partielles  des  surfaces  coniques  : 

z  —  c  =  [x  —  a)  p  -^^  (x  —  b)  q, 

671.  Intégrale  de  l'équation  aux  différentielles  partielles: 

z  —  c  \z  —  cj 

La  fonction  arbitraire  <f>  sera  déterminée  par  la  condition  que  la 
surface  conique  passe  par  une  courbe  donnée  ou  soit  tangente  à 
une  surface*  donnée. 

672.  Surfaces  conoïdes.  —  On  appelle  surface  conoïde  toute 
surface  engendrée  par  une  droite  qui  est  toujours  parallèle  à  un 


.-.j 
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plan  donné,  nommé  pian  fiirecteur,  et  assujettie  à  rencontrer  uni; 
droile  et  une  courbe  données. 

Prenons  pour  plan  des  x/  un  plan  parallèle  au  plan  directeur,  et 
pour  axe  des  z  la  directrice  rectiligne,  on  aura 


-© 


673.  Équation  aux  différentielles  partielles  des  surfaces  conoïdes  : 

px  +  fix=  o- 

Cette  équation  exprime  que  le  plan  tangent  en  un, point  quelconque 
contient  la  génératrice  corrospoi.dante. 

674.  SUBPACES  DE  RÉVOLUTION.  —  Les  surjaces  de  révolution  sont 

celles  que  Ton  obtient  en  faisant  tourner  une  certaine  courbe  autour 

d  une  droite  fixe. 

Soient 

a  h 

c    ^     *^       c 
les  équations  de  Taxe,  on  aura 

ax-ifby  +  cz  =  «î>(j:'-h,}''-h  z'), 
équation  générale,  en  quantités  finies,  des  surfaces  de  révolution. 

675.  Équation  aux  ditîérenlielles  partielles  : 

[ejr  —  bz) p~\-  (az  —  ex) <y  :.-  bc  —  ciy. 

676.  Cette  équation  exprime  que  toutes  les  normales  d'une  sur- 
face de  révolution  rencontrent  l'axe. 

677.  L'intégrale  de  l'équation  est 

ax-\-by+cz  =  ^(x'-h  r'+ z'). 

678.  Quand  Taxe  de  révolution  est  l'axe  des  z,  les  équations  se 
réduisent  à 

py  —  //.r  —  G . 

679.  Des  lignes  de  niveau  et  des  lignes  de  plus  grande  pente. 
—  Soit  une  surface 

et  supposons  le  ï>lan  des  xr  horizontal.  On  appelle  lif^nes  de  nivenu 
les  sections  faites  dans  cette  ^u^fac•e  par  des  plans  horizontaux.  Une 
ligne  de  niveau  a  pour  équation 

dr  _       p 
dx  q 

Stcim.  —  An..  IL  27 
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Elle  exprime  que  la  tangente  à  la  ligne  de  niveau,  en  un  point  M 
de  la  surface,  est  parallèle  à  la  trace  horizontale  du  plan  taisent 
mené  à  la  surface  par  ce  point. 

680.  Ou  appelle  ligne  de  plus  grande  pente  d'une  surface  une 
courbe  qui,  en  chacun  de  ses  points,  a  pour  tangente  celle  des  tan- 
gentes à  la  surface,  en  ce  même  point,  qui  fait  le  plus  grand  angle 
avec  le  plan  horizontal. 

L'équation  différentielle  « 

pdf  =  qdv 

représente  la  projection,  sur  le  plan  horizontal,  do  toutes  les  courbes 
de  plus  grande  pente. 

Une  ligne  de  plus  grande  pente  coupe  à  angle  droit  toutes  leif 
lignes  de  niveaUy  et  réciproquement  toute  courbe  qui  jouit  de  cette 
propriété  est  une  ligne  de  plus  grande  pente.        / 

681.  Application  à  l'ellipsoïde. 


CINQUANTE-TROISIÈME  LEÇON. 

SUITE    DES   APPLICATIONS    GÉOMÉTRIQUES    DES    ÉQUATIONS   AUX 

DIFFÉRENTIELLES    PARTIELLES. 

682.  Des  surfaces  développables.  —  On  nomme  surfaces  deve- 
loppables  celles  qui  étant  supposées  flexibles  et  inextensibles  peuv<înl 
s'appliquer  sur  un  plan  sans  déchirure  ni  duplicature. 

Toute  surface  développable  est  le  lieu  des  tangentes  à  une  cer- 
taine courbe,  nommée  arête  de  rebroussement  de  la  surface.  Dans 
le  cône,  Tarète  de  rebroussement  se  réduit  à  un  point,  et  dans  le 
cylindre  cette  courbe  passe  à  l'infini. 

683  à  686.  Équation  du  premier  ordre  qui  convient  à  toutes  les 
surfaces  développables  ; 

p  =  j3[q), 

687.  Équation  aux  dérivées  partielles  et  du  second  ordre,  résul- 
tant de  l'élimination  de  la  fonction  ts.  Posons 

d'z  _  d'^z  __         dH 

dx^~'''     dxdy~^'     dx'~^' 

Équation  aux  dérivées  partielles  et  du  second  ordre  des  suffaoes 

développables  : 

s^^  rt  =  G. 
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0S8  et  689.   iNrAnnATiON  de  l^équation  aux  différentielles 

PARTIELLES  DES  SURFACES  DEVELOPPABt.ES.  —  L'éqiiatîon 

.v'  —  r/  =  o 
ne  convient  qu*aui  surfaces  développables. 

690.  Des  surfaces  réglées.  —  On  nonnme  surfaces  rrgirrs  celles 
qui  s'engendrent  par  le  mouvement  d'une  ligne  droite;  surface, 
gauche,  toute  surface  réglée  qui  n'est  pas  développable. 

Soient 

.y  =  bz  +  ^, 

• 

les  éc{iiations  d'une  droite  :  si  a,  b,  a,  S  sont  ('es  fonctions  d'une 
même  indéterminée  7,  en  faisant  varier  7  d'une  manière  continue, 
la  droite  se  dé{>lacera  successivement  dans  l'espace  et  engendrera 
une  surface  réglée* 

691.  Équation  diffitrentielle  du  premier  ordre,  renfermant  seule- 
ment deux  fonctions  d«  Tindéterminée  7  : 

ap  -\-  hq  =  \, 

a 

692.  En  posant  7  =  ^, 

c*r\-ics-^  /  =  G, 

équation  du  second  ordre  ne  renfermant  plus  qu'une  seule  fonctioa 
arbitraire  r. 

693.  Posons 

dH  _  j/V3_  _  ^         d'z    _  d'z 

c^u  -\-Z c^  «'4-3 ctv  4-  i>  =  o. 

L'équalion  aux  dérivées  partielles  et  du  troisième  ordre  résultx^ra 
de  l'élimination  de  c  entre  cette  équation  et  celle  du  n*  692. 

694  et  695.  ÉquatiOiN  de  la  corde  vibrante. 


CINQUANTE-QUATRIEME  LEÇON. 

courbure  des   SURFACES. 

696  et  697.  Courbure  d'une  ligne  située  sur  une  surface 
DONNÉE.  —  Considérons  une  certaine  courbe  passant  par  un  point 
M  l-r,/,  s)  de  la  surface.  Soient  9  l'angle  que  le  rayon  de  courbure  U 

27. 
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de  celte  courbe  au  point  M,  dirigé  suivant  la  droite  MN,  fait  avec 
la  normale  MP  à  la  surface  au  même  point,  a  et  6  les  angles  que  la 
langcnte  à  la  courbe  considérée  fait  avec  l'axe  des  x  et  celui  des^'. 
On  aura 


R  = 


v/i4-A>'  +  y'cosQ 


rcos'a  -h  is  cosa  cosê  -|-  /cos^S 

698.  Théorème  de  Meu.nieb.  —  Le  rayon  de  courbure  en  un  point 
(Vune  courbe  quelconque  tracée  sur  une  surface  est  égal  au  produit 
du  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  qui  contient  la  tangente 
à  la  courbe,  multiplié  par  le  cosinus  de  l^ angle  que  te  plan  fait  avec 
le  plan  osculateur  de  la  courbe. 

699.  On  peut  encore  dire  : 

Le  rayon  de  courbure  dhine  section  oblique  est  la  projection  sur 
le  plan  de  cette  courbe  du  rayon  de  courbure  de  la  section  normale. 

700.  Courbure  des  sections  normales.  —  Prenons  le  point 
(x,/,  z)  pour  origine  des  coordonnées,  et  pour  plan  des  xy\e  plan 
tangent  à  la  surface  en  ce  point.  En  désignant  par  7  l'angle  que  la 
tangente  fait  avec  l'axe  des  x,  on  a 

^  ~~  rcos*<p -i- a5sin«pcos<p +  /sin'(p 

On  porte  la  valeur  absolue  du  rayon  sui  Taxe  des  z  dans  le  sens  des  z 
positifs  si  le  dénominateur  est  positif,  et  dans  le  sens  opposé  si  ce 
'dénominateur  est  négatif. 

701.  Sections  principales.  —  Les  plans  qui  déterminent  sur  la 
surface  deux  courbes  planes  à  courbure  maximum  ou  minimum 
sont  perpendiculaires  entre  eux.  On  donne  aux  sections  faites  par 
ces  plans  le  nom  (ie  sections  principales. 

702.  Variation  de  courbure  des  sections  normales. 

703  à  705. 

Deux  sections  normales  également  inclinées  sur  une  section  prin^ 
cipnle  ont  des  rayons  de  courbure  égaux  et  de  même  signe, 

La  somme  des  courbures  de  deux  sections  normales  perpendicU" 
la  ire  s  entre  elles  est  constante. 

Dans  le  cas  où  toutes  les  sections  normales  en  un  point  ont  la 
môme  courbure,  on  dit  que  ce  point  est  un  ombilic, 

706.  Détermination  des  ombilics.  — On  doit  avoir 

14-//  _M^  i  +  v^ 
r  s  t 

ce  qui,  en  y  joignant  Téqualion  de  la  surface,  détermine  les  coor- 
données d'un  ombilic. 
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707.  Application  au  paraboloïde  elliptique  : 

'Àd  7.0 

•    X  =  o,    jr=  dz^b(a  —  ù),     i— • 

n  exiï^te  deux  ombilics  situés  dans  le  plan^Oz, 


CINQUANTE-CINQUIÈME  LEÇON. 

SUITE  DE   LA   COURBURE   DES   SURFACES. 
708.   Sua  LA  SURFACE   DONT  TOUS  LES  TOINTS  SCNT  DES  OMBILICS. 

—  lA^phère  estJa  seule  surfcice  dont  tous  les  /joruts  soient  des 
ombilics. 

709  et  710.  TnéoniE  de  l'indicatrice.  —  Si  l'on  coupe  la  surface 
par  un  plan  parallèle  au  plan  lan-ent  et  infiniment  voisin  de  ce 
plan^  la  seition  obtenue  sera  une  courbe  infiniment  petite  et  du 
deuxième  degré,  en  négligeant  des  quantités  inliniment  petites  par 
rapport  à  ses  dimensions. 

711.  J..es  rayons  de  courbure  des  dilîérontos  sections  normales 
faites  au  peint  0  sont  proportionnels  aux  Ciirrés  des  rayons  de  cette 
courbe,  qui  est  nommée  r  indicatrice  de  la  siuriace  in  ce  point. 

712.  Quand  Tint^rseclion  de  la  surface  par  un  plan  parallèle  au 
plan  tangent,  et  infiniment  voisin,  est  une  hyperbole,  l'indiciitrice  s<î 
compose  de  deux  hyperboles  conjuguées.  Le  rayon  de  courbuie  de 
la  surface  devient  infini  et  change  de  signe  quand  le  plan  sécant,  en 
tournant  autour  do  la  normale,  vient  passer  par  une  asymptote  com- 
mune aux  deux  hyperboles. 

713.  Conséquences  géométriques.  ~  A  toute  propriété  des  dia- 
mètres d'une  section  conique,  correspond  une  propriété  des  rayons 
de  courbure  des  sections  normales  qui  passent  par  les  diamètres  de 
rindicatrice. 

714.  Quand  l'indicatrice  est  un  cercle,  le  point  considéré  est  un 
ombilic.  Cela  arrive  sur  les  surfaces  du  second  ordre  aux  points  où 
le  plan  tangent  e»t  [)aiallele  aux  sections  circulaires. 

715.  Cas  ou  l'expression  du  rayon  de  courbure  se  présente 

sous  UNE   forme    ILLUSOIRE. 

716.   DÉFINITION   DES  TANGENTES  CONJUGUÉES. 
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Kelation  qui  doit  exister  entre  les  coefficients  angulaires' de  deux 
tangentes  conjuguées,  quand  on  prend  pour  axes  la  normale  et  les 
intersections  du  plan  tangent  avec  les  plans  principaux  : 


mm  =■ 

t 


7i7.  Deux  tangentes  conjuguées  sont  parallèles  à  deux  diamètres 
conjugues  de  ^indicatrice, 

La  somme  algébrique  des  rayons  de  courbure  correspondant  à 
deux  tangentes  conjuguées  est  constante. 


[('+'/')•' 


""•i  (È) 
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SUITE  DE  LA  COURBURE  DES  SURFACES. 

718  et  719.  Lignes  de  courbure. 

On  nomme  ligne  de  courbure  le  lieu  des  points  d'une  surface  pour 
lesquels  les  normales  infiniment  voisines  se  rencontrent  consécutive- 
ment. En  chaque  point  d'une  surface  il  passe  deux  lignes  de  cour- 
bure déterminées  par  l'équation  ditFérentielle 

-rby/--  (i-+-//).v]=o 
et  par  l'équation  de  la  surface. 

720.  Propriétés  des  lignes  de  courbure. 

Les  tangentes  menées  à  deux  lignes  de  courbure  au  point  où  elles 
se  croisent,  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

Les  deux  lignes  de  courbure  ont  pour  tangentes  les  tangentes  aux 
sections  principales. 

721  et  722.   Soient  0  un 'point  de  la  surface,  Oz  la  normale, 

OA  et  OB  les  deux  lignes  de 
courbure,  0'  et  0"  deux 
points  infiniment  voisins  du 
point  Ô  sur  les  lignes  OA 
et  OB,  les  normales  O'K  et 
0"L  rencontreront  Oz  en 
K  et  L.  OK  et  OL  sont 
les  rayons  de  courbure,  au 
point  0,  des  sections  prin- 
cipales zOj:,  zO)\ 

723.  Il  faut  bien  se  garder  de  croire  que  les  points  do  rencontre 
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des  normales  soient  les  centres  des  cercles  osculateitrs  des  lignes 
de  courbure.  Et  même  les  lignes  de  courbure  peuvent  être  planes 
sans  que  leurs  cercles  osculateiirs  se  confondent  avec  ceux  des  sec- 
tions principales.  II  faut  que  les  lignes  de  courbure  soient  les  lignes 
de  plus  courte  distance  sur  la  surface. 

724.  Calcul  dhs  ratons  de  courbure  principaux  en  un  point 

QUELCONQUE  d'uNE  SURFACE. 


(  ri  —  s^)  p'~  [(  I  -hp^)  /  +  (  I  -h  7* )  r  -  2/^  fjs]  \rr-^/y'-i  f/' .  p 

725.  Les  normales  d'une  surface,  menées  par  les  différents  points 
d'une  ligne  de  courbure,  forment  une  surface  dëveloppable.  Pour  on 
avoir  l'équation,  il  faut  éliminer  x,  j,  z  entre  l'équalion  de  la  sur- 
face, les  équations  d'une  normale  et  l'équation  qui  exprime  que  lu 
point  (x,  j,  z)  est  sur  la  ligne  de  courbure. 

Celte  surface  se  compose  de  deux  nappes. 

726.  Application  des  théories  précédentes  au  parvijoloïdb 
eluptique. 


CINQUANTE-SEPTIÈME  LEÇON. 

CALCUL   DES   D1FFËRE^CES    FINIES.   —    CALCUL   INVERSE 

DES    DIFFÉRENCES. 

727.  Notions  préliuinaires.  —  Soient 

une  suite  de  valeurs  successives  que  reçoit  une  quantité  variable. 
Si  l'on  retranche  chacune  de  ces  valeurs  de  celle  qui  la  suit,  ou 
obtient  ce  qu'on  appelle  les  ditférences  premières  de  ces  valeurs, 

En  opérant  de  la  môme  manière  sur  la  suite  des  ditîérenccs  pre- 
mières, on  obtient  une  suite  de  différences  secondes. 

On  formera  de  la  même  manière  des  différences  troisièmes^  qua- 
trièmes,  etc. 

728.  w,  p,  z  étant  des  quantités  variables, 

^[u-\-  V'-z)=  ^u-{-^v  —  Az, 
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c'est-à-dire  que  la  différence  (l*une  somme  est  égale  à  ta  somme 
algébrique  des  différences  de  ses  parties, 

^{u-{-a)=^u,     ^au=a^n. 

729  et  730.  Expression  de  A"//. 

n{n  —  i) 

ou,  sous  une  forme  symbolique, 

731.  Expression  du  terme  général  d'une  suite  en  fonction 
DU  premier  terme  et  de  ses  différences  successives. 

"  l.'2 

et  la  formule  symbolique 

732.  Différences  des  fonctions  entières. 

Les  différences  /ji'"'"'^*  dUine  fonction  entière  du  m^*^'  degré  sont 
constantes,  lorsque  la  variable  croît  par  degrés  égaux.  Les  diffé- 
rences suivantes  sont  nulles. 

733  et  73 i.  Txemples. 

735.  Différences  de  quelques  fonctions  fractionnaires  ou 
transcendantes.  —  La  variable  croît  par  degrés  égaux. 

I  o  .  .    ___ ^ 

x^x  -\-  h)  {x  -\-  ih), .  \x  -\-  [n  —  i)/i]' 
_  —  nh 

~  x{x-\-  h)  (07-1-2/*). .  \x-\-nh) 


A'  u  = 


x{x-\-h),. .  [X  -i-n/i)  [x-^  (a-i-i)  //]' 
et  ainsi  de  suite. 


a°  u  =  «', 


^"u  =  a^la^  —  i  )". 
A  sin(<7x-4-  b)  =  2 sin - <2^ cos (  «a; 4-  b-\ — -\j 

A  cosiax -\-  b)  ~  —  isin- ah  sinlàx  -i-b  -\ 

^  '  2  \  2 

A'sin(â^r+  b)  =  —  4  sin^  —  sin  (<?d: -+-  ^ +  «/*)♦ 


)• 


et  ainsi  de  suite. 
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736.  Calcul  lnyersb  des  différe^tces.  ~  Définitions  et  nota- 
tions. —  Le  calcul  inverse  des  différences  a  pour  objet  de  déter- 
miner une  fonction  quand  on  connaît  sa  différence  finie,  ou  brsqu'on 
a  une  relation  entre  cette  fonction,  quelques-unes  de  ses  différences 
et  la  variable  indépendante. 

La  fonction  F(-r)  dont  la  différence  est  f(x)  se  représente  par 

\^/(j:)  et  se  nomme  l'intégrale  aux  différences  finies  de /(a:).  On  a 

737.  Diins  le  calcul  intégral  ordinaire,  quand  on  a  obtenu  une 
intégrale  particulière  d'une  différentielle  donnée,  on  ajoute  à  cette 
première  solution  une  constante  arbitraire  pour  former  l'intégrale 
générale.  Dans  le  calcul  intégral  aux  différences  finies,  il  faut  ajouter 
à  une  intégrale  particulière  la  fonction  la  plus  générale  dont  la  dif- 
férence est  nulle,  a  (a:), 

A  o(x)  ::i^  o(j:-|-/;)  —  c?(.r)  --  o. 

On  aurait  une  fonction  jouissant  de  la  propriété  en  question,  si 
Ton  prenait 

t3(.r)  =  M  (sm-^,  cos-^j, 

^  désignant  une  fonction  tout  à  fait  arbitraire. 

738.  THÉORàuBS  SUR  LES  intégrales  aux  différences  finies. 

F(xJ  ~  F(xJ  =/(x.)  4-/(.r.;i  +. .  .-^/K..), 

m 

739.  740  et  741.  Intégration  de  (quelques  f()n<:tions. 
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SUITE   DU   CALCUL    INVERSE    DES    DIFFÉRENCES.    —    FORMILES 

d' INTERPOL  VTION. 

li'i.    LnTÉGRATION  des  FONCTIONS  ENTIÈRES. 

Cette  intégration  peut  se  Faire  par  la  série  de  Ta^Ior. 

//2 


f{a:)r../,'^f(,r)-{^^f\.:) 


^jA)  taijlk   analytique 

et,  si  l'on  pose/f-c)  =  j:"*^', 

ir^'^'  =  (m  H-  i)  A V  j/"-|-  (m  -f-  i)  w  -i-  V  jf^* 


7i3.  Sommes  des  puissances  des  nombres  i,  2,  3,  . . .,  /^ 

C  »       2     .      ï  //(//-f-l) 

'22  2 

^»-  3''  "^  2''  "^g'' t:^ ' 

^^-4    "^"ï    "^4     "■        4 ' 


7 il.  Évaluation  des  sciiues  par  les  intégrales  ordinaires  et 

DES  LNTÉGKALES  PAR  LES  SOMBIES. 

S/W  =  i  /'^/(x)rfx-  i[/(X)  -/(x.)] 

4-i^//[/'(X)-/'(.r.)] 

-^/r[/"(X)-/"(x.)]+ 

7tS.  InUVgrale  ordinaire  en  fonction  d'une  intégrale  aux  diffé- 
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rcnces  finies  * 

£fi-y-  =  f'  [^"-^  -H/(x.)  -y(-.)  -^  •  •  -^•^] 

-^/'M.r(X)-r(.f,  )]-.... 

Le  premier  terme  du  second  membre  est  égal  à  la  somme  des 
trapèzes  inscrits  dans  la  courbe  j  =  f(x),  et  déterminés  par  des 
ordonnées  équidistantes.  Quant  au  preniior  membre,  il  représente 
Faire  de  cette  courbe. 

746.  La  détermination  des  coefficients  numériques  peut  se  faire 
au  moyen  d'une  fonction  particulière. 

747  et  7 i8.  Formules  d'intkrpolvtion.  —  Formule  dk  Nkwton, 
—  L'interpolation  a  pour  objet  de  trouver  une  fonction  d'une  va- 
riable, connaissant  les  valeurs  de  cetio  fonclion  qui  correspondent 
à  un  certain  nombre  de  valeurs  données  de  la  varii  bic.  Ce  pro- 
blème est  indéterminé  tant  qu'on  ne  fixe  pas  la  forme  de  la  fonction 
cherchée.  Soient 

«3^0»       *^lî       *^2?  •  •  •  î        ^U 

Il  —  I  valeurs  équidistantes  d'une  variable,  et  soit  //  leur  dillercnco 
constante.  Soient 

î/qî       ^\i       112^'  '  "i       II  II 

les  valeurs  correspondantes  d'une  fonction  «,  que  nous  supposerons 
entière  et  du  /;'«'««  degré  : 


«0 
2 


X  (  X  \ 


7  — //  -f-  I  V 

//  \  .'X.  .  .n 


749.  Formule  de  Lagrange.  — Supposons  maintenant  que  les  \a« 
leurs  données  de  x, 

soient  quelconques  : 

(  X  —  X\  )  yX  —  X9  )  .  .  .  (  X  —  X  fi) 

\  ^0  —  "'l  )  \  '^0  —  X2  )  .  .  .  {  Xq  Xfi  ) 

(  X  —  Xq  )  \X  —  X9  )  .  ,  .  {  X  —  ,V/i  ) 


(Xi  —Xo){Xi  —  Xi).  ,  .(Xi  —Xn) 
(X  —  Xq  )  (  X Xi)(x Xn-l) 

{Xn  —  J^o){^n  —  '^l){^n  —  ^'«-i  ) 


II 


w 
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750  Cl  751.  Formules  d'approximatio?ï  pour  lks  quadratures, 
RECTiFfcATioNS,  cuBATURES.  —  Supposons  qu'il  s'agissé  d'évaluer 
l'intégrale 


X 


i/av 


f(x)fix  =  S, 


OU  Taire  de  la  courbe  v  =/(^)  : 
formule  due  à  Thomas  Simpson. 


CINQUANTE-NEUVIÈME  LEÇON. 

VARIATION    d'une   INTÉGRALE   DÉFINIE. 

752.  But  du  calcul  des  variatioiNS.  —  On  considère  une  inté- 
grale définie 


r/(--.£-&-) 


et  il  faut  trouver  pour  /  une  fonction  f(jr). telle,  que  cette  inté- 
grale ait  une  valeur  plus  grande  ou  plus  petite  que  si  l'on  rempla- 
çait f(^)  par  une  fonction  d'une  forme  tant  soit  peu  différente. 

753.  Exemple.  —  Étant  don/tés  deux  points  C  et  D,  tromper  une 
courbe  plane  CMD  telle ,  que  la  surface  de  révolution  engendrée  par 
Iç  mouvement  de  cette  courbe  en  tourmint  autour  d^un  axe  O.r 
situé  dans  son  plan  soit  un  maximum  ou  un  minimum. 

Soit  S  la  surface  :  en  posant 

il  faut  trouver  une  fonction  do  x^  y  ::=  ï(x)^  telle,  que  l'intégrale 
précédente  ait  une  valeur  plus  grande  ou  plus  petite  que  toutes 
celles  qu'on  obtiendrait  en  modifiant  infiniment  peu  la  forme  de  la 
fonction  f(j:). 

754.  La  marche  à  suivre  pour  résoudre  ces  nouvelles  questions 
diffère  peu  de  celle  qu'on  a  déjà  suivie  dans  les  questions  ordinaires 
de  maximum  et  de  minimum. 

755.    DÉFINITIONS  ET  NOTATIONS.  —  Soicnt 
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réquation  d'une  courbe,  et 

réquation  d'une  autre  courbe  qu'on  obtiendrait  en  faisant  varier 
extrêmement  peu  la  fonction  f{x).  Si  l'on  appelle  Sf  Taicroisse- 
ment  de  l'ordonnée  MP  quand  on  passe  à  la  seconde  courbe,  l'ab- 
scisse restant  la  même, 

est  ce  que  Ton  nomme  la  variation  de  l'ordonnée  ou  de  la  fonction. 

756.  On  ramène  les  variations  aux  différent ielles  en  regardant  / 
comme  une  fonctioi}  de  x  et  d'un  paramètre  arbitraire  /.  Soit 

on  aura 

•^        dt      '      -^       ilx 

757.  Il  est  souvent  nécessaire  de  faire  varier,  à  la  fois,  x  et  /, 
quand  on  passe  de  la  courbe  proposée  à  la  courbe  infiniment  voi- 
sine. On  regarde  x  et  y  comme  des  fonctions  d'une  variable  indé- 
pendante a,  et  d'uu  certain  paramètre  /  :  soit 

On  suppose  que  pour  /  =  o,  ^  devienne  une  certaine  fonction 
de  x^  fi-îp),  et  que  x  devienne  une  fonction  quelconque  de  w, 

.<p(«,o)  =/(«),     >K«,o)  =  f[/(«)]. 
On  aura 

Si  laissant  à  t  une  valeur  constante  on  faisait  varier  u^  on  aurait 

dx  —  -7^  du,    dY=  -T^du, 

du      '      -^       du 

758.  On  appelle  variation  de  U  la  partie  de  AU  qui  ne  dépend 
que  des  premières  puissances  des  variations  §x  et  ^r. 

dx  dy    "^ 

759.  On  appelle  variation  seconde  d'une  fonction  U  la  variation 
de  ^U  :  on  la  désigne  par  ^'U.  La  variation  de  cette  dernière  est 
appelée  variation  troisième  de  U  et  se  désigne  par  ^^U,  et  ainsi  de 
suite. 


7G0.   TllÉORCMËS    SUR    LA    PEH3IUTATI0N    DES    SIGNES    d    ET    ^ 


■/ 
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ET  S,  —  La  variation  de  la  différentielle  dUme  fonction  de  x  est 
égale  à  la  différentielle  de  la  variation. 

$d\]  =  d$\]. 
761. 

762  On  peut  aussi  intervertir  l^ ordre  des  signes  â  et  j  . 

763  à  767.  Variation  d'une  intégrale  définie.  —  Cas  ou  la 

PONCTION    sous  LE  SIGNE    /  NE   DÉPEND   PAS  DES  LIMITES. 

u  =  r  '^'  ydx, 

d'il 

.,      r/V      ^      rfV      _      rfV      ^      rfV 

rt.ir  (Ijr  dp  ilq 

"ydx  =  Y+  /      \^^y-Y^p^x)dx, 

768.  Cas  ou  la  fonction  V  renferme  deux  fonctions  de  .r. 

,,       j,(  dr     d^Y        dz     d^z\ 

i/-r„  t'' J'- 


en posant 


dz         .      d^z 


dx~^'     dx'  ~  '^ 


j 


^V_N,      î^_p,      ^_o' 

d?'       d^O' 
dv        dx 
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r'  s'obtiervt  en  ajoutant  à  F  les  termes  qui  résultent  du  changement 
des  quantités  P,  Q,  /?,... ,  en  P',  Q',  p\ .... 

769.  Cas  ou  la  fonction  V  dépend  des  limites  de  l'intégra- 
tion. '—  Il  faut  ajouter  à  la  variaiion  de  l'intégrale  les  termes  qui 
proviennent  de  la  variation  des  limites. 


•    SOIXANTIEME  LEÇON. 

SUITE  DB   LA    VARIATION    d'uNE    INTÉGRALE  DÉFINIE.   — 

applications, 

770.  Autre   moyen   d  obtenir  \^  variation  d'une  intégrale 

DÉFINIE. 

H  =:    -   K/^. 

771.  Si  l'on  ne  faisait  varier  que^, 


J  r,  i/o-. 


r'  se  déduisant  de  r,  par  la  suppression  des  termes  qui  renfer- 
ment ^ar,  et  ^jr,. 
Si  l'on  faisait  varier  .r  seulement, 

$  f    Wr/j-  =r.  1"  .\-  f  "^'nSxdx  =  Y"—  I  ''\p^x(ix, 

Jx^  Jj-,  Jx^ 

r"  étant   ce  que  devient  r   quand  on   y  fait  «îj^  =  o,  Sy^  —  o, 

772.  Cas  où  il  entre  dans  la  fonction  V  une  autre  fonction  z  de  j: 
avec  ses  dérivées  p'  et  </'  : 

$Ç    *Vrf:r  =  r-4-  r^'(H(î:r-hK(yv-f-.K'^2)r/j', 

H  =  -(K/;  +  K7/). 

773.  Maximum  et  minimubi  d'une  intégrale  définie.  ^U  —  oest 
la  condition  du  maximum  ou  du  minimum. 

Si  ^'U  reste  toujours  positive,  lorsque  les  variations  ^x  et  <îj 
changent  d'une  manière  quelconque,  tout  en  restant  infiniment 
petites,  U  sera  un  minimum.  Si  «î^U  reste  négative,  U  i^era  un 
maximum.  Enfin  U  ne  sera  ni  un  maximum  ni  un  minimum  si  (^'U 
peut  changer  de  signe. 
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774.  L'équalion  ^U  =  o  entraîne  les  deux  suivantes 

r  =  o,    K  =  o. 

775.  Conditions  relatives  aux  limites.  ~  Dans  le  cas  où  V  ne 
contient  quex^  /,  p  et^,  l'équation  K  =  o  est  du  quatrième  ordre, 
et  Ton  a 

r=f(^,  c,c',  c-,c'"). 

Pour  déterminer  les  quatre  constantes  arbitraires ,  il  faut  avoir 
égard  à  l'équation  r  —  o.  Plusieurs  cas  : 

1°  Si  l'on  se  donne  les  valeurs  de  x,y^  /?,  q  aux  deux  limites, 
l'équation  r  =  o  est  identiquement  satisfaite,  et  on  aura 

j.  =  f(x.,C,C',C",Cn, 
/^.  =  fK>C,  C',C",C^'), 

r.  =  f(^.,c,  c,  c",^'), 

2**  Si  l'une  des  six  quantités  -îp.,  /,,.  • .,  reste  arbitraire,  /?,  par 
exemple,  l'équation  r  =  o  se  réduit  à  Q,  =  o  ;  on  a  cinq  équations 
pour  déterminer  les  quatre  constantes  et  la  valeur  de  p^, 

3^  Si  l'on  a 

on  aura 

dx,    '     <h\    '    (ip.  '"     ^^-^i     '     ^(r.  '''dp,  '' 

En  portant  la  valeur  de  ^/?, ,  tirée  de  cette  équation,  dans  Féqua- 
tion  r  =  o,  il  faudra  égaler  à  o  les  coefficients  de  $x^^  §j\y  Sp^, 
Sx,  et  Sx,,  On  aura  dix  équations  pour  déterminer  les  dix  incon- 
nues C,  C,  G",  C",  x„,  j^'„  p,,  x\,  j„  /^,. 

77G.  Cas  ou  la  fonction  V  contient  deux  fonctions  de  x,  — 
V  contient  deux  fonctions  j  et  2  de  la  variable  x.  On  aura 

r  =  o,     K  =  o,     K'  =  o. 
777  à  779.  S'il  existe  entre  y  et  x  une  relation 

on  aura 

1=0,       K—. K'-r-=rO. 

dz    .  df 

780.  Ligne  la  plus  courte  entre  deux  points  dans  un  plan. 
—  La  ligne  cherchée  est  une  ligne  droite. 
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IHi.  Ligne  la  plus  courte  d'un  point  a  une  courbe  plane.  — 
La  /ignff  la  plus  courte  entre  un  point  et  une  courbe  est  une  droite 
normale  à  cette  courbe. 

782.  Ligne  la  plus  courte  entre  deux  courbes  planes.  —  La 
lif^ne  la  plus  courte  entre  deux  courbes  planes  est  une  normale 
commune  aux  deux  courbes  proposées 
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suite  des  applications  du  calcul  des  variations. 

783  et  784.  autre  uaniere  de  résoudre  les  problèmes  précé- 
dents. —  Au  lieu  d'appliquer  les  formules  générales,  on  opère 
comme  il  a  été  expliqué  au  n*  770. 

785.  Ligne  la  plus  courte  entre  deux  points,  dans  l'espace, 

—  Soient  .r^,  j^^,  z,  les  coordonnées  du  premier  point,  et  ^,,7,,  z, 
celles  du  second , 

/  =  cj:4-C,     z  =  c'x-\'Cy 

équations  d'une  ligne  droite. 

786.  Détermination  des  constantes. 

787.  Ligne  la  plus  courte  sur  une  surface  donnée.  —  Soit 

F(^,  r,  3)  -^o 

l'équation   d'une  surface  courbe;  proposons~nous   de    trouver  la 

lis;ne  la  plus  courte  A  MB  que  l'on  puisse  tracer  sur  cette  surface 
entre  deux  de  ses  points  A  et  B. 
On  a 

r/F  d? 

,d.r       d,v    jdz  .dy       dy    ,dz 

ds       d\     ds  ds       dh      ds 

dz  dz 

ce  qui  fait  trois  équations  pour  déterminer  les  deux  fonctions  y  et  z. 
Mais  Tune  des  dernières  équations  est  une  conséquence  de  l'autre 
et  de  l'équation  de  la  surface. 

788.  Les  lignes  les  plus  courtes  sur  une  surface  sont  nommées 
lignes  géodésiques  de  cette  surface  :  tous  leurs  plans  osculateurs 
sont  normaux  à  la  surface. 

Les  constantes  se  détermineront  comme' dans  le  problème  précô- 

Stlt.m.  —  .-///.,  II.  28 
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denl.  Si  la  ligne  cherchée  doit  aboutir  à  deux  courbes  données  sur 
la  surface,  la  courbe  AMB  les  coupera  à  angle  droil^. 

789.  La  propriété  d'être  la  ligne  la  plus  courte  entre  deux  points 
quelconques  d'une  surface  peut  n'exister  que  sur  une  portion  d'une 
ligne  géodésique.  Sur  la  sphère,  la  propriété  du  minimum  appar- 
tient seulement  aux  arcs  de  grand  cercle  moindres  qu'une  demi- 
circonférence. 

790.  Surface  de  révolution  minimum.  —  Étant  donnés,  dans  le 
même  plan,  deux  points  k  et  B,  et  une  droite  CD,  tmuvcr  une 
courbe  AMB,  située  dans  ce  plan^  et  (pd^  en  tournant  autour  de  CD, 
engendre  une  surface  de  révolution  dont  Vaire  soit  la  plus^petite 
possible. 

Prenant  pour  axe  des  x  la  droite  CD,  et  pour  axe  des/  une  per- 
pendiculaire à  cette  droite,  on  a 


y 

éqiiatiun  d'une  chaînette  (î>74,  2°). 
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SUITE    DES    applications    DU    CALCUL    DES    VARIATIONS. 

791  et  792.  Buacuistochrone.  —  Problème.  Étant  donnés  deux 
points  A  t'^  B,  trouver  la  courbe  AMB  <pœ  doit  suivre  un  point  pC' 
sant  pour  aller  du  point  A  au  point  B  dans  le  temps  le  plus  court 
possible.  Celte  courbe  s'appelle  brachistochrone  ou  courbe  de  plus 
vite  descente. 

* 

La  courbe  cherchée  est  une  cycloïde. 

793.  Si  les  deux  points  A  et  B  sont  assujettis  à  se  trouver  sur 
deux  courbes  données  CD,  EF,  on  obtient  encore  une  cycloïde  AMB, 
située  dans  un  plan  vertical  qui  coupe  la  courbe  EF  à  angle  droit. 

La  tangente  à  la  cycloïde  au  point  B  est  perpendiculaire  à  la  lan- 
içcnte  menée  à  la  courbe  CD  par  le  point  A. 

794.  Remarques  sur  l'intégration  de  l'équation 

,^      ^,      d^      d'O 
dx        dx 
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I'  Si  j  n*ontro  pas  explicitement  dans  V,  Tcquation  se  réduit  à 

dx 

qui  n'est  plus  que  du  troisième  ordre. 

'2**  Si  X  n'entre  pas  explicitement  dans  V,  Téquation  K  =  o  se 
réduira  encore  au  troisième  ordre  en  prenant  j  pour  variable  in- 
dépendante. 

3°  Si  l'on  avait  à  la  fois  M  =  o,  N  =  o,  l'équation  se  ramènerait 
au  deuxième  ordre. 

79j.  Problème.  —  IrouK'er  une  courbe  pUine  AAIB  telle,  que 
Voire  ACBD  comprise  cuire  iarc  AMB,  les  ruj  ous  de  courbure  AC 
tt  BD  qui  correspondent  aux  deux  points  extrêmes  A  et  B,  et  Ui 
portion  de  deX'cloppée  CD  comprise  entre  les  centres  de  courbure 
C  et  \)  soit  un  minimum. 

La  courbe  cherchée  est  une  cycloïde. 

796.  Maximum  ou  minimum  relatif.  —  Il  s'agit  de  rendre  maxi- 

V^/x,  avec  la  condition 

[jdx  ait  une  valeur  déterminée  /. 

797.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  rendre  maximum  l'intégrale 
/      \dx^  avec  la  condition 

U  dx  —  /. 


*/ ï'o 


Les  variations  de  ces  intégrales  doivent  être  nulles.   On  doit 
avoir 


0 


>  /       Vdx^^o^      0  j       Cdx  =  o. 
En  développant  ces  deux  conditions,  on  a 

T  -T~  f       K  w  dx  =  o, 

t)  -T-  /       Lwrt.r  =  O. 
On  a  les  deux  équations 

On  aura  donc  une  constante  de  plus  que  dans  le  cas  où  Ton  re- 

28. 
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clierche  un  minimum  absolu,  mais  on  a  aussi  une  équation  de  plus 

798.  La  recherche  du  maximum  relatif  à^  l'intégrale  /       y  dx 

revient  à  chercher  le  maximum  absolu  de  l'intégrale  /  (y-\-a\])dx. 

799.  Problèmes  sur  les  isopérimètres.  —  Étant  do/mes  deux 
points  G  ^/  D  sur  un  plan,  trouver,  parmi  toutes  les  courbes  de 
même  longueur  situées  dans  ce  plan  et  terminées  aux  points  G  et  D, 
celle  pour  laquelle  l'aire  ABDG  en  un  maximum. 

La  courbe  cherchée  est  un  arc  de  cercle. 

800.  Problème.  —  De  toutes  les  courbes  isopérimètres  que  l'on 
peut  tra  er  sur  un  plan  entre  deux  points  donnés  A  et  B,  trouver 
celle  qui,  en  tournant  autour  de  la  droite  Ox,  engendre  la  plus 
grande  ou  la  plus  petite  surface  de  révolution. 

La  chainellc. 

801.  Problème.  —  De  toutes  les  courbes  isopérimètres.  trouver 
celle  qui  engendre  le  volume  minimum. 

d.r  =  -Az'-')dy^. 

équation  différentielle  de  la  courbe  élastique. 

802.  Prorlème.  ^-.Déterminer  la  courbe  qui,  par  sa  révolution 
autour  d'un  axe  {l'axe  des  x)  engendre  la  surface  minimum  qui 
renferme  un  volume  donné. 

(  r2  =h  /;2  )  dy 


Si  la  constante  b  est  nulle,  on  a  un  cercle  ou  l'axe  des  x. 
Si  b  n'est  pas  nulle,  l'équation  différentielle  appartient  à  la  courbe 
décrite. par  l'un  des  foyers  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  qui 


roule  sans  glisser  sur  l'axe  des  x. 
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TROISIÈME  LEÇON  COMPLÉMENTAIRE. 

PROPRIÉTÉS  DES  SURFACES  COURBES. 

Surfaces  réglées.  —  Lignes  de  striction.  —  Plans  laiigents  à  une  surface 
réglée,  gauche  ou  développable.  —  Lignes  asyniptoliijues.  —  Contact 
de  deux  surfaces. 


SURFACES   RKGLEES. 

32*.  Quand  los  coefficienls  qui  figurent  dans  les  deux  (^({nations 
d'une  droite  sont  des  fonctions  déterminées  d'un  paramètre  arbi- 
traire X,  la  droite  peut,  en  général,  prendre  une  infinité  de  posi- 
tions dans  l'espace;  elle  ne  peut,  toutefois,  passer  (|uo  par  les 
points  dont  les  coordonnées  satisfont  aux  deux  écpiations  pour  une 
valeur  convenable  de  X;  c'est  dire  que  le  lieu  de  cette  droite  est 
une  surface,  nommée  surface  réglée,  dont  réc|uation  s'obtient  en 
éliminant  X  entre  les  équations  de  la  génératrice. 

Lorsque  los  équations  d'une  droite  renferment  deux  ou  trois 
arbitraires,  la  droite  fait  partie  de  systèmes  infiniment  plus  com- 
préhensifs  que  le  précodent  et  auxquels  on  a  donnô  les  noms  do 
congruences  ou  faisceaux  et  de  complexes  ;  on  roconn  lît  im- 
médiatement que,  par  un  point  quelconque  do  l'espace,  il  passe 
un  nombre  fini  de  droites  dune  con.2:ruence,  et  un  nombre  infini 
de  droites  d'un  complexe,  colles-ci  formant  une  surface  conique. 
Nous  voyons  aussi  que  los  droites  dont  les  écfuations  renlermenl 
quatre  arbitraires  sont  absolument  quelconques  et  ne  sauraient 
former  un  système  déterminé.  >'Ous  nous  bornerons  ici  à  consi- 
dérer les  systèmes  de  droites  qui  constituent  les  génératrices  d'une 
surface  réglée  S. 

Nous  prendrons  des  axes  coordonnés  rectangulaires,  le  lecteur 
pouvant  voir  facilement  dans  quels  cas  cette  restriction  est  inu- 
tile; nous  écrirons  les  équations  d'une  génératrice  G  sous  la  forme 
très  générale 

^^  a  h    ~  '        c     ' 

si  l'on  désigne  par  t  la  valeur  des  trois  fractions,  0:1  aura 

(2)  .r  —  rt/ -I- a,         r  —  ^/ -T- 3,         z—ct-^^(. 
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Les  constantes  w,  Z>,  c,  a,  p,  y  sont  des  fonctions  déterminées 
du  paramètre  X;  les  trois  y)rcmières  sont  proportionnelles  aux 
cosinus  directeurs  de  G,  les  trois  autres  sont  les  coordonnées  d'un 
point  P  qui  joue  sur  G  le  rôle  d'origine  des  longueurs  ;  la  distance 

du  point  Xj  j,  z  de  la  droite  au  point  P  est  t  /a^  -h  b^-\-  c^,  t 
pouvant  être  positif  ou  négatif. 
Dans  des  questions  particulières,  on  pourra  faire 

alors  a^  b,  c  seront  les  cosinus  directeurs  de  G.  D'autres  fois,  on 
fera 


c  =  I 


T  =  o; 


les  équations  de  la  droite  prendront  la  forme 

X  =  az  -{-  oLj       j  =  bz  -\-  ^j 

où  ne  figurent  que  les  quatre  paramètres  qui  doivent  nécessaire- 
ment entrer  dans  les  équations  générales  d'une  droite. 

33*.  Le  lieu  des  parallèles  menées  par  un  point  quelconque  aux 
génératrices  de  S  est  le  cône  directeur  de  la  surface;  il  peut  se 
réduire  à  un  plan  ou  à  un  système  de  plans;  dans  tous  les  cas, 
chacune  de  ses  génératrices  rencontre  S  en  un  point  rejeté  à  l'in- 
fini, puisqu'elle  est  parallèle  à  une  droite  située  sur  S. 

Si  l'on  prend  l'origine  des  coordonnées  pour  sommet  du  cône, 
l'équation  de  ce  cône  s'obtiendra  en  éliminant  X  entre  les  équa- 
tions 

(3)  -  =  f=- 

abc 


—  • 


Quand  l'équation  de  S  est  algébrique,  l'équation  du  cône  s'en 
déduit  en  égalant  à  zéro  l'ensemble  des  termes  du  plus  haut  degré. 
Soit,  en  effel,  F(.r,  jr,3)  la  somme  de  ces  termes  ;  pour  que  la 
droite  (3)  rencontre  la  surface  réglée  en  un  point  à  l'infini,  il  faut 
qu'on  ait 

F(rt,  Z>,  c)  =  o; 

le  lieu  de  celte  droite  se  trouve  en  éliminant  «,  ô,  c  entre  cette 
équation  de  condition,  qui  est  homogène,  et  les  équations  (3);  le 
résultat  de  l'élimination  est 
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LIGNES  DE  STRICTION. 

34*.  Nous  aurons  besoin  de  connaiire  1  angle  de  G  avec  une 
^éni'ralrice  G'  infiniment  voisine,  la  grandeur  et  la  posilion  de  lu 
[  er|u  ndiculaire  commune  à  ces  deux  droites;  à  cel  ctTel,  nous 
I appellerons  les  formules  de  Géométrie  analyliquc  qui  risou- 
draient  les  mêmes  problèmes  pour  la  droite  G  et  une  autre 
droite  Gi  définie  par  les  équatio  is 

ot  ht  Cl     ' 

Désignons  par  V  l'angle  des  deux  droites  et  posons,  pour 
abréuer. 

bci  —  cbi  =  A.,         cot  —  aci  =  itl>,         aht  —  bai  —  C, 

al,»  ^-\^î>» -:-£'--=//»; 
on  aura 

smV  =  -  ^ 


La  perpendiculaire  commune  aux  deux  droites  a  pour  longueur 

os  cosinus  directeurs  sont  -7-  >  -^  ?  -7-  >  et  la  valeur  de  t  qui  déter- 

/i      h      h 

mine  sur  G  la  position  du  point  où  celte  droite  rencontro  la  per- 
pendiculaire commune  est 

-+-(^ii*i'  — ^i»^)(Yi— V)]      . 

Supposons  maintenant  que  Gi  devienne  infiniment  voisine  de  G  : 
a  rt,  «1  —  a,  . . .  pourront  être  remplacés  par  les  diiréren- 
tie'les  da^  c?a,  db^  c?p,  dc^  d^:  X  deviendra 

b{C'\-  de)  —  c(^4-  db)  —  b  de—  cdb, 

ilî>  et  G  deviendront  e  da  —  a  de,  adb  —  b  da^  et  les  formules 
générales  se  simplifieront  parce  qu'on  pourra  se  borner  aux  parties 
principales  des  termes  qui  y  figurent.  Il  convient,  d'ailleurs,  do 
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remplacer  dn^  da,  ...  par  a' dX,  a' dl.  ...,  a\  a',  b\  P',  c',  Y 
désignant  les  dérivées  de  a,  a,  b^  p,  c,  y  par  rapport  au  para- 
mètre X  dont  elles  dépendent.  Nous  poserons 

ùc'—cl=A,        ca''-ac'  =  B,        ab'—ba'=C, 
l'angle  de  G  et  de  G',  qu'on  peut  prendre  pour  son  sinus,  est 

_      n^x 

La  perpendiculaire  commune  à  G  et  à  G'  a  pour  longueur 
ses  cosinus  directeurs  sont  ry>  77  >  tt;  elle  rencontre  G  en  un 

Il      H      ri 

point  qui  tend  vers  une  limite  déterminée  Q,  dont  la  position 
sur  G  est  définie  par  une  valeur  de  /  égale  à  la  limite  de  t,  savoir 

„,  _  A{c^'—bY)-^fi{^y'—c'x')-hC(b'x'—a^') 

3j*.  Le  point  limite  Q,  dont  les  coordonnées  sont 

x  =  aT -{- a,        X  —  bT -+- ^j        z^cT-f-y, 

est  \q point  central  de  G;  le  plan  qui  passe  par  G  et  par  la  droite 
limite  de  la  perpendiculaire  commune  à  G  et  à  G'  est  \e  plan  cen- 
tral  de  G. 

Le  lieu  des  points  contraux  des  diverses  génératrices  de  S  est 
la  U^nc  de  striction  de  la  surface;  il  n'y  a  pas  de  raison  pour 
qu'elle  soil  tangente  aux  plus  courtes  distances  des  génératrices 
infiniment  voisines  et,  en  géni'ral,  elle  coupe  obliquement  les 
génératrices  de  S. 

'  Considérons  ieomme  exemple  les  droites  définies  f)ar  les  équa- 
tions 

elles  forment  l'un  des  systèmes  de  gém^ralrices  du  paraboloïdo 

V         7 
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Nous  avons 
on  trouve  que  T  se  réduit  à  — ^ —  >  et  nue  les  coordonnées  d'un 

p-r-q 

point  de  la  ligne  de  striction  sont 

I   P  —  <7  > .  X       5  X       -J 

X—-- -A-,         r= /?*,         2= 7*. 

1  p  ~T-  q  P  ~^  ^  P  '^9 


Pour  avoir  les  équations  de  la  ligne  de  striction,  on  élimine  X 
entre  ces  trois  équations,  ce  qui  donne  l'équation  du  paraboloïde 
et  l'équation 

qiy^piz  =r  o; 

la  ligne  de  striction  est  une  parabole  si  p^  q. 

On  aurait  pu  déduire  le  même  résultat  d'une  remarque  très 
simple  :  quand  toutes  les  génératrices  d'une  surface  réglée  sont 
parallèles  à  un  plan  directeur  P,  leurs  plus  courtes  distances  sont 
perpendiculaires  à  P;  la  projection  do  la  ligne  de  striction  sur  V 
doit  être  l'enveloppe  des  projections  des  génératrices;  la  ligne  de 
slriclion  est  la  courbe  de  contact  de  la  surface  avec  un  cylindre  : 
c'est  donc  une  parabole  si  /?^^;  quand  p  —  q,  c'est  une  droite. 

PLANS   TANGENTS   AUX   SUBFACES    nÉGLÉl<:S,    GAUCHES 

ou    DÉVELOPPA BLES. 

36*.  En  général,  l'angle  «p  et  la  plus  courte  dislance  8  de  deux 
génératrices  infiniment  voisines  sont  du  même  ordre  de  grandeur 
que  la  variation  dX  que  subit  X  quand  on  passe  d'une  génératrice 

à  l'autre;  mais  le  rapport  -  >  que  nous  désignerons  par  /?,  est  fini. 

Lorsque  <p  est  infiniment  petit  par  rapport  à  rfX,  les  généra- 
trices G  et  G'  peuvent  être  considérées  comme  parallèles;  si  lo 
môme  fait  se  présente  pour  toutes  les  valeurs  de  X,  la  surface  est 
cylindrique.  On  peut  l'établir  par  le  calcul  :  pour  que  <p  soit  infi- 
niment plus  petit  que  d\.  il  faut  que  le  numérateur  H  de  sa  partie 
principale  (3i*)  soit  nul;  cela  exige  A  —  B  =  G  =  o,  et  l'on  en 
conclut  immédiatement 

rt'  _  /;'  _  c'  f  ^  _  I   ^^   _  I   ^ 

abc  oq        ''  bo        '  To 
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«Oî  ^o>  ^0  étant  les  valeurs  de  «,  ^,  c  pour  une  certaine  valeur 
de  X;  les  cosinus  directeurs  de  G,  proportionnels  à  des  con- 
stantes, sont  constants. 

Quand  8  est  infiniment  plus  petit  que  d\^  les  deux  généra- 
trices G  et  G'  peuvent  être  considérées  comme  se  rencontrant,  et, 
si  cela  arrive  quel  que  soit  X,  la  surface  S  est  développable.  Pour 
nous  en  rendre  compte  analytiquement,  remarquons  que  le  coeffi- 
cient de  dX  dans  8  (3i*)  doit  être  nul  : 

(i)  Aa'4-Bp'-4-CY'=o. 

D'ailleurs,  le  point  P( a,  p,  y)  pout  être  choisi  comme  on  veut  sur 
G  :  je  le  fais  coïncider  constamment  avec  le  point  central  ;  T  est 
alors  constamment  nul,  et  l'on  a 

(2)  .:/;C  — cB)a'-f-(cA  — aG)p'-f-(rtB  — ^>A)y' =o. 

Les  équations  (i)  et  (2)  permettent  de  trouver  des  quantités 
proportionnelles  à  a',  p',  y'  * 


a 


P' 


a{W'-^C-^)  —  X{b\i  -I-  cC)        6(C2  -i-  A2)  —  B(Gc  -h  Xa) 

= t 

c(A24-B=^)  — C(Ar^-+-B6) 

Or  on  a  identiquement 

«A-h  ^Bh-cC  =  o; 

si  l'on  transforme,  ai  moyen  de  cette  identité,  les  parties  sous- 
tractives  des  dénominateurs,  on  trouve 


a 


'  _  p'  _  r 


H2fl       \Pb  ~  W^c 
Les  équations  de  la  droite  G  peuvent  donc  s'écrire 


P' 


.'     > 


c'est  dire  que  cette  droite  est  une  tangente  à  la  ligne  de  stric- 
tion; la  surface  S  qu'elle  engendre  est  donc  développable.  Notre 
calcul  suppose,  il  est  vrai,  a',  P',  y'  différents  de  zéro;  si  ces  déri- 
vées étaient  toujours  nulles,  a,  p,  y  seraient  constants,  et  S  serait 
un  cône,  c'est-à-dire  encore  une  surface  développable. 
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Quand  p  n'est  ni  nul  ni  infini,  deux  génératrices  consécutives 
ne  sont  pas  dans  un  môme  plan  et  la  surface  S  est  gauche, 

37*.  Nous  allons  chercher  l'équation  du  plan  tangent  en  un 
point  M  dont  les  coordonnées  sont  .r  =  «r  -h  a,  y  z=  bt  -^^^ 
s  =  r/  -f-  Y  ;  elle  est  de  la  forme 

(3)  P(X  — af  — a)-hQ(Y  — ^f— p)-^R(Z-c/  — y)  =  o. 

Considérons  une  ligne  quelconque  située  sur  S  et  passant  par  M; 
les  cosinus  directeurs  de  sa  tangente  sont  proportionnels  aux 
valeurs  de  dx^  djr  et  dz  qui  correspondent  à  un  dépiaconcent  sur 
la  courbe  à  partir  du  point  M,  savoir 

{a't-h  0L')d\  -\-  adt, 
(b't  -h^')dk-hbdf. 
{c't  H-  i)d\  -hcdt. 

Pour  que  la  tangente  soit  située  dans  le  plan  (3),  il  faut  qu'on 
ait 

?[{a't  H-  a')dl  ^adt]-^  Q[(b' t -i- ^' )  dX  -f-  bdt] 

-h  R[(c'/  -r-  Y)  d\-\-c  dt]  ^  o; 

le  rapport  de  dX  à  dt  peut  être  quelconque,  et  l'égalité  ne  peut 
avoir  lieu  identiquement  que  si  le  coefficient  de  chacune  dos  dif- 
férentielles est  nul  séparément;  on  a  ainsi  deux  équations  de  con- 
dition d'où  Ton  tire  des  quantités  proportionnelles  à  P,  Q,  R  ;  il 
suffit  de  les  substituer  dans  l'équation  (3)  pour  avoir  colle  du 
plan  tangent  en  M  : 

(At  -h  by'  —  c^')  {K  —  oi)  -{-  {Ut  -h  col'  ~  aY)  (Y -  ?) 

-h  (G/ -i- a  p'— ^a')  (Z  —  y)  =  o. 

Cette  équation  contient  t,  et  le  plan  tangent  ne  doit  pas  être  le 
même,  en  général,  aux  divers  points  d'une  génératrice  G.  Pour 
étudier  la  loi  de  sa  variation,  faisons  coïncider  l'axe  des  jc  avec 
G  :  sur  cette  droite,  6,  c,  p,  y  sont  nuls;  A,  B,  C  se  réduisent 
à  o,  — ac\  ab'\  on  peut  faire  a  =  o,  a  =  i\  t  est  alors  égal  à 
l'abscisse  x  du  point  de  contact,  et  l'équation  du  plan  tangent  en 
un  point  de  G  devient 

(4)  {c'x  ~h  y')Y  -  (^'-^  -^  P')Z  =  o. 

Cette  équation  peut  encore  être  simplifiée;  mais,  fous  sa  forme 
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actuelle,  elle  permet  de  faire  une  remarque  importante.  Imagi- 
nons une  surface  réglée  Si  ayant  aussi  pour  génératrice  G  :  le  plan 
tangent  à  Si  en  un  point  de  G  aura  une  équation  de  la  forme 

(c'iX  +  Y;)Y  =  (6;a;Hh?',)Z; 

les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  les  deux  plans  tangents  coïn- 
cident sont  données  par  une  équation  du  second  degré;  on  en 
déduit  ce  théorème  : 

Deux  surfaces  réglées  qiu  ont  une  génératrice  commune  ont 
même  plan  tangent  en  deux  points  de  cette  génératrice;  si  leurs 
plans  tangents  coïncident  en  plus  de  deux  points,  ils  coïncideront 
tout  le  long  de  la  génératrice. 

La  dernière  proposition  est  souvent  mise  à  profit  pour  con- 
struire le  plan  tangent  à  une  surface  réglée  quelconque  S  :  si  l'on 
connaît  le  plan  tangent  en  trois  points  d'une  génératrice  G,  on 
pourra  déterminer  un  paraboloïde  qui  passe  par  G  et  qui  admette 
les  trois  plans  tangents  considérés;  en  tout  autre  point  de  G,  le 
plan  tangent  à  S  coïncide  avec  celui  du  paraboloïde  qu'on  sait 
construire  :  le  paraboloïde  est  dit  paraboloïde  de  raccordement. 

3S*.  Revenons  à  l'équation  (4)  et  supposons  que  nous  fas- 
sions coïncider  l'origine  des  coordonnées  avec  le  point  central, 
l'axe  des  y  avec  la  limite  de  la  perpendiculaire  commune  à  G  et 
à  G'  :  C  doit  s'annuler  comme  A,  et  aussi  T;  on  voit  qu'il  en 
résulte  b'=^'  =o\  cp  se  réduit  à  c'rfX,  8  à  p'rfX,  l'équation  (4) 
devient 

8  p 

Le  plan  tangent  au  point  central  coïncide  avec  le  plan  central  ; 
à  partir  de  ce  point  il  tourne  d'un  angle  dont  la  tangente  est_ pro- 
portionnelle à  l'abscisse  du  point  de  contact;  le  rapport  de  pro- 
portionnalité p  s'appelle  paramètre  de  distribution.  A  l'infini,  le 
plan  langent  est  perpendiculaire  au  pian  central;  il  est  parallèle 
à  G',  ou,  si  l'on  veut,  au  plan  qui  touche  le  cône  directeur  tout  le 
long  de  la  génératrice  parallèle  à  G. 

Quand  p  est  infini,  comme  cela  arrive  sur  un  cylindre,  le  plan 
tangent  reste  confondu  avec  le  plan  central,  sauf  à  l'infini  où  il 
est  indéterminé.  Si  p  est  nul,  le  plan  tangent  est  perpendiculaire 
au  plan  central  en  tous  les  points  de  G,  sauf  au  point  centrai,  où 
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il  esl  indéterminé.  En  somme,  le  plan  langent  à  une  surl'ace  dévo- 
loppable  reste  le  même  tout  le  long  de  chacune  de  ses  généra- 
trices. 

Le  plan  langent  en  tous  les  points  d'une  droite- D  siluée  sur 
une  surface  ne  varie  suivant  la  loi  qui  vient  d'ôtro  établie  que 
si  D  fait  partie  d'un  système  de  droites  tracées  sur  la  surface;  il 
est  clair,  par  exemple,  qu'on  peut  imaginer  un  conoïde  dont  les 
plans  tangenls  aux  divers  points  de  son  axe  varieront  suivant 
une  loi  parfaitement  arbitraire. 

LIGNES   ASYMPT0TIQUE8. 

39*.  On  appelle  ligne  asjrmptotique  une  ligne  tracée  sur  une 
surface  S,  de  telle  sorte  qu'en  ciiacun  de  ses  points  elle  soit  tan- 
gente à  l'une  des  asymptotes  de  l'indicatrice  de  S  relative  au 
môme  point.  11  existe,  en  général,  dçux  systèmes  de  lignes 
asymptotiques  sur  une  surface  quelconque,  du  moins  sur  la 
partie  de  cette  surface  où,  les  courbures  principales  étant  de 
sens  contraires,  les  indicatrices  sont  hyperboliques  et  ont  des 
asymptotes  réelles. 

Le  plan  qui  passe  par  la  normale  à  S  en  un  point  M  et  par  une 

des  asymptotes  MA  de  l'indicatrice  détermine  dans  la  surface  une 

section  dont  le  rayon  de  courbure  en  M  est  infini;  soit  donc  M 

un  point  de  cette  section  infiniment  voisin  de  AI;  la  distance  du 

point  M'  à  MA  et,  par  suite,  au  plan  tangent  en  M,  est,  à  moins 

3  , 2 

d'infiniment  petits  de  l'ordre  de  MM'  ,  égale  a  MM'  divisé  par  le 
double  du  rayon  de  courbure  en  M  (4*);  cette  distance  est  donc 
d'ordre  supérieur  au  second,  MM'  étant  du  premier  ordre  infini- 
tésimal. Gela  posé,  rapportons  la  surface  à  un  système  d'axes 
coordonnés  qui  ne  sont  pas  nécessairement  rectangulaires  :  soient 
j:, /,  z  les  coordonnées  du  point  M;  celles  du  point  M'  seront,  en 
employant  les  notations  ordinaires,  de  la  forme 

(i)    j;-4-/r,    j-hA:,     z -\- ph  -{-qk -^  -  {rh^->r  ishk  -{-  tk^)-\-...^ 

Il  et  k  étant  des  infiniment  petits  du  premier  ordre.  Pour  que  la 
distance  de  ce  point  au  plan  tangent  en  M,  défini  par  l'équation 

soit  d'ordre  supérieur  au  second,  il  faut  que,  en  rcm[»laçant  dans 
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l'équation  (2)  X,  V,  Z  par  les  expressions  (1),  les  termes  du  pre- 
noier  et  du  second  ordre  disparaissent;  les  termes  du  premier 
ordre  se  détruisent,  et  Ton  aura,  pour  la  somme  des  termes  du 
second  ordre, 

(3)  — -(M«-4-ajMH-/A:«)  =  o. 

Considérons  maintenant  la  ligne  asymptotique  qui  est  tangente  à 

MA  :  elle  est  aussi  tangente  à  la  section  normale  considérée,  et, 

si  l'on  appelle  dx^  d/y  dz  les  différentielles  correspondant  à  un 

//         A- 
déplacement  sur  la  ligne   asymptotique,  on  aura  -7-  =  ;i-;  la 

relation  (4)  donnera  donc 

(5)  '    rdx'^-\-'xsdxdy-^tdj^—o. 

I^s  dérivées  partielles  r,  .y,  /  peuvent  être  regardées  comme  des 
fonctions  connues  de  j:  et  de  j;  Téqualion  (5),  qui  a  lieu  pour 
un  point  quelconque  d'une  ligne  asymptotique,  constitue  une 
équation  différentielle  de  la  projection  de  cette  ligne  sur  le  plan 

des  çcy.  Cette  équation  est  du  second  degré  par  rapport  à  ~; 

donc,  par  chaque  point  du  plan  des  xy^  il  passe  deux  lignes  qui 
sont  les  projections  de  deux  asymptotiques  appartenant  aux  deux 

dr 

systèmes  que  j'ai  signalés.  En  général,  les  deux  valeurs  de  -j- 

tirées  de  l'équation  (5)  contiennent  un  môme  radical;  il  en  résulte 

que  les  projections  des  deux  systèmes  d'asymptotiques  forment 

deux  branches  d'une  même  famille  de  courbes  :  il  n'en  est  plus 

dr 
ainsi  quand  l'équation  (5)  donne  pour  -j-  deux  valeurs  ration 

nellos  par  rapport  à  x  et  àjr. 


40*.  Le  plan  tancent  en  M  est  osculateur  à  chacune  des  asym- 
ptotiques qui  y  passent. 

Pour  le  prouver,  je  prends  pour  axes  des  x  et  des  j  les  tfin- 
gcntes  à  l'indicatrice  en  M,  pour  axe  des  z  la  normale  à  S  au 
môme  point.  L'ordonnée  d'un  point  quelconque  de  la  surface  peut 
se  développer  suivant  les  puissances  de  x  çt  j,  en  une  série  ne 
conlenant  ni  terme  constant  ni  termes  du  premier  degré,  et  de  la 
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forme 

(6)  \  \ 

-f-  -  (ex» -h  3/x«j  -h  3^'.rj  »4-  //>  3)  -h 

Quand  x  ony  s'annule,  z  ne  doit  contenir  que  dos  tonnes  du 
troisième  ordre,  au  moins,  par  rapports  à  x  et  j  :  il  faut  que  « 
et  c  soient  nuls.  L'équation  qui  détermine  les  projections  des 
lignes  asymptotiques  de  S  peut  s'écrire 

\  -h(gx-^/ij  -h.  ,,)djr^=o. 

Considérons,  d'autre  part,  Tasymptotique  tangente  à  MX  :  Vj 
d'un  de  ses  points  peut  se  développer  suivant  les  puissances  en- 
tières de  l'abscisse  x,  soit 

(7)  j  =  Xx«-h{xx3-i-...,        d'où       dj={i'kx-j-3ixx'*—r...)d.t\ 

Si  l'on  remplace  jr  et  dx  par  ces  valeurs  dans  l'équation  (5  ^/.v), 
on  peut  diviser  tous  les  termes  par  xdx*^  et  il  reste 

e-h  4^X  -h  (5/X  H-6^jjL)a:  +  ...  =  o; 

les  termes  non  écrits  renferment  au  moins  x*.  L'équation  précc. 
dente  doit  être  satisfaite  quel  que  soit  x,  puisque,  par  hypothèse, 
l'équation  (7)  est  une  dos  équations  do  l'asymptolique  :  si  l'on 
annule  le  terme  indopendant  de  x  et  le  terme  en  x,  on  trouve 

les  équations  de  l'asymptolique  sont  donc,  en  négligeant  les  termes 

en  X*, 

e  5cf  e 

On  reconnaît  que  le  plan  osculateur  à  l'origine  est  précisément  le 
plan  des  xx\  quant  au  rayon  de  courbure  de  l'asymptotique  en 

ce  point,  il  est  égal  à  la  limite  de  —  pour  x  =  o,  c'est-à-dire  à 

2/ 

la  vialeur  absolue  de  —  qui  est,  en  général,  finie;  le  théorème 

c 

de  Meunier  donnerait  pour  ce  rayon  une  expression  de  forme 

STLRIIr    —    An.,    II.  '-''9 
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indéterminée,  ce  qui  n'est  pas  en  contradiction  avec  le  résultat 
obtenu  directement 

41*.  Quand  une  droite  est  tout  entière  sur  une  surface,  elle 

constitue  Tune  des  lignes  asymptotiques  qui  doivent  passer  par 

chacun  de  ses  points.  S'il  s'agit  d'une  surface  développable,  on  a 

pour  tous  ses  points  j* — rt  =  o  (687);  il  en  résulte  que  l'équa- 

dy 
lion  (5)  (39*)  donne  toujours  pour  — -  deux  valeurs  égales;  donc, 

en  chaque  point  d'une  surface  développable,  les  deux  lignes  asym- 
ptotiques se  confondent;  ces  lignes  forment  un  système  unique, 
qui  est  celui  des  génératrices  rectilignes  de  la  surface. 

II  est  encore  facile  de  déterminer  d'une  manière  générale  les 
asymptotiques  d'un  conoïde.  Si  l'on  prend  pour  axe  des  z  la  droite 
directrice  du  conoïde  et  pour  plan  des  jçy  le  plan  directeur,  l'équa- 
tion de  la  surface  est  de  la  forme 


Mi)-' 


on  en  lire,  en  différentiant  deux  fois, 


=  'Uii) 

• 

""  x2^  \x) 

- 

L'équation  différentielle  des  projections  des  asymptotiques  devient 
(ixf  dx^ —  ix^  dx  dx)(^'(—  j 

H-  (/*  dx^ —  ixry  dx  djr  -^  x^  djr^)  <?"(—)  =  o. 

Cotte  équation  se  dédouble,  puisqu'on  peut  la  mettre  sous  la 
forme 

[fdx--xdf]\2xdx(f'(^W{jrdx  —  xdf)f(^j    =o. 

Si  l'on  égale  le  premier  facteur  à  zéro,  on  en  lire  j  =  Cx;  celte 
équation  représente  une  quelconque  des  génératrices  rectilignes 
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du  conoïde,  qui  forment  un  premier  système  d'asymptotiques. 
Pour  avoir  le  second  système,  j'égale  le  dernier  facteur  à  zéro  : 


en  divisant  par  or*  «p'  f  -  h  on  trouve 


xdr—rdx   .(x\ 

X*         ^  \x )  dx 


'■«) 


—  2 =0. 

X 


On  a  en  évidence  des  différentielles  de  logarithmes  :  intégrant  et 
passant  des  logarithmes  aux  nombres,  on  trouve 


<?'(S)=Cx., 


C  étant  une  constante  arbitraire;  quand  on  la  fait  varier,  l'équa- 
tion repréâente  les  projections  de  toutes  les  asymptotiques  du 
second  système. 

42*.  n  est  souvent  avantageux  de  déterminer  les  lignes  asym- 
ptotiques autrement  que  par  leurs  projections  :  sans  parler  des 
solutions  géométriques  que  peut  fournir  la  considération  des 
rayons  de  courbure  principaux,  j'envisagerai  le  cas  où  les  coor- 
données j:,  j,  z  d'un  point  quelconque  M  de  la  surface  S  sont  ex- 
primées en  fonction,  de  deux  paramètres  u  et  v.  Les  coordonnées 
d'un  point  de  M'  voisin  de  M  seront 

dx  ,         dx  , 

X  -\ — r-  du-\ j-  dv 

du  dv 

I  fd^x  j  ,  d*x  j    ,        d^x  j  ,\ 

-f-  -  (  -j-T  du^  -t-  ^    ,    j  dudv  -\ — j-T  dç*    -h . . . 
2 \  du*  dudv  dv*        ] 

et  deux  autres  expressions  analogues.  L'équation  du  plan  tangent 
en  M  est  de  la  forme 

A(X  -x)-f-B(Y-j)-HG(Z  — 2)  =  o; 

quand  du  et  dv  sont  infiniment  petits,  la  distance  d'un  point  te 
que  M'  à  ce  plan  doit  être  du  second  ordre,  quels  que  soient  du 
et  dv  ;  il  faut  que  Ton  ait 

,^.         .  dx      -^  dr      ^dz  .  dx       ^dr       ^dz 

(8)       A -3-  -f-B-f^ -hC-j-  =o,         X-r -\-^-j- -\-C-T-  =  o. 
du  du  du  dç  dv  dv 
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Si  le  point  M'  est  sur  une  asycnptotique  passant  par  le  point  M,  ^ 
la  distance  doit  devenir  infiniment  petite  du  troisième  ordre,  ce 
qui  donne  la  condition 

(9)  ' 

dx    d^  jc 
Les  dérivées  -r-  >  -r-^  ?  •  •  •  peuvent  s'exprimer  en  fonction  de  u 

et  de  v\  il  suffit  d'éliminer  A,  B,  C  entre  les  équations  (8)  et  (9) 
pour  former  une  équation  diff'érentielle  dont  l'intégration  donnera 
entre  «  et  p  une  relation  qui  sera,  sur  la  surface,  l'équation  des 
lignes  asymptotiques. 


CONTACT  DE  DEUX  SURFACES. 

43*.  Soient  M  un  point  commun  à  deux  surfaces  U  et  V,  et  M 
un  point  situé  sur  U  à  une  distance  infiniment  petite  du  premier 
ordre  de  M  :  si,  par  le  point  M' nous  menons  diverses  droites  as- 
sujetties à  la  seule  condition  de  ne  pas  faire  de  très  petits  angles 
avec  le  plan  qui  touche  V  au  point  M,  ces  droites  rencontreront 
respectivement  la  surface  V  en  des  points  M",  M^,  . , .  infiniment 
voisins  do  M';  je  dis  que  les  segments  M' M",  M'iM'i,  ...  sont  du 
môme  ordre  de  grandeur.  Considérons  le  triangle  M'M'M'J,  par 
exemple  :  il  donne 

M'AI",  "  sinM'M'M'i  ' 

le  second  rapport  est  fiai  parce  que  la  droite  M^M'l,  qui  fait  un 
trèi  petit  angle  avec  le  plan  tangent  à  V  au  point  M,  fait  avec  M" M' 
et  M'IM'  des  angles  dont  le  sinus  n'est  pas  très  petit;  M'M' 
et  M'M'i  ont  donc  entre  eux  un  rapport  fini. 

Il  y  a  plus  :  l'ordre  de  grandeur  des  segments  M' M"  est,  en 
généraly  indépendant  de  l'orientation  de  l'arc  MM'  sur  U.  Pour  le 
démontrer,  rapportons  les  surfaces  à  un  système  d'axes,  tel  que 
l'axe  dos  z  ne  soit  parallèle  à  aucun  des  plans  qui  touchent  U  ou  V 
e;i  M;  nous  avons,  d'après  ce  qui  a  été  établi,  le  droit  de  prendre 
nos  segriieats  M' M"  parallèles  à  l'axe  des  z.  Soient 

2.=  cf(X,Y),        3=+(X,Y) 
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les  équations  des  deux  surfaces  ;  x,  j,  .r+  A,  y-i-  k  les  coordon- 
nées des  projections  des  points  M,  M'  sur  le  plan  dosx;';  le  sc{;- 
ment  M'M"  est  égal  à  la  différence  des  ordonnées  correspon- 
dantes 


(0 


Quel  que  soit  le  rapport  de  /:  à  //,  pourvu  que  ces  quantités 
soient  infiniment  petites  du  premier  ordre,  M'M"  sera  d'un  ordre 
déterminé,  n-\-i  par  exemple,  si  toutes  les  dérivées  partielles 
de  cp  et  de  4^,  jusqu'à  l'ordre  «  inclusivement,  sont  égales  chacune 
à  chacune,  et  nous  savons  que  l'ordre  de  M'M'  sera  toujours  w-hi 
quand  môme  on  changera  la  direction  de  ce  segment.  On  dit  alors 
lue  les  surfaces  \]  et  Y  ont  un  contact  de  l'ordre  n  au  point  M. 

Nous  devons   remarquer  que,   dans  le  cas  considéré,  il  y  a 

n  H- 1  valeurs  de  j  >  et,  par  suite,  n  -f- 1  directions  de  MM',  pour 

lesquelles  M'M"  devient  de  l'ordre  n-\-i\  cela  résulte  de  ce  que 
l'ensemble  des  termes*  de  degré  n  -h  i  dans  l'égalité  (i)  peu/, 
s'écrire 

(7^-^-I)!  [c?x«+»  ~"dx^^  -^...H-  ^TITî  \  dju-^^  ^  ~dy^^  )  y 

et  disparaît  pour  n  -+- 1  valeurs  de  j  •  Ainsi  supposons  que  la  sur- 
face U  soit  le  plan  tangent  à  Vau  point  M  :  M'M"  est  généralement 
du  second  ordre,  mais  il  devient  du  troisième  ordre  si  M' est  sur 
une  des  asymptotes  de  l'indicatrice. 

41*.  Une  courbe  quelconque  tracée  sur  la  surface  U  et  passant 
par  le  point  M  a  un  contact  de  Tordre  n  avec  V;  il  en  résulte,  19*, 
et  l'on  pourrait  voir  directement  que  les  coordonnées  d'un  point 
tel  que  M'  substituées  dans  l'équation  de  V  donneront  à  son  pre- 
mier membre  une  valeur  infiniment  petite  de  l'ordre /?  H- 1 .  On 
peut  regarder  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  U  comme 
des  fonctions  de  deux  paramètres  indépendants  a  et  p  ;  le  résultat 
de  leur  substitution  dans  le  premier  membre  de  l'équation  de  V 
lui  fait  prendre  la  forme  F  (a,  p).  Soient  a©,  po,  «q-f  Aa,  Po-i-  ^P 


454  COURS    D  ANALYSE. 

les  valeurs  des  paramètres  a  et  ^  aux  points  M  et  M'  : 

devra  être  de  l'ordre  n  ^-  i  par  rapport  à  Aa  et  A^.  Si  Ton  écrit 
que  tous  les  termes  d'ordre  inférieur  disparaissent,  le  nombre  des 
conditions  du  contact  considéré  est 


.       (/2-4- i)(/n- 2)       >, 
n  -4-i)=  ^^ — '  =N. 


On  obtiendrait  pareil  nombre  de  conditions  en  exprimant  que 
^{x^y)  et  (p(j:,  j^)  sont  égales,  ainsi  que  leurs  dérivées  des  n  pre- 
miers ordre  \  pour  les  coordonnées  du  point  M. 

45*.  Lorsque  U  appartient  à  une  famille  de  surfaces  dont  l'équa- 
tion renferme  N  paramètres  arbitraires,  on  peut  disposer  de  ces 
paramètres  de  manière  que  U  ait  avec  V  un  contact  d'ordre  n  en 
un  point  donné;  U  est  alors  osculatrice  à  V.  Si  le  nombre  des 
paramètres  n'est  que  N  —  1  ou  N  —  2,  on  ne  pourra  obtenir  un 
contact  de  l'ordre  n  qu'en  certains  points  particuliers.  Ainsi  pre- 
nons pour  U  la  sphère 

(2)  (^-  «)*-+-(j—  6)*H-(3  — c)*— R*=o 

qui  dépend  de  quatre  paramètres  :  elle  peut  avoir  en  certains 
points,  avec  une  surface  donnée  V,  un  contact  du  second  ordre, 
pour  lequel  N  =  6.  Il  suffit  de  différentier  l'équation  (2)  pour 
avoir  les  dérivées  de  z  au  moyen  d'un  système  d'équations  faciles 
à  résoudre;  on  trouve 

X  —  a-+-/3(2  —  c)=o,        y  —  b-^q{z  —  c)=o; 

il  -f-/?*-4-  r{z  —  c)=  o, 
pq-{-  .y(3  — c)=o, 
I  H-  q*-h  t{z  —  c)=  o, 

ces  cinq  équations  doivent  être  satisfaites  par  les  valeurs  de  ;?,  q^ 
r,  .ç,  t  tirées  de  l'équation  de  V;  or  les  trois  dernières  ne  sont 
compatibles  que  si  l'on  a 

r  s  t 

1-h-p^  ^  pq  ~~  I  -f-  ^'  ' 

cette  condition  n*est  satisfaite  qu'aux  ombilics  de  V;  c'est  en  ces 
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points  seuls  que  la  surface  peut  avoir  un  contact  du  second  ordre 
avec  une  sphère. 

En  général,  le  nombre  de  paramètres  qui  figurent  dans  l'équa- 
tion d^une  famille  de  surfaces  U  n*est  pas  égal  à  un  nombre  tri- 
angulaire tel  que  N,  ni  même  àN— i  ouàN  —  2:  quand  on  a 
disposé  des  paramètres  de  manière  à  obtenir  avec  V  un  contact 
d'ordre  aussi  élevé  que  possible,  il  reste  plusieurs  paramètres 
indéterminés.  Cette  circonstance  donne  lieu  à  des  questions  intc- 
ressanteSi  mais  dont  Texamen  ne  saurait  trouver  place  ici 
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SÉRIES    DE    LAGRANGE    ET    DE    FOURIER. 

Nombre  de  racines  d'une  équation  comprises  dans  un  contour  donné. 
Série  de  Lagrange.  —  Problème  de  Kepler.  —  Série  de  Fourier. 


NOMBRE   DE    RACINES   d'uNE   ÉQUATION  COMPRISES 
DANS  UN  CONTOUR  DONNÉ 

i6*.  Nous  nous  proposons  d'établir  d'une  manière  générale  une 
formule  donnée  par  Lagrange  pour  développer  en  série  les  fonc- 
tions monodromes  et  continues  d'une  variable  déterminée  par  une 
équation  de  forme  remarquable;  mais,  pour  cela,  nous  commen- 
cerons par  établir  un  lemme  important  par  lui-mAme. 

Soit.  F(3)  une  fonction  continue  et  monodrome,  ainsi  que  sa 
dérivée,  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  imaginaire  z  com- 
prises à  l'intérieur  d'un  contour  donné  S  :  le  nombre  fx  des 
racines  de  l'équation  F(3)=.o,  comprises  dans  le  contour  S,  est 


-J  H^)     ' 


air  /- 

l'intégrale  étant  prise  tout  le  long  de  S  et,  d'autre  part,  chaque 
racine  étant  comptée  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  de- 
gré de  multiplicité. 

On  sait,  en  effet,  que  l'intégrale  est  égale  au  produit  de  ar  /— t 
parla  somme  des  résidus  de  la  fonction  r^^  pour  les  pôles  com- 
pris à  l'intérieur  de  S;  or,  ces  pôles  sont  les  affixes  des  racines 
de  F(z)  =  o.  Soit  a  Tune  de  ces  racines  :  on  sait  que  son  degré  n 


(  '  )  Cette  Leçon  pourrait  faire  suite  aux  Chapitres  consacrés  au  théo- 
rème de  Cauchy,  aux  séries  de  Maclaurin  et  de  Laurent  dans  i'Âppcndic» 
sur  la  Théorie  des  fonctions  elliptiques. 


/ 
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de  multiplicité  est  entier  et  qu'on  peut  écrire 

F(z)  =  (z-a)n^{z) 

F'(z)  =  {z-a)n'i[n^(z)-^{z-a)^'(z)l 

<p(«)  étant  différent  de  zéro  et  «p'(^)  fini.  Le  résidu  relatif  à  a^ 
qui  n  est  autre  que  la  limite  de  ^^ rrp- pour  3  =  «,  parce 

que  a  est  un  infini  simple  de  yj-t  >  sera  égal  à  /i;  on  aura  des 

réysultats  analogues  pour  les  autres  points  racines  compris  à  l'in- 
térieur de  S,  et  l'intégrale  considérée  sera  égale  à 

air  / — 1  (n  -+-  n' -^- n" -h  ...)=  211(1.  /  —  i, 

ce  qui  démontre  notre  proposition.  Comme,  d'autre  part,  l'inté- 
grale indéfinie  est  LF(3),  on  voit  que  ce  logarithme  augmente 
de  2fX7c  /—i  quand  on  fait  parcourir  au  point  z  le  contour  entier 
dans  le  sens  direct;  réciproquement,  il  suffirait  de  connaître  cet 
accroissement  de  L¥{z)  pour  en  déduire  le  nombre  dos  racines 
comprises  dans  le  contour. 

Prenons  pour  ¥(z)  un  polynôme  de  degré  m,  pour  S  une  cir- 
conférence do  très  grand  rayon  R  ayant  son  centre  à  l'origine;  on 
posera  _ 

et,'  quand  z  parcourra  la  circonférence,   0  variera  de  o  à  27c; 

~ — l  dz  se  réduira  sensiblement  à  imd^  J — i,  et  l'intégrale  le 
r(3)  ° 

long  de  la  circonférence  à  2/wir  y/ — i  :  on  en  conclut  qu'une  équa- 
tion de  degré  m  di  m  racines. 

47*.  Pour  arriver  à  la  formule  de  Lagrange,  considérons  l'équa- 
tion 

(i)  3  — Ç--a/(3)  =  o, 

dans  laquelle  a  et  (J  sont  donnés  :  traçons  autour  du  point  Ç  un 
contour  S  à  l'intérieur  duquel  f{z)  Qif'{z)  soient  continues  et 
monodromes,  et  supposons  le  module  de  a  assez  petit  pour  qu'en 

tous  les  points  de  S  le  module  de    ^    l  soit  <  i .  Je  dis  que  le 

nombre  des  racines  de  l'équation  (i)  comprises  à  l'intérieur  de  S 


(4) 
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se  réduit  à  l'unité  :  en  effet,  ce  nombre  est  égal  au  quotient  par 
air  /— I  de  l'accroissement  que  subit 

(a)         L[î-î;-«/(ï)]=Lr2-!:]  +  L[i+^^] 

quand  l'affixe  de  z  parcourt  une  fois  S  dans  le  sens  direct.  Or, 
dans  ce  déplacement  de  z,  l'argument  de  2  —  Ç  augmente  de  air, 

L(3  —  Ç)  croît  de  2^  / — 1  ;  quant  au  dernier  logarithme,  il  est 
de  la  forme  L(i  -h  m),  le  module  de  u  restant  <  i;  c'est  une  fonc- 
tion monodrome  qui  reprend  sa  valeur  quand  z  revient  à  son 

point  de  départ.  En  définitive,  le  logarithme  (2)  croît  de  itz  /^^, 
et  l'équation  (i)  n'a  qu'une  racine  à  l'intérieur  de  S;  cette  racine, 
que  je  désigne  par  ^j,  est  une  fonction  bien  déterminée  de  X^  et 
de  a;  c'est  celle  qui  se  réduirait  à  Ç  si  l'on  suppposait  a  =  o. 

SÉRIE   DE   LAGRANGB. 

48*.  Soit,  en  conservant  les  notations  du  n°  47*,  cp(3)  une 
fonction  continue  et  monodrome  pour  toutes  les  valeurs  de  z 
comprises  dans  le  contour  S  :  la  formule  de  Lagrange  a  pour  ob- 
jet de  développer  cp(3i)  en  série  ordonnée  suivant  .les  puissances 
enlières  et  positives  de  a.  Posons,  pour  abréger, 

[.-«/•(3)]<f(3)=K*), 

Nous  avons  l'identité 

(2-0»-^'  («-i:)"^'[z-Ç-«/(2)l 

Le  premier  membre  n'a,  dans  l'intérieur  de  S,  qu'un  seul  pôle, 
2  =  2i;  comme  c'est  un  infini  simple,  le. résidu  correspondant  est 

I  3_Ç_a/(2)Js=,,       1  — a/  (3i) 

Cela  posé,  multiplions  tous  les  termes  de  l'identité  (4)  par  dz^ 
et  intégrons  chacun  des  produits  tout  le  long  de  la  ligne  S  :  d'après 
le  théorème  de  Cauchy,  l'intégrale  du  premier  membre  est  égale 
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à  2icAi;  de  plus  on  a 

Oq  a  donc,  en  divisant  par  2 ici, 

(^z^^)  =  'i'^ç)  +  .|[/(i:)-Kî:)]^-... 

{5)     < 

Je  dis  que  R/,  est  nul  pour  n  infini  :  en  effet,  soient  /  la  Ion* 
gueur  de  la  ligne  S,  M  et  M' les  plus  grandes  valeurs  que  prennent 

sur  cette  ligne  les  modules  de  "'^V  ©t  de ^       ^ — ^  ;  on  aura 

or  le  dernier  terme  est  nul  pour  n  infini,  puisque,  par  hypothèse 
M  <  i;  modR;,  et  R^  ont  donc,  a  fortiori,  zéro  pour  limite. 

Maintenant,  dans  l'égalité  (5)  remplaçons  les  fonctions  ^  par 
leurs  valeurs  (3)  :  le  premier  membre  devient  «p(3i);  dans  le 
second,  nous  grouperons  les  deux  termes  qui  renferment  a  à  une 
même  puissance  et,  pour  éviter  toute  difficulté,  nous  ajouterons 

et  nous  retrancherons  ,  ^v;^[/(0'*"^*  ?(0];  il  viendra 

?(^i)  =  ?(Ç)  +  «|^^/(Ç)cp(o-/'(Ç)?(o] 


>eme 


Le  terme  entre  crochets  dans  le  2  est  égal  à  la  dérivée  {n —  1) 
de /(Ç)M'cp'(Ç)î  quant  au  dernier  terme,  il  tend  vers  zéro  pour 
n  infini;  en  effet,  c'est  le  terme  général  du  second  membre  de 
l'équation  (5)  dans  laquelle  on  aurait  changé  ^  en  «p,  et  ce  second 
membre,  prolongé  indéfiniment,  doit  former  une  série  conver- 
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gente.  Le  second  membre  de  Téqualion  (6)  peut  donc  aussi  être 
prolongé  indéfiniment  et  donne  une  série  convergente;  on  a  • 

T(îi)  =  ?(!:)  +  a/(0?'(C)+---+,7ï^^ç;^/(0»?'(0H-.... 

Telle  est  la  série  de  Lagrange;  elle  reste  convergente  tant  que 
a  satisfait  à  la  condition  posée  dès  l'abord,  et  a  pour  somme  une 
fonction  parfaitement  déterminée. 


PROBLEME   DE   KEPLER. 

49*.  Pour  nous  rendre  compte  des  conditions  de  convergence 
de  la  série  de  Lagrange,  considérons  l'équation  de  Kepler 

(i)  3  =  Ç  H-  asin^; 

prenons  pour  le  contour  d'intégration  S  dont  nous  nous  sommes 
servis  une  circonférence  décrite  du  point  Ç  comme  centre  a^'ec  r 
pour  rayon;  un  point  de  ce  contour  a  une  alfixe  de  la  forme 

^  =  Ç  -h  re®'. 
Nous  devons  avoir,  pour  toules  les  valeurs  de  6, 

gj  sin  (  H  -H  P6^^  ^  * 

mod ^-^. -<^,         modflt  <r:modsin(Ç-hre^'). 

Il  suffit  que  celte  inégalité  ait  lieu  pour  la  valeur  de  6  qui  rend  le 
module  du  sinus  maximum.  Supposons,  comme  c'est  le  cas  bd 
Astronomie,  que  Ç  soit  réel;  on  a 

sin(Ç  -hre^O  =  sin(î  -4- rcos6)  cos(r/sm6) 

cos  (  Ç  -h  r  cos  6  )  sin  (  ri  sin  6  ) 


=  isin(Ç-hrcos6)(e'-«in^-i-^''»"»®) 
-h  -cos(Ç-hrcos6)(e''*»n6-— <?-'**»'»Q). 
Le  carré  du  module  de  sin(Ç  -i-  re^^)  est  donc 

1  [e?2r8in6_j_  g-2r8in6__  ^  C0S2(Ç  -h  r  C0S6)]. 

Celte  expression  atteint  son  maximum  absolu  m*  pour  0  =  - 


QUATRIÈME    LEÇON    COMPLÉMEJNTAIRE.  <}^3 1 

«l  C  —  -  >  valeur  qu'il  est  bon  de  cons'dôrer.  si  Ton  veut  être  cer- 

tain  de  pouvoir  développer  on  série,  quel  que  soit  2[,  les  fondions 
de  la  racine  s,  qui  se  réduit  à  ^  pour  a  ==  o.  Quoi  qu'il  en  soit,  le 

maximum  m  est  égal  à  -(ef-he-f),  et  nous  devons  choisir  at  do 
lelle  sorte  qu*on  ait 

moda  < 


ef-i-e-f 


Maintenant  nous  avons  le  droit  de  preiidro  le  rayon  r  de  la  cir- 
conférence auxiliaire  de  manière  que  le  second  membre  soit  aussi 
grand  que  possible  :  ce  sera  un  maximum  parmi  les  minimums 
relatifs  à  6.  La  valeur  de  r  qui  donne  ce  maximum  est  déterminée 

par  réquation 

e^'i-e''' —  r(ef — e-^)  =  o; 

elle  est  égale  à  1,19968...  et  donne  0,66274...  pour  la  limite 
que  peut  atteindre  modà  sans  que  la  série  de  Lagrange  cesse 
il'ôtre  applicable  aux  fondions  continues  et  uniformes  de  zi. 

SÉRIE   DE   FOURIKR. 

• 

50*.  ^it  w  une  quantité  de  la  forme  pe^';  elle  peut  être  repré- 
sentée par  un  segment  rectiligne  P,  de  longueur  p,  ayant  pour 
origine  un  point  quelconque  et  faisant  l'angle  6  avec  l'axe  des  x. 
Je  dis  que  toute  fonction  u  =  f(z)  qui  admet  pour  période  to,  qui 
est  continue  et  monodrome  pour  les  valeurs  de  z  comprises  entre 
deux  droites  indéfinies  L,  L' parallèles  à  P,  est  développable  en  une 
série  trigonométrique  dont  les  divers  termes  ont  pour  coefficients 
des  intégrales  définies. 

Posons  v  =  e  ^  :  aux  divers  points  d'une  parallèle  à  P,  les 
valeurs  de  z  sont  de  la  forme  zo-h  /to,  zq  étant  l'une  d'entre  elles 
et  /  un  coefficient  réel  quelconque;  les  valeurs  correspondantes 
de  p  ont  des  modules  égaux,  mais  leurs  arguments  contiennent  la 
quantité  variable  air/;  c'est  dire  que  les  affixes  de  v  ont  pour  lieu 
une  circgnférence  ayant  son  centre  à  l'origine;  si  le  point  z  décrit 
un  segment  égal  à  w,  /  variant  de  o  à  i,  le  point  v  décrira  précisé- 
ment une  circonférence.  Aux  droites  L,  V  correspondent  deux  cir- 
conférences C,  C,  concentriques  à  l'origine;  à  chaque  valeur  de  z 
prise  dans  la  bande  LL'  répond  une  valeur  de  ç»  dont  l'aflBxe  est 
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dans  la  couronne  limitée  par  les  circonférences  G  et  C;  si  z  est 
en  dehors  de  LL',  u  sera  en  dehors  de  la  couronne  CC. 

La  fonction  i/,  qui  dépend  dK3  z,  peut  être  regardée  comme  une 
fonction  ^{v);  je  dis  que  cette  fonction  est  monodrome  pour  les 
valeurs  de  v  comprises  dans  la  couronne  CC.  On  voit,  en  effel, 
qu'à  une  valeur  donnée  de  p  correspondent  une  infinité  de  valeurs 
de  z,  mais  que  ces  valeurs  diffèrent  les  unes  des  autres  de  mul- 
tiples de  ti>;  or,  par  hypothèse,  /(z-h/wto)  n'a  qu'une  valeur, 
quel  que  soit  l'entier  m,  tant  que  z  est  compris  dans  la  bande  LL'; 
donc,  à  la  valeur  donnée  de  p  dans  la  couronne  CC,  correspond 
une  seule  valeur  de  u;  cp(p)  est  donc  monodrome  dans  la  môme 
région;  elle  y  est  aussi  continue  au  môme  titre  que  f{z)  l'est 
entre  les  droites  L  et  L';  donc  (f{v)  peut  se  développer  par  la 
formule  de  Laurent  en  une  série  de  la  forme 


?(")=  2  ^"''""'    ^"'^^iff^*'^ 


m  =  — • 

l'intégrale  étant  prise  le  long  d'une  circonférence  concentrique  aux 
circonférences  C  et  C  et  comprise  entre  elles. 

Mais  aux  points  de  celte  circonférence  on  peut  faire  corres- 
pondre des  valeurs  de  z  dont  les  affixes  décriront  une  droite  co 
située  entre  L  et  L';  on  a 


IITZ 


dv  =  e  ^    dz\ 


il  en  résulte 


6> 


Pour  éviter  les  confusions,  il  est  convenable  de  remplacer,  dans 
l'intégrale  définie,  z  par  une  autre  variable,  a  par  exemple;  il 

sera  alors  permis  de  faire  entrer  sous  le  signe   /  Texponentielle 

qui  multiplie  l'intégrale  et  qui  est  une  constante  relativement  à  a  : 
il  viendra 

00 

Si  l'on  léunit  deux  à  deux  les  termes  dans  lesquels  m  a  des 
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valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  et  si  Ton  met  à  part  le 
terme  correspondant  à  m  =  o,  on  aura 


(I) 


/(,)=  i//(a)rfa4-  1  2  //Wcos^'-^J—^^a. 


10  ,  *^  6) 

m  =  l 


Telle  est  la  formule  de  Fourier,  qu'on  peut  mettre  sous  une 
forme  un  peu  différente  en  développant  le  cosinus  de  la  différence 
des  deux  arcs  qui  figurent  dans  chacune  des  intégrales. 

51*.  Supposons  que  (o  soit  réel  et  qu'on  ne  donne  à  z  que  des 
valeurs  réelles  jc\  les  intégrales  qui  figurent  dans  l'équation  (i) 
seront  prises  en  faisant  varier  a  depuis  une  valeur  ao  quelconque 
jusqu'à  ao4-a>;  si,  de  plus,  on  dédouble  les  cosinus  comme  il 
vient  d'être  dit,  on  pourra  écrire 


2  V'   .    imizx   r^*^^ y,    \   •     arnica  , 
wZ''"-^J,,         /(a)sm— -rfa. 


Fourier  a  voulu  appliquer  cette  formule  à  une  fonction  quel- 
conque de  Jc,  pourvu  qu'elle  fût  finie  et  bien  déterminée,  mais 
sans  l'astreindre  à  être  continue  et  périodique  :  l'analyse  précé- 
dente n'est  plus  applicable,  et  il  est  clair,  d'ailleurs,  que  le  second 
membre  de  l'équation  (2)  ne  peut  représenter  qu'une  fonction 
périodique  de  x;  il  est  nécessaire  de  chercher  ce  qu'il  représente 
effectivement  :  Dirichlet  a  montré  que  c'est  une  fonction  qui  coïn- 
cide avec/(j:)  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a©  et  ao-+-  w, 
mais  qui,  en  dehors  de  cet  intervalle,  se  reproduit  périodque- 
ment.  Je  ne  crois  pas  devoir  traiter  ici  cette  question^  et  je  me 
bornerai  à  citer  un  exemple,  pour  fixer  les  idées  :  soient /(^)  =  j:, 
w  =  2ir,  00  =  —  ir.  Les  intégrales  qui  entrent  dans  l'équation  (a) 
sont 

r"^  r'^  aie 

/     xdx  =  o^  I     X  sin  mx  dx  =  (—  1  )"*-♦■*  —  > 


/ 


X  cosmx  dx  =  o; 

—  TT 
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le  second  membre  de  Téquatioii  devient 

(3)    F{x)  =  a   sinx sinax  rh  ^sin^jc  —  -7sin4'^-H. . . 

La  ligne  définie  par  l'équation  y  =  F{x)  coïncide  avec  la  por- 
tion M'M  de  la  bissectrice  de  Tangle  YOX  qui  est  comprise  entre 


les  droites  a;^  —  '7retj:  =  7r;  pour  x  =  (aw  -+-  i)7r,  la  ligne  est 
discontinue  et,  en  définitive,  elle  est  formée  d'une  infinité  de  seg- 
ments rectilignes  égaux  et  parallèles  à  M'M,  comme  l'indique  la 


figure. 
Pour  X 


TT 


-,  l'équation  (3)  donne  une  identité  connue 


TT  I 


I 

5 


I 

7 


•   •  t  • 


TT 


En  faisant  a.  =  ->  on  aurait  l'égalité  assez  remarquable 

4 


t: 
8 


v/î 


I  I  I  I  I  \   /  a  Tt 

3~5~7"^9"^T7""**7"r"~8 


U 
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THÉORIE  ÉLÉMENTAIRE 


tau 


FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


Les  personnes  qui  veulent  étudier  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques  ont  certainement  d'excellents  ouvrages 
à  leur  disposition  :  les  Fundamenta  noy^a  de  Jacobi,  les 
OEui^res  d'Abel,  l'ouvrage  plus  ancien  de  Legendre,  sont 
des  chefs-d'œuvre  qu'il  est  bon  d'avoir  lus  quand  on  veut 
approfondir  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Le  Traité 
des  fonctions  doublement  périodiques,  de  1M^L  Briot  et 
Bouquet,  résume  aujourd'hui  presque  tous  les  faits  acquis 
à  la  Science  sur  cette  branche  intéressante  de  l'Analyse; 
mais  il  n'existe  pas  de  Traité,  pour  ainsi  dire  élémentaire, 
dans  lequel  on  puisse  prendre  une  idée  suflisamment 
exacte  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  sans  cepen- 
dant Tapprofondir  dans  tous  ses  détails. 

Nous  croyons  donc  faire  une  chose  utile  en  offrant 
aux  lecteurs  des  Nouvelles  Annales  une  théorie  des 
fonctions  elliptiques  résumant  leurs  propriétés  les  plus 
importantes,  et  leurs  principales  applications  à  la  Géo- 
métrie et  à  la  Mécanique. 

Nous  n'avons  pas  l'intention,  disons -le  immédiate- 
ment, de  suppléer  à  la  lecture  des  grands  maîtres;  nos 
articles  devront  surtout  avoir  pour  but  de  faciliter  cette 
lecture  et  d'en  inspirer  le  goût. 


(  Î6»  ) 


moTioAs  prélimiuaires. 

Avant  d^aborder  la  question  des  fonctions  elliptiques, 
nous  ferons  connaître  quelques  principes  relatifs  à  la 
llu'orie  générale  des  fonctions. 

Nous  ri'présenlcrous  une  imaginaire  x-hy  \—~î  par 
un  point  dont  les  coordonnées  seront  x  et  y^  ou  ])ar  une 

droiie  dont  la  longueur  sera  le  module  r=:  y/x'-f-j*, 
faisant  avec  Taxe  des  x  un  an^^le  Q  éç'al  à  rars^uinent  de 


X  -i-j"  ^ —  I .  Cet  argument  sera  d'ailleurs  pour   nous 

se 
l'un  quelconque  des  angles  ayant  pour  cosinus  -  et  pour 


r 

sinus  -• 

r 


Quand  nous  dirons  que  le  point  x  -hy  ^ —  i  décrit 
une  courbe,  il  faudra  entendre  par  là  que  le  point  dont 
les  coordonnées  sont  x^y  décrit  celte  courbe.  On  peut 

considérer  Texpression  X  -h  Y  y/ —  i ,  où  X  et  Y  sont  des 

fonctions  de  a:  et  j^,  comme  une  foncrion  de  x  -i-y  ^ —  i. 
Caucliy  se  plaçait  à  ce  point  de  vue,  mais  nous  ne  con- 
sidérerons que  les  fondions  de  x  -h  y  ^ —  i  ayant  une 
dérivée  uuiqueel  bien  déterminée.  Celte  condition  d'avoir 
une  dérivée  unique  impose  à  X  et  Y  certaines  propriétés 

que  nous  allons  faire  connaître.  La  dérivée  de  X  4-  Y  y/ —  i 
est 

'    dX  ,        dX^  . /dy^        dY  ,  \ 

dx  -f-  (tf  ^ —  I  dx  -\-  dj  ^ —  I 

dv 
et,  pour  qu'elle  soit  indépendante  du  rapport  — >  c'est-à- 
dire  de  la  manière  dont  dx -\- dj  yj — i  tend  vers  zéro^ 


(  4<i9  ) 
il  faut  que 


dX         , dY       dX         / (lY 


i\x  d.r  cl»'  «1/ 

d'où  Ton  conclut,  en  égalant  les  parties  réelles  et  les  coef- 
ficients de  ^ —  I ,  _ 

dX_dY       îî][  — _îl^     fM 

dj^         l\jr  iix  i\f        ^    '' 

Nous  supposerons  ces  relations  toujours  sati«ifaîtos;  d'ail- 
leurs, la  manière  dont  on  prend  les  d('rîvées  des  fonctions 
que  l'on  rencontre  en  analyse  prouve  que  ces  fonctions 
n'ont  qu'une  seule  dérivée. 

Une  fonction -qui  n  a  qu'une  dérivée  en  chaque  point, 
c'esl-à-dire  pour  chaque  valeur  de  la  variable,  a({uel({ue- 
fois  été  appelée  Tuonogène, 

Une  fonction  est  dite  monodrome  dans  une  portion  C 
du  plan,  quand,  le  point  qui  représente  sa  variable  (ou, 
pour  abréger,  quand  sa  variable)  se  mouvant  dans  cette 
portion  C  du  plan,  la  fonction  reprend  toujours  la  même 
valeur  quand  sa  variable  repasse  par  le  même  point. 

Les  fonctions  bien  définies,  telles  que  les  fonctions  ra- 
tionnelles, le  sinus,  le  cosinus,  Texponentielle,  etc.,  sont 
monodroines  dans  toute  l'étendue  du  plan;  car,  leur  va- 
riableétantdonnée, elles sonteniièrementdéfinies.  Il  nen 
est  pas  de  même  dos  fonctions  irrationnelles;  ainsi,  pour  ne 

prendre  qu'un  seul  exemple,  \jz  —  a  ou  yx  -H y  sj —  1  —  a 
n'est  pas  monodrome  à  l'intérieur  d'un  contour  conte- 
nant le  point  a. 

Imaginons,  en  eifet,  que  le  point  z^  ou  X'\-y  \J —  i, 


(*)  Polip  rinterprétatîon  de  ces  formules,  i*oir  le  Traité  des  fonctions 
doublement  périodiques,  de  MM.  Biiot  et  bouquet. 
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décrive  un  cercle  de  rayon  rayant  pour  cenlre  le  pointa, 
on  sait  que  la  droite  qui  représente  la  somme  de  deuic 
imaginaires  est   la   résultante  des  droites  représentant 

chaque  partie  de  la  somme  (*)  ]  la  droite  re*^~*,  qui  re- 
présentera la  somme  z  —  a,  sera  donc  la  résultante  des 
droites  qui  représentent  «  et  — a.  Cette  droite  est  celle 
qui  va  du  point  -h  a  au  point  2.  Supposer  que  le 
points  décrit  un  cercle  de  rayon  r  autour  du  point  û,  c'est 

donc  supposer  que  le  module  r  de  z  —  a  =  re*v^~*  reste 
constant.  Cela  posé,  on  a 


iJ^' 


yz  —  a  z=.  r'e 

Que  le  point  z  se  meuve  sur  le  cercle  en  tournant  dans 
le  sens  positif  (celui  dans  lequel  les  angles  croissent  en 

Trigonométrie),  6  va  croître  ainsi  que -•  Mais, quand 

d  aura  varié  de  27r,  le  point  z  sera  revenu  à  son  point 
Je  départ,  et  z  aura  repris  sa  valeur  initiale;  il  n'en 

sera  pas  de  même  de  ^z  —  a,  qui  sera  devenu 

/•*e  '  = — r*e*       , 

et  qui  aura  changé  de  signe. 

DES    INTÉGRALES    PRISES    ENTRE    DES    LIMITES    IMÀGIIfAlRES. 

La  fonction  /[z)  de  la  variable  imaginaire 


(*)  roir  rOuvraçre  de  Mourey  sur  La  vraie  théorie  des  quantités  pré" 
tendues  imaginaires  ;  sur  le  Calcul  des  équipollences  (^Nouvelles  Annales, 
2«  série,  t.  VIII,  1869);  mon  Traité  d'Algèbre;  l'Ouvrage  de  MM.  Briol 
ci  Bouquet  déjà  cité,  ctc* 


(4-.) 

est  eu  rëalité  une  fonction  de  deux  variables,  et  si,  entre 
xeijr^  on  établit  une  relation,  telle  que 

f(z)  devient  alors  fonction  de  la  seule  variable  t.  Si  Ton 
pose  alors 

x.  =  ;p(/o),  r.  =  *(^),   ^  =  ?{n   Y^^KT), 

et 

z,  =  J^.,-hx» v/— ^»     Z  —  X  -h  Y )/^y 

Fintégrale 


X>(S-|v'-.)- 


aura  une  valeur  bien  déterminée.  On  représente  souvent 
cette  intégrale  par  le  symbole 


*-  '• 


qui,  comme  Ton  voit^  est  indéterminé  si  Ton  ne  dit  pas 
de  quelle  façon  x  elj"  sont  liés  entre  eux  ou  h  t.  Cette 
expression  est  ce  que  Ton  appelle  une  intégrale  prise 
entre  des  /imites  imaginaires  ;  pour  en  préciser  le  sens, 
on  ajoute  la  relation  qui  lie  x  k  y^  soit  directement,  soit 
par  Tintermédiaire  de  la  variable  auxiliaire  t. 

Le  plus  souvent  on  emploie,  pour  fixer  le  sens  de  la 

notation    /    /{z)  dz^  un  langage  géométrique,  et,  au  lieu 

de  se  donner  les  relations  x  =  ^[t)^  y  =  ^{^t)y  on  in- 
dique la  nature  de  la  courbe  représentée  par  ces  équa- 
tions. Si,  par  exemple,  on  posait 

on  aurait  j:*-f- 7'*=  i,  et  si  Ton  intégrait  par  rapport  à  t 
de  zéro  à  Tt,  on  dirait  que  Ton  prend  l'intégrale  le  long 
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d'un  demi-cercle  de  rayon  un,  décrit  de  l'origine  comme 
centre  el  limité  à  Taxe  des  x. 

Réciproquement,  quand  on  se  donne  le  contour  d'in- 
tégration, on  ramène  facilement  Tintégrale  à  une  ou 
plusieurs  autres  prises  entre  des  limites  n'elles.  Suppo- 
sons, par  exemple,  que  Ton  demande  d'inlrgrery( 2) f/z 
le  long  d'une  droite  inclinée  à  4^  degrés  sur  Taxe  des  x, 
issue  de  Torigine  et  aboutissant  à  un  point  situé  à  la  dis- 
tance /  de  Torigine. 

Les  éauaticnsde  cette  ligne  seront 


2 
ou  aura 


V'2  v/a 


22 
et,  par  suite, 

//i.),/.=jrV[,^(.+v/^)](.H-v^)i^rfr, 

Je  prends  pour  limites  o  et  /,  parce  que  t  représente  la 
distance  du  point  (x^  y)  à  Torigine-,  cotte  distance  est  o 
ou/,  selon  que  le  point  (x^j)  est  à  Tprigine  ou  à  l'ex- 
trémité de  la  droite. 

Théorème  deCauchy.  —  Le  point  z  variant  à  V inté- 
rieur (V  un  contour  donnée  si,  à  l' intérieur  de  ce  contour , 
la  fonction  j  [z)  reste  monodrome,  monogène  et  finie, 

r intégrale    \    f[z)dz  conservera  toujours  la  même  va- 

leur,  pourx^u  que  le  chemin  qui  mène  de  Zq  àZà  ne  so/^e 
pas  du  contour  donné,  quel  que  soit  d* ailleurs  ce  che^ 
min. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  un  des  plus  féconds  de 
toute  l'Analyse,  nous  intégrerons  la  fonctiony  («)  le  long 


(  4:3  ^ 

tie  deux  contours  AMB,  ANB.  Soient  s  Varc  du  premier 
contour  compté  à  partir  du  point  A,  et  ks  Tare  du  second 
compté  toujours  à  partir  du  même  point  A  ^  soieut 

les  équations  du  premier  contour,  et 

celles  du  second  ^  et,  en  désignant  par  S  Tare  AMB, 


supposons  que  ArS  soit  Tare  ANB.  Joignons  maintenant 
les  points  correspondants  des  deux,  contours;  soient  M 
et  N  deux  points  correspondants,  c'est-à-dire  tels  que 
AN=AAIV1,  Nous  supposerons  que  la  droite  MN  soit 
tout  entière  dans  Tintervalle  compris  entre  les  deux  con- 
tours*, considérons  maintenant  le  contour  ayant  pour 
équations 

.  a  ■--  a,  a,  —  a 

Jf  =  ?i  [s] h<p2  [A-s]  , 

a,  —  a,  a,  —  a, 

jr=z^Js) —^4-  ^2[ks)  — . 

ai  —  aj  a,  —  a. 

Pour  «  =  «1,  il  se  réduira  au  premier  contour  AMB, 
et,  pour  «  =  «„  il  se  réduira  au  second  ANB;  et,  de 
plus,  tous  ses  points  seront  compris  à  l'intérieur  de 
Taire  AMBNA,  quand  on  supposera  a  compris  entre  a^ 


^  Ji 
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et  «1.  Intégrons  la  fonction  J'(z)  le  long  -de  ce  conloiir, 
nous  aurons 

-7-5 -7- restent  d'ailleurs  finis,  ainsi  que  leurs  dérivées 

as    as  ^ 

prises  par  rapport  à  a.  Appelons  u  cette  intégrale,  nous 
aurons 

ou,  en  intégrant  le  second  terme  par  parties, 
(lu        r.,  .dz-\^        r^r.,,,dzdz        .,,   .dzdzl^ 


on 


ou 


"J 


I  > 


âz 
Or  -7-  est   nul  pour  5  =  0  et  5  =  S,  le  contour  passant 

eu  A  et  B  pour  5  =  o  et  5  =  S  quel  que  soit  a,  c'est-à-dire 

ne  dépendant  pas  alors  de  a,  donc  —  =  o,  et,  par  suite, 

u  ne  dépend  pas  de  a;  il  a  donc  la  même  valeur  pour 
a  =  a,  et  pour  a  =  a„  c'est-à-dire  que  Tintégrale  pri«e 
le  long  de  AINIB  ou  de  ANB  conserve  la  même  valeur. 
Cela  suppose  toutefois  quey(2)  conserve  la  même  valeur, 
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quel  que  8011  le  contour  par  lequel  le  point  z  se  rend 
(lu  A  en  B;  ^(2)  doit  donc  être  monodrome^  elle  doit 
aussi  êire  monogène,  car  nous  avons  supposé 


'■^=/'(^)i. 


âa 


da 


âf        -, ,    ,  (Iz 


c'est-à-dire  que  nous  avons  admis  quey^(-z)  restait  indé- 
pendant de  la  direction  de  Taccroissemcnt  donné  à  2, 
pour  en  faire  le  calcul^  enfin  nos  raisonnements  sup- 
posenty(z)  eiy^(z)  finis. 

Considérons  maintenant  deux  contours  quelconques 

• 

Fig.  a. 


aboutissant  en  A  et  B,  et  désignons,  pour  abréger,  par 
(PRQ  ...)  l'intégrale  doJ{z)  prise  le  long  d'un  contour 
désigné  par  PRQ  ....  Le  théorème  est  démontré  pour 
deux  contours  formant  à  eux  deux  un  contour  fermé 
convexe,  car  une  sécante  joignant  deux  points  corres- 
pondants ne  rencontre  le  contour  fermé  qu'en  deux  points 
et  reste  intérieure  à  ce  contour:  il  en  résulte  (|ue  l'in- 
tégrale prise  le  long  d'un  conlour  fermé  convexe  quel- 
conque est  nulle,  car  Tinlégiale  en  question  est  égale  a 
l'intégrale  prise  le  long  d'un  contour  infiniment  petit. 
C'est  cette  proposition  que  nous  allons  d'abord  généra- 
liser :  considérons  le  contour  AMBN,  décomposons-le  eu 
une  infinité  d'autres  par  des  parallèles  a  une  direction 
donnée,  on  obtiendra  ainsi  une  série  de  contours  con- 
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vexes.  En  vertu  d«  la  noiatioii  adoptée,  on  aura  alors 


[ub)   +  ibb')  -f-  (b'a')  -f-(û'û)  =o, 
^a'b')  4-  [b'b")  -H  (/!»'V')  4-  («'V)  =  G,     ■ 
•• , 

si  Ton  ajoute  toutes  ces  formules,  les  termes  lels  que  {a'b') 
Cl  [h' a)  se  détruisent,  et  il  reste  S(a'fli)  -|-  S  (66')  ==  o, 
c'est-à-dire  que  rintégrale  prise  le  long  du  contour 
fermé  total  est  nulle.  On  a  donc 

(AMB) -f-(BNA)r=o,    • 
ou 

(AMB)  — (ANB)  =  o, 
c'csl- à-dire   ^ 

(AMB)^  (ANB). 

C«  Q.  F.  D« 


CAS    OU    LE  .THÉORÈME    DE    CAUCHY    TOMBE    EN    DÉFAUT. 

Cauchy  a  remarqué  que  son  théorème  tombait  en 
défaut  dès  que  la  fonction /(z)  cessait  d'èlre  finie,  con- 
tinue, monodrome.ou  monogène,  et  il  a  tiré  parti  de  ces 
cas  pour  enricliir  la  Science  d'une  de  ses  plus  belles 
découvertes. 

Théoîième  I.  —  JJ intégrale  d*une  fonction  mono^ 
drame,  monogène,  finie  et  continue  {pu  synectique, 
comme  l^appelle  Cauchy)  à  ^intérieur  d'un  contour 
fermé,  est  nulle  quand  on  la  prend  le  long  de  ce 
contour. 

En  (ffet,  elle  est  égale,  comme  nous  l'avons  déjà  ob- 
servé, à  rintégrale  prise  le  long  d'un  contour  quel- 
conque, ayanl  la  même  origine  et  la  mrme  extrémité,  in- 
térieur à  ce  contour^  le  deuxième  contour  pouvant  être 
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pris  anîisî  petit  qne  Ton  veuf,  puisque  Fongine  et  Tex- 
tréiiiilé  se  louchent,  rinfégraleest  nulle. 

Caucliy  ap|)elle  rèsiJu  de  ia  fonclion  nionodrome, 
monogène  rt  continue  y  (z),  pour  la  valeur  c  qui  rend 
f(z)  iuliuie,  l'intégrale 


//(»!'/«, 


2ir  yj  — 

prise  le  long  d'un  conlour  cîrrulaîre  de  rayon  infini- 
ment petit,  décrit  du  point  c*  coninie  centre. 

Théorkme  II.  —  Soient  R,.  R,,  ...,  R„  les  rcsitlus 
de  la  Jonction  f(z)  relatifs  aiir  infinis  r,,  r»,  .  .  . ,  c„ 
de  cette  Jonction,  contenus  à  i^ntèrieur  d\in  contour 
fermé  oit  elle  reste  monodrome  et  niono^ène,  r  inté- 
grale fj(z)  dz  piise  le  long  fie  ce  contour  sera  égale  à 


(R,  -h  R,  H-  .  .  .  -f-  R«)  -inyj—  I  . 

Supposons  qu'il  n'y  ait  que  deux  infinis  dans  le  con- 
tour, el  qn  ils  soient  K's  centres  des  cndes  hcd^  S^^i^ 
appel'«ns  en  général  (M)  Tintcgrale  de  f(z)  le  long  du 
conlonr  désigné  par  M. 

Le  coi\io{uabidfief^hifjl(a  constitue  un  conlonr  ferme 
neconienantpasles  inlinisdey^s)  ^  donc (aùcdatj ghijj/ia) 
est  nul.  Or 

[abcdacf^ltirjka]  =  [au)  -f-  {i^cd)  H-  [da)  -+-  (nef)  -h  {/g) 


le  premier  membre  est  nul  5  (ah)  = —  (da)^  car  ce  sont 
les  mêmes  intégrales  dont  les  li miles  sont  inversées;  de 
même  {Jg)  = — (if)  et  {Jp^(t) -\- {(^^1)  «si  rinlégralc 
proposée,  on  a  donc 

o={bcd)-^{ghi)-hfJ{z]dz. 
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Or  {bcrt]  est  l'inlégrale  prise  le  long  d'un  contour  cir- 
culaire très-pelil  décrit  autour  d'un  infini,  z  marchant 


Fig.  3. 


<lans  le  sens  rétrograde;  cette  intégrale  est,  au  facicur 
près — =1  le  résidu  dGf(z)  ;  donc 

2  TT  y'  —  I 


=  —  27rv/— iR,  —  27r^ —  I  Rj -H  yy  (z)  «/s, 


OU 


Sf[z)dz  =  27r  v^—  I  (R,  +  Rj). 


G.  Q.   F.  D. 


CÂLGt3L    DES    RÉSIDUS. 

Avant  de  monlrer  comment  on  calcule  le  résidu 
d'une  fonclion,  nous  allons  revenir  un  instant  sur  la 
règle  de  la  différentiatîon  sous  le  signe;  y.  Celte  règle 
est  encore  applicable  quand  on  s'adresse  à  une  intégrale 
prise  entre  des  limites  imaginaires,  puisqu'une  telle  in- 
tégrale revient  à  une  autre  prise  entre  des  limites  réelles. 
Enfin  cette  règle  est  encore  applicable  quand  la  variable 
par  rapport  à  laquelle  on  différentie  est  imaginaire. 
En   efTet,    diflérentier    une  quantité  n   par    rapport    à 

x-^-j^ — '>  c'est  calculer  le  rapport 

i\u    ,  du   _ 

-—  dx  '\-  -r-  df 
dr  i\y 

"^ '  • 

dx  -^  dy  s^  —  I 
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Ce  rapport  est  indéterminé  (excepté  si  u  est  une  fonc- 
tion monogène),  et,  pour  en  préciser  le  sens,  on  doit 

donner  le  rapport  —9  ou,  si  Ton  veut,  on  doit  supposer 

X  et  j^  fonctions  données  ç(t),  ^(<)  d'une  même  va- 

tljc        Hy 
riable  /,  et  se  donner  — -  et  —  •  On  diflerentie  alors  le 
'  dt       dt 

long  de  Téléinent  [dx^  dy)  appartenant  à  une  courbe 

dont  les  équations  sont  x  =-  (f  (t) ^  j  =  ^  [t)  '^  on  a  alors 

l'expression  suivante  de  la  dérivée  de  u 

Au    , ,  .       i\u  ..  .  . 


Si  l'on  veut  alors  différentier  l'intégrale 


au     i\u 


par  rapport  à  x-^-yyJ — i,  on  formera  —  »  —  par  la 
règle  ordinaire,  et  Ton  aura 


dV 


d(.r4-/v/--l)        ^  ?'-+-f  V^ 


/ 


ou 


=^  ^=  I   — -. a/x, 

A[.T-\-jr\J—i)     J  â[x-^x)/—i} 

et  l'on  voit  que  Ton  dififérenlie  par  rapport  à  wn  para- 
mètre imaginaire  comme  par  rapport  à  un  paramètre 
réel . 

Lorsque  la  quantité  qui  se  trouve  placée  sous  le  signet 
est  monogène  par  rapport  au  paramètre,  on  peut  rai- 
sonner encore  plus  simplement  en  faisant  observer  que 

— ; ; ,  est  égal  à  -r-y  et  que  diiTérentier  par  rap- 
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port  k  X  -\-y\[—^^  c'est  en  définitive  difïerentîer  par 
rapport  à  la  variable  réelle  x. 

Cela  posé,  calculons  d'abord  le  résidu  de  la  fonction 

^^  '  »  çp  (^)  élant  supposée  finie  et   différente  de  zéro 

pour  5  =  c;  ce  résidu  est 

et  l'intégrale  est  prise  le  long  d'un  conlour  circulaire 
infiniment  petit  décrit  autour  du  point  c  comine  cenlie. 
Soit  Ê  le  rayon  de  ce  conlour,  on  pourra  poser 

et  faire  varier  d  de  o  à  iiz.  En  effet,  la  longueur  àecz 


fîz.i^  (3) 


étant  désignée  par  e,  et  e  restant  constant,  le  point  z 
décrit  le  cercle  de  rayon  s  et  de  centre  c.  L'angle  Q  est 
TangleXc^quezc  fait  avec  TaxeOjr:,  et,  quand  le  point  z 
décrit  le  cercle,  B  varie  évidemment  de  o  à  271.  De  (2), 
on  lire 

r/z=«eV^É?0.v/  — i; 

(i)  devient  alors 


Or  R  est  indépendant  de  la  longueur  du  rayon  e,  qu'il 
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faut  du  reste  supposer  infiniment  petit;  donc,  en  faisant 
^  e  =  G,  on  a 

On  voit  donc  que,  si  f(z)  est  une  fonction  telle  que 

{z-c)/{z), 

pour  z  =  c,  soit  une  quantité  finie  différente  de  zéro, 
cette  quantité  sera  précisément  le  résidu  def[z)  relatif 
a  son  infini  c. 

Reprenons  la  formule  (i),  et  remplaçons  R  par  cp(c), 
nous  aurons 

et,  en  différentiant  m  —  i  fois  par  rapport  à  c, 

on  a  donc 

1  r  y  (z)  fiz    _ 5>"-  •  [cj 

2  7rv/^  J    («  -  ^l"  ""   1.2. 3. ..(m-  i)' 

et  Ton  a  ainsi   le  résidu  d*une  fonction  de   la   forme 

~^ — r^i  OÙ  (f(z)  est  finie  et  différente  de  zéro  pour 

2  =  c,  et  m  entier  et  positif.  Dans  la  suite,  nous  ne  ren- 
contrerons que  des  résidus  de  fonctions  de  cette  forme. 

APPLICATION    DES   PRINCIPES   PRÉCÉDENTS    A    LA    RECHERCHE 

DES   INTÉGRALES    DÉFINIES. 

Proposons-nous  d'abord  de  trouver  la  valeur  de  l'in- 
tégrale définie  suivante,  dans  laquelle  a  est  un  nombre 
positif, 


X 


00       . 

smax  , 


Stcrm.  —  ^n,j  II.  3l 
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A  cet  eiTet,  nous  prendrons  IMntëgrale 


/ 


eaiyl-t 


dz 


z 


le  long  (lu  contour  suivant  formé  :  i**  d'une  droite  ga 
allant  de  —  oo  au  point  a  voisin  de  zéro  ;  2°  d'un  demi- 
cercle  très-petit  abcj  décrit  autour  de  l'origine  avec  le 

Fig.  5. 


rayon  /'^  3"  d'une  droite  allant  de  c  vers  -I-  00  ;  4"<J'u"C 
perpendiculaire  de  à  l'axe  des  y^  située  à  l'infini  ; 
5°  d'une  parallèle  ef  h  l'axe  des  x^  située  à  l'infini; 
6*^  d'une  perpendiculaire  /g'  située  également  à  Tinfini  ; 
nous  aurons^  en  supposant  a  positif, 


(i^)=-f_ 


■r  ^Xy/-X  flj. 


00 


X 


[afjc)  r= 9.1T  \/ —  I .  résidu  de 


^«yPI 


?. 


r=r  —  ir  y^  — 


(de)-.    / 


v'^  =  o, 


00  -4- j  v^—  I 

Le  contour  total  d'intégration  ne  contenant  pas  d'în- 
fini  de  — >  l'intégrale  prise  le  long  de  ce  contour  est 


(483) 
nulle;  donc 

dx  —  'K  /—  I  -H  /      — ^—  dx  =  o. 

Or  la  première  intégrale  devient 


-i 


quand  on  y  change  a:  en  —  x\  ei  par  suite 


X 


r  ^ 


dlr  =r  TT  y^ —  ly 


OU,  pour  r  =  o, 


X 


^ 5inrtjF 


2  V I    dX=  Il  \l I, 

OU  enGn 


La  fonction 

00 


I 


•^ 


ne  contient  donc  pas  a,  mais  elle  en  dépend-,  en  e(Tel, 
en  changeant  le  signe  de  a,  elle  change  de  signe;  cela 
s'explique,  car,  en  posant  ax  =  z,  on  a 

dx  ^=  I  — r-  dz, 

m 

Si  nous  intégrons  fe^'^dz  le  long  de  Taxe  des  x  et  d'une 
parallèle  à  cet  axe  située  à  la  distance  a,  et  si  nous  fer- 
mons ce  contour  par  deux  parallèles  à  l'axe  des  y  situées 
à  TinSni,  x^ous  trouverons  zéroî  ^^  ^^^  intégrales  rela- 
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tives  à  ces  parallèles  à  Taxe  des  y  sont  nulles,  ce  qui  se 
voit  en  écrivant  notre  intégrale  ainsi  : 

-00  Jo 

J/i  —  00 
00 


on  a  donc 

•  H-oo 


/-f-oo  /»-t-oo  __ 

00  J —  00 


on  en  tire 


/-hoo  

6—*'  (cos^.flj:  —  V —  I  ûviinx\dx\ 
-00 

d'où,  séparant  les  parties  réelles  et  imaginaires, 

/-l-QO 
-00 

X-hoo 
e~**  s\n9.axdx, 
-00 

Si  Ton  veut  obtenir  la  valeur  de  l'intégrale  suivante, 
où  a  >>  o, 

'^  cQsaxdx 


L 


QO  ^^ 


on  peut  observer  qu'elle  est  la  partie  réelle  de  celle-ci 

dx^ 

-=0     I-t-*' 

laquelle  est  ëga'îe  à 


!  +  «* 
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prise  le  long  de  Taxe  des  x.  Mais  on  peut  remplacer 
Taxe  des  x  par  un  demi-contour  circulaire  de  rayon  in- 
fini décrit  de  Torigine  comme  centre  et  situé  au-dessus 
de  l'axe  des  x»  En  effet,  à  l'intérieur  de  l'aire  limitée  par 
Taxe  des  x  et  ce  dernier  contour,  la  fonction  intégrée 
reste  finie  et  continue,  pourvu  que  a  soit  positif,  excepté 

pourtant  au  point  z  =  \] —  i  ;  donc  la  différence  des  deux 
intégrales  ne  sera  pas  nulle,  mais  bien  égale  au  résidu 

de relatif  à  z  =  1/ —  i,  c'est-à-dire  à =  niul- 

1-4-*»  V  »  3,  ^_  , 

tiplié  par  2  7r  y/ —  i,  ce  qui  donne  Tre"*.  Mais  Tintégrale 
prise  le  long  du  contour  demi-circulaire  est  nulle;  pour 

l'évaluer,  il  faut  prendre  z  =  Re*^~*  et  faire  varier  0  de 
TT  à  G,  ce  qui  donne 


^Rcosfti/^  — RtinO  , 


'«    I  -f-  R'(cos2Ô  4-  y/—  1  sin2Ô) 
Pour  R  =  30  ,  cette  intégrale  est  bien  nulle,  et  l'on  a 


X 


00 


COSrtX 

dx  =  ver^m 


QUELQUES    PROPRIÉTÉS    DES    FONGTIOIVS. 

Nous  avons  trouvé  que  Tintégrale 

était  égale  à/(jr),  la  fonction  f[z)  étant  monodrome, 
monogène,  finie  et  continue  autour  du  point  x\  soit  donc 

(.)         _L_  rzifirf.  =/(.). 
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On  voit  que  f{x)  a  toujours  une  dérivée,  car  on  peut 
ici  diirérenlier  sous  le  signe  y  par  rapport  à  x;  celle  dé- 
rivée en  a  une  à  son  tour  et  ainsi  de  suite,  ce  qui  est  une 
propriété  précieuse  des  fonctions  monodronies  et  mono- 
gènes. 

Si,  dans  la  formule  (i),  on  pose  z  =  jc -H /«•v^^,  elle 
devient 

cette  formule  contient,  comme  Ton  voit,  un  grand  nom- 
bre  d'intégrales  définies.  La  formule  (i)  donne,  on  la  dif- 
férenlianf, 

ou,  en  posant  z  =;  ré'*'"'  ■+-  x. 

En  appelant  alors  M  le  maximum  du  module  dey(^)  sur 
le  cercle  de  rayon  /•  décrit  du  point  x  comme  centre, 
on  a 


^9>m()d.- — î f'(^]% 

I  .  2  .  .  /î 


ou 

mo(l./"(:r)<^-^'^^;--^M, 
ou 

r"  mot!  ./"(.ri 


M> 


I  .  2  . 3 . .  .  // 


Cette  formule  montre  que,  si  toutes  les  dérivées  ief[x) 
ne  sont  pas  constamment  nulles,  c'est-à-dire  ûj  {x)  n'est 
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pas  une  constante,  Y>n  pourra  toujours  prendre  r  assez 
grand  pour  que  M  croisse  au  delà  de  toute  limite^  doue  : 

Théorème.  —  Une  fonction  monodrome  et  monogène 
devaient  Jorcément  infinie  pour  une  valeur  finie  ou  infi- 
nie de  sa  variable;  donc  aussi  la  considération  de  son 
ini^erse  prouve  quelle  s'annule  pour  une  valeur  finie  ou 
infinie  de  sa  variable ^  donc  enfin  l'équation  f{pc)  =  o  a 
nécessairement  une  racine. 

Reprenons  les  formules 

(2)  —L—    rZlil  ./z  =/(x); 

air  y —  i  •/  *  —  ^ 

la  dernière  peut  s'écrire 

;=        1 dz  +  /  ; r-,  (:r  —  a)  -f-  .  .  . 

J[z-aY^  ^ 


ou,  eu  vertu  de  (i), 


/(ar)=/(a)-+-(x-a)/(a) 
I . •>. . 3 . . .  {n  —  1  ) 


^iC  dernier  terme  tend  vers  zéro  pour  //  =  oo  ,  pourvu  (jue 
X  —  rt  soit  assez  pelil,  etTon  voit  que,  pourx=:^rt,  toutes 
les  dérivées  dey(a:)  ne  sauraient  êlre  nulles,  si  f{x) 
n'est  pas  une  constante.  Supposons  que  les  [n —  i)  pre- 
mières dérivées  seulement  soient  nulles  et  que  la  n' 


îèm» 
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ne  le  soît  pas,  la  formule  précédenie  se  réduît  à 

•^^    ^        V  /    27rv/~l  J    [z-aY[z^xy 

le  facteur  de  (x  —  «)**  ne  sera  pas  nul  pour  a:  =  a,  et  ron 
voit  que,  ûf[a)  est  nul,/(jc)  sera  de  la  forme 

i^{x)  restant  fini  pour  x=  a;  donc  : 

Théorème.  —  Une  fonction  monodrome  etmono  gène 
na  que  des  racines  d'un  ordre  de  multip licite  entier}  il 
en  est  de  même  par  suite  de  ses  infinis. 

Voici  une  dernière  proposition  très-importante  :  Soit 
f'[z)  Isi  dérivée  de  f(z)  5  les  infinis  de  |  .'  seront  sim- 
ples et  se  réduiront  aux  zéros  et  aux  infinis  de/  (z) .  Soient 
^1,^2,...  les  zéros  def{z)  contenus  dans  le  contour  C, 
a,,  a^,...  les  infinis  contenus  dans  le  même  contour 
supposés  en  nombre  fini;  alors 

^{z)  n'étant  plus  ni  nul  ni  infini  dans  le  contour  C^  pre- 
nons les  logarithmes  et  différentions,  on  aura 

/'(g)  __y    ^     __y     ^    _^ 4^' ( g ) , 

Multiplions  par  F(z),  qui  ne  devient  ni  nul  ni  infini 
dans  le  contour  C*,  nous  aurons,  en  intégrant  le  long  de 
ce  contour, 

2irv/— I   J        /(^)  ^  . 

Si  Ton  fait  F  (z)  =  i ,  on  trouve  2m — 2m,  c'est-à-dire  la 
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difTérence  enlre  le  nombre  des  zéros  et  des  înGnis;  mais 
alors 


I 


Iog/(«)  =  lm  —  Ifii 


2ir\/—  I 

log/[z)  =  Iogmod./(z)  —  ^ZITarg./(«); 

ainsi  Q7r(Zm  — Z/i)  est  la  quantité  dont  varie  Targu- 
ment  de  f[z)  le  long  du  contour  C,  ([uand  le  point  z 
ellectue  une  révolution  complète  le  long  de  ce  contour. 

Quand  on  prend  F(^)  =  ^,  on  a 

=    I  "^  }    \   dz=  ima  —  inu, 

THÉORÈMES  DE  CAUCHY  ET  DE  LAURENT. 

Nous  terminerons  ces  considérations  préliminaires  en 
donnant,  d'après  Cauchy  et  le  commandant  Laurent,  une 
nouvelle  forme  au  théorème  de  Maclaurin. 

SoitJ'[x)  une  fonction  finie  continue  monodrome  et 
monogène  à  l'intérieur  dUin  cercle  de.  rayon  ^, décrit 
de  l'origine  comme  centre.  Elle  sera  dêveloppable  par 
la  formule  de  Maclaurin  pour  toute  valeur  de  x  com- 
prise à  V intérieur  du  cercle  en  question. 

En  effet,  si  Ton  décrit  un  cercle  de  rayon  R'  un  peu 
plus  petit  que  R  de  Torigine  comme  centre,  on  aura, 
en  intégrant  le  long  de  ce  cercle, 


pourvu  que  le  point  x  soit  situé  dans  son  intérieur*,  alors 
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le  module  de  z  sera  plus  grand  que  celui  de  x  et,  — — — 
<$taiit  développé  suivant  les  puissances  de  x,  on  aura 


Or  on  sait  que 


'      27rv/—  ij      2'"^'  1.2.3.../»' 

on  aura  donc 

f[x)  =/(o)  +  f/'(o)-H....+  -^l-/-(o)-f-...} 

ce  (|u'il  fallait  prouver. 

Si  la  fonction  f[x)  est  finie  ^  continue ,  monodrome  et 
monogène  à  l'intérieur  d'une  couronne  circulaire  Je 
rayons  R  et  R',  ayant  sqn  centre  à  V  origine  y  elle  sera 
développable  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
dans  cette  couronne  en  une  double  série  procédant  sui- 
ifant  les  puissances  entières  ascendantes  et  descen^ 
duntes  de  x. 

En  effet,  soit/^  un  signe  d'inlégralîon  indiquant  que 

la  variable  reste  sur  un  cercle  de  rayon  A  décrit  de  Torî- 
gine  comme  centre,  soit  r  un  peu  plus  petit  que  R,  et  r 
uu  peu  plus  grand  que  R',  la  somme 
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sera  égale  à  Tintégrale  i  — ^— ^  e/z  prise  le  long  d'un  cercle 

J  z  —  x 

de  rayon  très-petit  décrit  autour  du  point  x  intérieur  à 
la  couronne;  en  sorte  que,  si  Ton  observe  que  celle-cî 

est  égale  à  27c  y/ —  ij(x)^  on  aura 

ou  bien,    en   observant  que  mod.^  >•  mod.  j:  et   que 
iiiod.z'<^mod.jr, 

j^/(z)./.(i+i-,-j;H-...) 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Exemples.  —  log(i  -+-x)  estdéveloppableàrintérieur 
d'un  cercle  de  rayon  i  décrit  de  l'origine  comme  centre, 
mais  il  cesse  d'être  développable  au  delà  comme  Ton  sait, 
et,  en  eûet,  pour  x  =  —  i ,  le  logarithme  de  i  -f-  j:  est 
infini. 

Le  point  critique  de  (i  —  x)'"  est  x  =  i,  c'est  ce  qui 
explique  pourquoi  la  formule  du  binôme  cesse  d'avoir 
lieu  quand  le  module  de  x  est  supérieur  à  Tunilé,  etc. 


REMA.nQOE    CONCERJNÀNT    LES    FO^CTIOKS    PÉRIODIQUES. 

Une  fonction  y  (j:)  possède  la  période  cd  quand  on  a 
et,  par  suite,  /i  étant  entier, 


(  %■>'.  ) 

—  X  V— X 

e"         possède  évidemment  la  période  «  ;  quand  on  donne 

une  valeur  pariîculière  à  e  "^  ,  il  en  résulie  pour  cç 
une  série  de  valeurs  de  la  forme  jCo  4-  ww,  n  désignant  un 
entier  et  Xo  un  nombre  bien  déterminé.  Si  donc  on  con- 
sidère une  foncliony  (x)  monodrome  quelconque  possé- 
dant la  période  oi),  elle  pourra  être  considérée  comme  fonc- 

tion  Ae  y  =  €  «  et,  si  Ton  se  donne  j*,  x  ayant  les  va- 
leurs Xo  4-  n  ûi),y(j:)  prendra  les  valeurs 

Ainsi,  y  étant  donné,  y*(j:)  aura  une  valeur  unique  et 
bien  déterminée^  il  en  résulte  c\\xe  f[x)  est  fonclioif 
monodrome  de  y. 

Il  résulte  de  là  que  toute  fonction  périodique  mono- 
drome possédant  la  période  œ  pourra  se  développer 
suiv^ant  les   puissances    ascendantes   et   descendantes 

de  e"  à  t intérieur  de  certaines  couronnes  circu* 

laires. 

aux  V^— t 

Mais  quand  e  »  décrit  un  cercle,  son  module  reste 
constant;  or,  si  Ton  pose 

il  se  réduit  à 


«M-A' 


{A  désignant  une  fonction  linéaire  de  a  et  |3,  et  pour 
que  cette  expression  reste  constante,  fx  doit  rester  con- 
stant; X  décrit  donc  une  droite,  de  direction  fixe  d'ail- 

21CX  V— I 

leurs,  quand  on  fait  varier  le  module  de  e  «  .  Ainsi 
c^est  entre  deux  droites  parallèles  que  le  développement 
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de  f  {x)  sera  possible,  Tune  de  ces  droites  ou  même 
toutes  les  deux  pouvant  s'éloigner  à  Tinfini. 

Ce  théorème  nous  servira  à  jeter  les  fondements  do  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques. 

NOTIONS    SUR    LES   FONCTIONS    ALGÉBRIQUES.. 

Une  fonction  y  y  définie  par  une  équation  de  la  forme 

o\xf(x^y)  désigne  un  polynôme  entier  en  x  et  j^,  qui 
n'admet  pas  de  diviseur  entier,  est  ce  que  Ton  appelle 
une  fonction  algébrique.  L'équation  qui  la  définit  est 
dite  irréductible. 

Une  fonction  ainsi  définie  est  susceptible  d'autant  de 
valeurs  pour  une  même  valeur  de  x  qu'il  y  a  d*unités 
dans  le  degré  de  y  pris  relativement  à  j^*,  mais  ces  va- 
leurs ne  peuvent  pas  être  séparées  les  unes  des  autres 
et  ne  constituent  qu'uue  seule  et  même  fonction,  ainsi 
que  l'a  démontré  M.  Puiseux. 

1®  Une  fonction  algébrique  ne  peut  s'annuler  que  si  le 
dernier  terme  de  l'équation  qui  la  définit  s'annule,  et, 

par  suite,  elle  n'a  qu'un  nombre  limité  de  zéros.  -  est 

défini  par  une  équation  algébrique  que  l'on  sait  former 
et  n'admet,  par  suite,  qu'un  nombre  limité  de  zéros*, 
donc  y  n'admet  qu'un  nombre  limité  d'infinis  qui  sont 
les  racines  de  Téqualion  obtenue  en  égalant  à  zéro  le 
coefficient  de  la  plus  haute  puissance  iny  dans  l'équation 
qui  sert  à  le  définir. 

2°  Nous  admettrons  que  y  est  une  fonction  continue 
de  x<i  excepté  pour  les  points  où  y  devient  infini  ou  ac- 
quiert des  valeurs  telles  que  l'on  ait  à  la  fois 
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encore  en  ces  points  n'y  a-t-il  pas,  h  proprement  parler, 
disconlinuité,  mais  simplement  indétermination  d^une 
certaine  espèce  dont  nous  parlerons  plus  loin  ]  nous  don- 
nerons à  ces  points  le  nom  de  points  criliques. 

Nous  supposons  ce  théorème  connu  du  lecteur,  et,  en 
réalité,  il  est  supposé  connu  de  toutes  les  personnes  qui 
s'occupent  de  Calcul  différentiel;  il  est  impossible  de 
prendre  la  dérivée  d'une  fonction  implicite  sans  Tad- 
mettre. 

3**  La  fonction  algébrique j^  admet  une  dérivée  bien 
déterminée  en  tout  point  qui  n'est  pas  critique  :  cela  ré- 
sulte de  la  règle  de  la  différentiation  des  fonctions  im- 
plicites, et  Ton  a 

^^d^.d/ 
dx  ùx  *  àjr    . 

expression  finie  et  déterminée  si  —  n'est  pas  nul. 

4°  La  fonction  algébrique  j"  est  monodrome  à  l'inté- 
rieur de  tout  contour  ne  contenant  pas  de  point  critique. 
Considérons,  en  effet,  un  contour  fermé  C  ne  contenant 
aucun  point  critique  ;  supposons  que  la  variable  x  dé- 
crive un  certain  chernîn  continu  à  l'intérieur  de  C,  en 
partant  du  point  Xq  pour  y  revenir.  Soient  S  ce  chemin, 
y-Q  la  valeur  de  y  en  jTq  aii  départ,  et  j^i  la  valeur  que 
prend  y  quand  x  revient  en  Xq.  Si  Ton  n'a  pas^i  =j^o» 
ri  ne  pourra  être  qu'une  des  valeurs  àej.  Cela  posé,  dé- 
formons le  chemin  S  en  le  réduisant  à  des  dimensions  de 
plus  en  plus  petites.  Quand  ce  chemin  se  sera,  dans  toutes 
ses  parties,  suffisamment  rapproché  de  jCq,  h*s  valeurs 
àc  y  le  long  du  contour  S  seront,  en  vertu  de  la  conti- 
nuité de  j^,  aussi  peu  différentes  que  l'on  voudia  dej^o» 
et,  par  suite,  différeront  de  j^  d'une  quantité  finie, 
puisque,  à  Tinlérieur  du  contour  C  dans  lequel  nous  che- 
minons, les  valeursdej^  sont  nettement  distinctes*,  donc, 
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quand  le  contour  S  sera  devenu  suflisamnient  petit,  y  re- 
viendra en  Xo  avec  sa  valeur  initiale /o-  Mais,  s'il  n'en  est 
pas  toujours  ainsi,  il  est  clair  que,  pendant  que  le  cou- 
leur S  se  déforme,  il  arrive  un  moment  où  /  revient 
encore  en  Xo  avec  la  valeur  yi  différente  de  ^09  tandis 
qu'un  moment  après  il  reviendra  avec  la  valeur  primi- 
live  7^0-  Soient  donc  deux  contours  So  et  Si,  infiniment 
îoisins,  ramenant  jr  Tun  avec  la  valeur  jo)  Taulre  avec 
la  valeur  yi  ;  considérons  deux  mobiles  parcourant 
ces  contours  en  restant  toujours  infmiment  voisins  Tun 
(le  l'autre  :  en  deux  points  infiniment  voisins,  y  ne 
pourra  avoir  que  des  valeurs  infiniment  peu  diffé- 
rentes» En  efTet,  si  Ton  considère,  à  chaque  instant, 
la  différence  des  valeurs  de  y  en  deux  points  cor- 
respondants, cette  différence,  d'abord  infiniment  petite, 
restera  telle,  car  elle  varie  d'une  manière  continue 
comme  y^  et  elle  ne  saurait  devenir  finie  que  si  l'on  con- 
sidère deux  racines  distinctes  de  l'équation/ (j:,y)  =  o*, 
mais,  pour  passer  d'une  valeur  à  une  autre,  y  serait 
obligé  de  rompre  la  continuité,  à  moins  que  Ton  ne  soit 
précisément  dans  le  voisinage  d'un  point  critique  où 
deux  valeurs  distinctes  day  sont  suscepiibles  de  différer 
infiniment  peu  Tune  de  l'autre  pour  une  même  valeur 
de  X.  Ainsi  donc,  /  revient  toujours  en  jTo)  avec  la  même 
valeur  y^t  si  Ton  ne  sort  pas  du  contour  C.      c.  q.  f.  b. 


Discussion   de  la  fonction   ^x  —  a. 

Il  est  intéressant  d'étuJier  la  manière  dont  les  fonc- 
tions algébriques  permutent  leurs  valeurs  les  unes  dans 
les  autres  autour  des  points  critiques:  nous  renverrons, 
pour  cet  objet,  le  lecteur  à  un  Mémoire  de  M.  Puiseux, 
inséré  au  t.  XV  du  Journal  de  AI.  Lioimlle,  Il  sullira, 
en  effet,  pour  le  but  que  nous  avons  en  vue,  de  discuter 
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les  fonctions  de  la  forme  ^X,  où  X  représente  un  poly- 
nôme  entier  en  x. 

Commençons  parla  fonction j^  =  ^/j^  —  a,  dans  la- 
quelle a  est  une  constante.  Celte  fonction  a  deux  valeurs 


-h  ^x  —  a     et     —  s^x  —  a^ 

en  chaque  point  égales  et  de  signes  contraires.*  Nous 
n'avons  à  considérer  qu'un  seul  point  critique,  le  point  a 
pour  lequel  les  deux  valeurs  de  y  deviennent  égales  à 
zéro.  La  fonction  y  ne  cesse  donc  d'être  monodrome 
qu'à  rinlérieur  d'un  contour  contenant  le  point  a. 
Posons 

re  '  sera  représenté  par  la  droite  qui  va  du  point  a  au 
point  a:  (la  résultante  de  deux  droites  représentant,  il 
ne  faut  pas  Toublier,  la  somme  des  imaginaires  repré- 
sentées par  ces  droites)  \  on  aura 


sjx  —  a  == 


s    t 

r    e 


Si  le  point  x  décrit  un  contour  fermé  contenant  le  point  a, 

la  droite   re   ~'  joignant  le  point  a  au  point  x  tournera 
eu  décrivant  un  angle  total  égal  à  2  tt^  la  fonction 


^x  —  a  = 


r    e 


reviendra  alors,  quand  x  reviendra  au  point  de  départ 
correspondant  à  ô  =  ôo?  avec  la  valeur 

—  \x  —  a  =z  r    e 

Ainsi  Teffet  d'une  rotation  autour  du  point  a  est  de 
changer  le  signe  de  la  fonction  y. 
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DISCUSSION  DE  LA   FONCTION 


V^A(x  — a)  (jc^b)  (x  —  c)  ...  {x  —  /). 


Quand  le  point  x  tournera  autour  du  point  a,  sjx  —  a 
changera  de  signe;  ainsi  : 

Quand  la  vaiiable  décrira  un  contour  fermé  conte- 
nant une  des  quantités  a^  b^  , ,  ,^  1,  la  fonction  re- 
vendra au  point  de  départ  auec  un  changement  de 
signe 

Quand  la  variable  décrira  un  contour  fermé  conte- 
nant  un  nombre  pair  de  points  critiques,  un  nombre 

pair  de  facteurs  \Jx  —  a,  ^x  —  6,  .  . .  changeront  de 
signes,  et  la  fonction  re^^iendra  au  point  de  départ  a^^ec 
sa  valeur  initiale;  ce  sera  Vim^erse  quand  le  contour 
contiendra  un  nombre  impair  de  points  critiques. 

Au  lieu  de  décrire  un  contour  fermé  simple ,  la 
variable  peut  tourner  plusieurs  fois  autour  d'un  ou 
de  plusieurs  points  critiques  ;  mais  ce  cas  complexe 
ne  présentera  aucune  difficulté  et  se  ramènera  aux 
précédents. 

Je  suppose,  par  exemple,  un  contour  ayant  son  ori- 
gine en  o  et  présentant  la  forme  ci-dessous  :  quand  la 

Fi{î.  6. 


variable   a  suivi  le    chemin   optSy    la    fonction    arrive 

Sturm.  —  An.^  W,  33 
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en  s  avec  une  valeur  que  j'appellerai  y,<f  et  quand  x  par- 
courl  le  chemin  sqrs^y  revient  eïi  s  avec  la  valeur  — j,^ 
en  sorte  que  l'on  pourrait  supprimer  la  boucle  sqrs  et 
partir  de  o  avec  la  valeur — j^\  on  pourrait  de  même 
supprimer  la  boucle  iiptu  en  partant  avec  la  valeur 
initiale  -f-J^o?  il  reste  alors  le  chemin  optsqruo  qui  con- 
tient le  point  a  et  Ton  revient  en  o  avec  la  valeur  — y^, 

ÉTUDES    DES    PREMIÈRES    TRANSCE^'DA.^TES 
QTJR    l'on    REMCOINTRE    DANS    LE    CALCUL    INTÉGRAL. 

Les  fonctions  entières  s'intègrent  immédiatement,  les 
fonctions  rationnelles  s'intègrent  en  les  décomposant  en 
fractions  simples  :  quand  ces  fractions  simples  sont  de  la 

forme  , r  ?  elles  s'intègrent  immédiatement:  quand 

elles  sont  de  la  forme 5  elles  ne  s'intègrent  plus  au 

moyen  de  signes  algébriques,  ou  du  moins  on  ne  sait 
plus  les  intégrer  de  cette  façon. 

On  rencontre  aussi  des  fractions  de  la  forme 

Mo:  4-  N 


(:c'-4-/?.r  -+-«7)"' 

mais,  en  adoptant  les  imaginaires  dans   le  calcul,  ces 

A 

fractions  se  réduisent  à  la  forme -• 

[x flj" 

L'intégrale  de  est  la    fonction   logarithmique 

bien  étudiée  dans  les  éléments  et  bien  connue  5  on  con- 
çoit cependant  que  la  découverte  des  logarithmes  ait  pu 
suivre  celle  du  Calcul  intégral,  et  il  est  intéressant  de 
voir  comment  on  aurait  pu  étudier  les  propriétés  de  la 
nouvelle  fonction. 
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Et  d'abord  il  y  a  lieu  de  se  dt^mander  si  l'intégrale  de 

engendre  réellement  une  fonction  transcendante, 


X  — a 

OU  seulement  une  fonction  réductible  aux  fonctions  al- 
gébriques; nous  allons  voir,  en  étudiant  ses  propriétés, 
qu'elle  constitue  une  fonction  nouvelle.  D'abord,  en 
mettant  à  partie  facteur  A  constant  et  remplaçant  .r  —  a 
par  a:,  on  ramène  cette  intégrale  à  la  forme 


/ 


tlx 

—  • 

X 


Posons 

C  dx 

le  signe  log  étant  employé  pour  représenter  la  nouvelle 
fonction  (nous  précisons  notre  intégrale  avec  la  limite  i 
et  non  zéro,  afin  qu'elle  soit  finie.) 

Nous  pouvons  prouver  :  i**  que  logx  n'est  pas  mono- 
drome  et  par  suite  ne  peut  pas  être  rationnel;  2"  que 
Jogo:  a  une  infinité  de  valeurs  pour  une  même  valeur 
de  a:,  et  qu'il  ne  saurait  alors  coïncider  avec  une  fonc- 
tion algébrique  qui  n'en  a  qu'un  nombre  limité. 

Pour  le  prouver,  observons  que  l'on  peut  aller  du 
point  1  au  point  x^  soit  directement  par  le  cbemin  \x 


Fig.  7, 


//• 


rectilîgne,  ce  qui  fournît  la  valeur  que  nous  appellerons 
logj*,  soit  par  tout  autre  chemin.   La  valeur  de  l'inté- 
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grale  prise  le  long  d'un  chemin  qui,    avec  xi,  forme 

un  contour  fermé  ne  contenant  pas  l'origine  où  -  est 

Mb 

infini,  donnerait  la  même  valeur  logj:^  mai»  si,  pour 
aller  de  i  à  :r,  on  suit  un  chemin  qui  enveloppe  le 
point  o,  tel  que  celui  qui  est  figuré  en  pointillé,  l'inté- 
grale prise  le  long  de  ce  contour,  augmentée  de  l'inté- 
grale prise  le  long  de  xi,  sera  égale  à  l'intégrale  prise 
le  long  d'un  cercle  de  rayon  très-petit  décrit  autour  du 
point  o\  on  aura  donc,  en  se  rappelant  que  celle  der- 
nière est  égale  à  ±  a  tt  y/ —  i , 


j  -^ log.r  =  — 2.n^ — r; 


Je  mets  —  2Ti^ — i,  parce  que  l'intégrale  doit  être  prise 
dans  le  sens  rétrograde^  on  a  donc  dans  ce  cas 


/ 


dx 


rrz:  log.r  —  2  TT  y 


I  • 


Si,  au  contraire,  la  figure  avait  la  disposition  ci-desspus 

on  aurait 

*d.T  

Fig.  8. 


P 


I 
1 
\ 


0 


.  .:....^'>^ 


Il  y  a  plus,  si,  au  lieu  de  suivre  un  contour  simple 
comme  les  deux  précédents,  on  suit  un  contour  en- 
tourant 2,  3,  4>    •••    lois  l'origine,   tel   que  celui  ci- 


(  5oi   ) 
dessous  qui  l'entoure  trois  fois,  ii  est  clair  que  Ton  aura 

/  —  =  logx -4- 2,4>^*  •   ^  v' — '» 

Fig.  9. 


dans  le  cas  de  la  figure,  on  a 


j  —  z=  ]ogx  -+-  Gtt  v^  —T. 


Ainsi  la  valeur  générale  de  Tintégrale  considérée  est 


Xr désignant  un  entier,  et  ces  valeurs  de  logx  sont  insé- 
parables les  unes  des  autres;  ainsi,  quand  le  point  x 
passe  en  a  pour  la  seconde  fois,  Tintégrale  y  acquiert 
une  valeur  égale  à  la  précédente  augmentée  de  aw,  ei 
cela  en  vertu  de  la  continuité  ;  en  d'autres  termes,  on 
ne  pourrait  assigner  à  logj:  une  valeur  déterminée  en  a 
qu'en  rompant  la  continuité  de  cetle  fonction. 
Si  Ton  considère  l'équation 


d.r       dy 


X 


=  0, 


on  en  lire  d'abord 


r  dx      r'<jy_ 
Ji    ^  ^  Ji  y  ~^ 


const. 


(  5o2  ) 
ce  que  l'on  peut  ëcrîre 

(i)  log^  +  logj  =  log«, 

a  désignant  une  constante.  Mais  on  en  tire  aussi 

Xdji'  -+-  xdy  =  o, 
ou 

(2)  xy=b^ 

h  désignant  une  constante.  Les  formules  (2)  devant  être 
identiques,  faisons  a:  =  i  ;  (1)  donnera  log^  =  loga  et 
(a)  donnera  j^=i,  ce  qui  exige  que  «  =  è.  Des  for- 
mules (1)  et  (2)  on  lire  alors,  en  remplaçant  h  par  a, 

logjr-t-logT-^logorj, 

ce  qui  est  la  propriété  fondamentale  de  la  fonction  lo- 
garithmique. 

La  fonction  inverse  de  logj:  sera  représentée  par  e  (x), 
en  sorte  que,  si 

on  aura 

la  propriété  fondamentale  des  logarithmes  donne  la 
propriété  fondamentale  des  exponentielles 

ce  qui  conduit  à  écrire 

e[x)  —e*, 
<Lt  comme  Ton  a 


y  désignant  Tune  des  valeurs  de  logx,  on  a 

la  fonction  e'  est  alors  périodique  et  a  pour  période 


(  5o3  ) 


aÀTTy/ —  I.  De  la 'formule 
on  tire 

dx 
dy 

y  étant  le  logarithme  de  x,  on  voit  que  la  dërîvëe  de  la 
fonction  exponentielle  e^  prise  par  rapport  à  y  est  celte 
fonction  elle-même  \  on  est  alors  conduit  à  représenler  e* 
au  moyen  d'une  série,  et  sa  théorie  s'achève  comme  dans 
les  éléments. 

On  voit  ainsi  que  la  découverte  de  Neper  eût  été  faite 
par  les  inventeurs  du  Calcul  inGnitésimal  dès  les  débuts 
du  calcul  inverse. 

DES  DIVERS  CHEMINS  QUE  PEUT  SUIVRE  LA  VARIABLE 
DANS  LA  RECHERCHE  DES  INTÉGRALES  DES  FONCTIONS 
ALGÉBRIQUES. 

Toute  fonction  algébrique  y  étant  monodrome  à  l'in- 
térieur d'un  contour  ne  contenant  pas  de  point  cii- 
tique,  son  intégrale  sera  nulle  le  long  d'un  pareil  con- 
tour; donc  : 

1°  L'iïilégrale  prise  le  long  d'un  contour  quelconque 
x^x  pourra  être  remplacée  par  l'intégrale  prise  le  long 
du  contour  recliligne  x^x^  si  entre  ce  contour  et  le 
contour.donné  il  n'existe  pas  de  point  critique. 

2°  Si,  à  Tinlérieur  du  contour  C formé  par  le  chemin 
rectiligne  et  le  chemin  donné,  il  existe  un  point  cri- 
tique a^  on  pourra  remplacer  le  chemin  donné  par  un 
autre  allant  de  x^  vers  un  point  a  très-voisin  du  point 
critique  sans  sortir  du  contour  C,  tournant  ensuite  le 
long  du  cercle  décrit  de  a  comme  centre  avec  oLa  pour 
rayoji,  revenant  en  «,  puis  en  a'o  par  le  chemin  a Xo  i"'" 


(_  5o4  ) 
verse  du  chemin  XqCC  suîvi  tout  4  rhjeure,  enfin  allant 
par  le  chemin  recliligne  de  x©  à  x.  En  effet,  le  nouveau 
chemin  et   Tancien  ne  comprennent  entre  eux  aucun 

point  critique. 

Fig.  10. 


s.^0 


^•t: 


==    5V£y/ 


Le  ciiemîn  formé  d'une  ligne  allant  de  Xo  au  point 
a  voisin  du  point  critique  a,  tournant  autour  de  ce 
point  et  revenant  en  Xq  par  la  route  déjà  suivie  pour 
aller  de  Xq^  est  ce  que  Ton  appelle  un  lacet, 

Nous  avons  figuré  ci-dessus  un  lacet  en  séparant 
l'aller  du  retour  pour  bien  montrer  comment  le  lacet 
peut  se  substituer  au  contour  C. 

S'^  Si,  entre  le  contour  C  formé  par  Iq  chemin  recli- 
ligne et  le  contour  donné,  il  existait  plusieurs  points 
critiques,  on  pourrait  remplacer  ce  contour  par  une 
série  de  lacets  suivis  de  la  droite  x^x. 

4°  Supposons  que  le  contour  d'intégration  donné 
rencontre  la  droite  Xf^x^  enp^q. 


On  pourra  remplacer  le  chemin  x^lp  par  une  série  de 
lacets  et  par  la  droite   XqP'^  on  est  alors  ramené  au 
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chemin  x^pmq^  que  Ton  peut  remplacer  par  une  s^rîe 
de  lacets  suivis  de  xq^  et  ainsi  de  suite;  donc  : 

Théorème.  —  7*07/5  les  chemins  que  Von  peut  suivre 
pour  aller  de  Xq  en  x  peus^ent  être  remplacés  par  une 
série  de  lacets  ajant  leurs  origines  et  leurs  extrémités 
en  0*0,  suivais  du  contour  rectiligne  x^x  (*). 

Nous  dirons  qu'un  lacet  unit  deux  valeurs  j^,-  et  j^,- 
quand  ces  deux  valeurs  de  y  se  permutent  Tune  dans 
l'autre  lorsque  Ton  suit  ce  lacet. 

INÎais  nous  préciserons  encore  davantage  :  en  général, 
en  suivant  un  lacet,,  on  ne  permute  que  deux  valeurs  de 
la  fonction  j-;  toutefois  il  pourra  se  faire  qu'en  suivant 
un  même  lacet  plusieurs  fois  de  ^uite,  on  obtienne  une 
permutation  circulaire  des  valeurs  ynjKa»  }'8i  •  •  •  de  /; 
nous  considérerons  comme  distincts  tous  les  lacets  par- 
courus avec  des  valeurs  initiales  différentes  àey»  Ainsi, 
par  exemple,  si  le  point  a  est  un  point  critique  ordi- 
naire, deux  racines  ji  et  yu  se  permuteront  l'une  dans 
l'autre  en  parcourant  ce  lacet;  nous  le  supposerons 
double,  mais  seulement  pour  la  commodité  du  langage, 
en  sorte  que,  s'il  est  parcouru  avec  la  valeur  initiale  /,, 
nous  le  considérerons  comme  formant  un  premier  lacet 
unissant  yi'k  yi^  et  s'il  est  parcouru  avec  la  valeur  ini- 
tiale j^i,  nous  le  considérerons  comme  un  second  lacet 
distinct  du  premier  et  unissant  y^  à  j)';. 

De  même,  si  au  point  a  trois  valeurs j^,-,  7*/,  y*  se  per- 
mutaient entre  elles,  on  aurait  à  considérer  le  lacet  cor- 
respondant comme  triple  :  l'un  des  lacets  simples  unirait 
ïi^yj  ®'  serait  parcouru  avec  la  valeur  initiale  7"^,  et 


{*)  Il  Ta  sans  dire  que  nous  supposons  que  le  chemin  rectilifjne  x^x 
ne  rencontre  pas  de  point  critique.  S'il  en  rencontrait  un,  ce  qui  n'arri- 
vera que  dans  des  cas  tout  particuliers,  il  faudrait,  pour  l'exactitude  du 
théorème,  éviter  ce  point  en  déformant  le  contour  rectilign'). 
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ainsi  de  suite.  Ainsi,  au  mol  lacet  est  atiachée  Tidée 
d'un  chemin  et  l'idée  d'une  valeur  initiale  de  y  bien 
déterminée. 

DES    INTÉGRALES    ELLIPTIQUES. 

Dès  les  débuts  du  Calcul  intégral,  on  est  arrêté  par 
des  difûcultés  insurmontables  quand  on  veut  calculer  la 
fonction  dont  la  dérivée  dépend  d^un  radical  carré  re- 
couvrant  un  polynôme  d^un  degré  supérieur  au  second. 
Cette  difficulté  provient  de  ce  que  la  fonction  clierchée 
dépend  de  nouvelles  transcendantes  irréductibles,  comme 
Ta  prouvé  M.  Liouville,  aux  transcendantes  étudiées 
dans  les  Éléments  ou  aux  fonctions  algébriques.  Le- 
gendre,  qui  soupçonnait  cette  inéductibîlîlé,  s'est  sur- 
tout attaché  à  étudier  les  propriétés  analytiques  des 
transcendantes  les  plus  simples  auxquelles  conduit  le 
Calcul  intégral,  et'  a  créé  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

On  donne  le  nom  d'intégrales  elliptiques  à  des  inté- 
grales de  forme  simple,  auxquelles  on  peut  ramener  les 
intégrales  de  la  forme 

(i)  \=fF(a:,x)dx; 

où   F(x,  y)  désigne  une  fonction  rationnelle  de  x  et 
de  jTy  et  où  j  représente  un  radical  de  la  forme 


A,  B,  C,  D,  E  désignant  des  coefficients  constants. 
Nous  supposerons  le  polynôme  placé  sous  le  radical  dé- 
composé en  facteurs,  et  nous  aurons 


G  désignant  un  nombre  quelconque  réel  ou  imaginaire. 
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On  simplifie  la  formule  (i)  en  posant 

on  (rouve  alors 

fa)  V=J*(Ç,>,)^, 

^(|,  y?)  désignant  une  fonction  rationnelle  de  \  et  de  y}, 
et  Yî  désignant  le  radical 

jr  =  V^G[a~a-f.(^-a)g][«-p-h(^-P)Ç].... 

Les  puissances  impaires  de  \  sous  le  radical  disparaî- 
tront si  Ton  pose 

(«  ^  a)  (ô  _  P)  4.  («  _  P)  (ft  _  a)  =  o, 

d'où  Ton  tire 

inh  —  («  -f.  ^)  (a  +  p)  -h  2ap  =  o, 
^ab  —  (aH-6)(7-h^)  4-  27^  =  0, 


OU 


a  -h  p  —  7  —  d 
«4-^=      ^^"P~^'^^ 


a  +  P  — 7— <^ 


Ces  équations  montrent  que  a  ^X.  h  sont  racines  d'une 
é(|uation  du  second  degré  facile  à  former.  On  pourra 
donc  toujours  supposer  que  la  quantité  placéf?  sous  le 
radical  y?  ne  contient  que  le  carré  et  la  quatrième  puis- 
sance de  la  variable  ^. 

Cette  transformation  semble  tomber  en  défaut  quand 
on  a  a-f-j3  —  y  —  d=  o;  mais  alors  on  a 

r  =  y/G[4J^  —  (a  4-  p)  JT  4-  ap][x»  —  (a  4-  P)^  4-  7'ÎJ, 
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et  il  suffi i  de  poser 

2, 

pour   faire   disparaître   les  puissances  impaires   de  la 
variable» 

Remarque  /.  —  Il  esl  bon  d'observer  que,  si  le  produit 
{x — ol)[x  —  (3)(.r  —  y){x  —  î).  est  réel,  les  quan- 
lîlés  a  eib  pourront  toujours  être  supposées  réelles;  en 
effet,  la  condition  de  réalité  des  raeines  de  Téquation 
du  second  degré  qui  fournit  a  et  6  est 

(a?  -  y$y  -  [ap  (7  -f-  (î)  -  7^(a  -Hp)](«+P~7  —  «*)*>o. 

Le  premier  membre  de  cette  égalité  s'annule  pour 
a  =  y,  a  =  J,  p  =  y,  |3  =  J,  et  Ton  constate  facilement 
quil  est  égal  à  (a  —  7)  (a  —  5)  ((3  —  7)((3  —  5).  11  est 
donc  réel  si  a,  j3,  7,  J  sont  réels.  Il  est  encore  réel  si, 
ce  que  Ton  peut  supposer,  a  et  (3  sont  conjugués,  et  si  y 
et  5  sont  réels  ou  conjugués.  Ainsi  donc  on  peut  tou- 
jours supposer  a  ei  b  réels  si 

est  un  polynôme  à  coefficients  réels. 

Remarque  II,  —  Si  le  polynôme  placé  sous  le  radical 
Y  n'était  pas  décomposé  en  facteurs,  en  remplaçant  x  par 

—  et  en  annulant  les  coefficients  de  E  et  £•  sous  le 

radical,  on  obtiendrait  la  même  simplification. 

Remarque  III.  —  Si  l'on  avait  * 


en  posant 

or  — a=:Ç», 
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on  trouverait 

4>  désignant  une  fonction  rationnelle  de  Ç  et  de  y}. 

Ainsi  toute  intégrale  telle  que  V,  dans  laquelle  y  dé- 
signe un  radical  carré  recouvrant  un  polynôme  du 
troisième  ou  du  quatrième  degré,  peut  être  ramenée  à  la 
forme 

V=/*(x,r)^/x, 
jr  désignant  un  radical  de  la  forme 


V^G(i  -h  mx^){i  -H  /îo;*), 


m  et  »  désignant  des  constantes,  et  il  est  clair  qu'en 
posant 

m 
on  pourra  ramener  le  radical  à  la  forme 

Posant  alors 

les  intégrales  que  nous  nous  proposons  d'étudier  pren- 
dront la  forme 

F  désignant  toujours  une  fonction  rationnelle.  Nous 
verrons  par  la  suite  que  la  quantité  A*,  à  laquelle  on  a 
donné  le  nom  de  module^  peut  toujours  être  censée 
rcelle  et  moindre  que  Tunité. 
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BÉDUCTION    DES    INTÉGRALES    ELLIPTIQUES 
À    DES    TYPES    SIMPLES. 

Reprenons  l'intégrale 
(i)  Y=fF{x,y)dr, 

dans  laquelle  nous  avons  vu  que  l*on  pouvait  supposer 


F(x,y)  peut  toujours  être  mis  sous    la  forme  y--^ — U 

qj  et  4*  désignant  deux  fonctions  entières  de  x  et  j'; 
mais  une  fonction  entière  de  x  et  de  ;^  peut  toujours 
être  censée  du  premier  degré  en  y,  car^'  est  une  fonc- 
tion entière  de  x^y*  est  le  produit  de  jr  par  une  fonc- 
tion entière  de  j:,  etc.  On  peut  donc  poser 

A,  B,  C,  D  désignant  des  polynômes  entiers  en  x,    ' 

Si  l'on   multiplie   les  deux  termes  de  cette  fraction 
par  C  —  D/,  elle  pre>id  la  forme 

M  et  N  désignant  deux  fonctions  rationnelles  de  x,  et 

Tvr  Ny 

comme  JX^x  =  — ^^j  on  peut  encore  écrire 

F(x,r)  =  M+?, 

P  désignant  une  nouvelle  fonction  rationnelle  de  x;  la 
formule  (i)  donne  alors 

La  première  intégrale  s'obtient  par  des  procédés  bien 
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conniis  et  peut  s*exprimer  au  moyen  des  logarithmes  et 
des  foncuons  rationnelles.  Il  reste  alors  à  ctudier  les  in- 
tégrales de  la  forme 

Je  dis  que  Ton  peut  toujours  supposer  qu'il  n'entre 
dans  l'expression  de  P  que  des  puissances  paires  de  x\ 
en  eflfet,  on  peut  poser 

P=-r =— » 

H,  K,  I,  L  désignant  des  polynômes  entiers  en  jr^^  et, 
par  suite,  on  a 

(H  +  Ka:)(I-Lx)^ 
P  peut  donc  être  censé  de  la  forme 

M,  N,   S  désignant  des  polynômes  entiers  en  x^,  La 
formule  (2)  donne  alors 


rMdx        fxN      rix 


La  seconde  intégrale,  en  posant  j:*  =  z,  prend  la  forme 


//(-) 


d 


s/[i^z)(i-A-z] 


o\if(z)  est  rationnel  en  z\  elle  pourra  donc  s'obtenir 
par  les  procédés  enseignés  dans  les  Eléments  du  Calcul 
intégral.  11  ne  resté  donc  plus  qu'à  s'occuper  des  inté- 
grales de  la  forme  (2),  dans  lesquelles  P  ne  contient  que 
des  puissances  paires  de  x. 

La  fonction  P,  étant  décomposée  en  éléments  simples, 


(.5,2) 

A 


m' 


se  composera  de  termes  de  la  forme  Ax^*"  et  7—5—    -  r 

niy  A  el  a  désignant  des  constantes,  et  l'intégrale  U  se 
composera  elle-même  de  termes  réductibles  aux  formes 


/a72'«   ,                 r         dx 
dx,     V  =  \  T-i î 


)my 


L'intégrale  u  peut  encore  se  simplifier,  et  Ton  peut  tou- 
jours supposer  m  =  o  ou  m  =  i  :  il  suffit  pour  cela  d'ob- 
server que  Ton  a 

a,  6,  c  désignant  des  constantes  que  Ton  déterminera  en 
faisant  les  calculs  indiqués-,  on  en  conclut  la  formule  de 
réduction 


jf^im—3 


ICj 


/.r"«                     rx^-*                   /*jf"»-< 
—  dx  -h  h  I   dx  -\-  c  \   dx , 
y           J    y            J    X 

—  dx  de  proche  en  procl 

quand  on  connaîtra 

/dx  Cx'^dx 

7   "   J— ' 

il  suffira  poiir  celad'y'faire  successivement  m  =  2,  3,. . . . 
Quant  à  l'intégrale  v  elle  est,  à  un  facteur  constant  près, 
la  dérivée  prise  par  rapport  à  a^  de  celle  que  l'on  ob- 
tient en  supposant  m  =  i. 

DES  TRANSCENDANTES  DE  LEGENDRE  ET  DE  JACOBI. 

En  définitive,  les  intégrales  de  la  forme 

f^f,^,y)dx, 

011  F  désigne  une  fonction  rationnelle  de  x  et  d'un  ra- 
dical carré  recouvrant  un  poljnôme  du  quatrième  de* 
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gré,  peuvent  se  calculer  au  moyen  des  fonctions  algé- 
briques,  logarilhiniques,   circulaires,   et   au  moyen  de 
trois  transcendantes  nouvelles  : 


/, 


) 

dr 


OU 


•  r de 


) 


La  première  est,  comme  on  le  verra,  la  plus  impor- 
tante :  ce  sont  les  trois  intégrales  elliptiques  de  pre- 
mière, de  deuxième  et  de  troisième  espèce. 

Legendre  pose  x  =  sincp;  les  trois  intégrales  précé- 
d(  ntes  deviennent  alors,  en  prenant  pour  limites  infé- 
rieures zéro, 

'f df 

v/i  —  X'sin'^ 


I   r?       dv  I    r? , —-, —  , 


et 


i 


€l^ 


Iq    (i — asiï«^<p]v^i — X'sin'y 

la  première  était  pour  Legendre  l'intégrale  de  première 

espèce,  rintégrale  i     ^i  — A*sin*y  rfrp  était  l'intégrale 

Jo 

de  deuxième  espèce,  la  troisième  était  Tîntégralede  troi- 
sième espèce.  L'intégrale  de  deuxième  espèce  représente 
l'arc  d'ellipse  exprimé  eu  fonction  de  l'anomalie  excen- 
trique de  son  extrémité. 

^  est  ce  que  Legendre  appelait  V amplitude  des  trois 

Stlrm.  —  yfn.,  II.  33 
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intégrales,  k  porle  le  nom  de  module,  a  est  le  para^ 
mètre  de  Tîntégrale  de  troisième  espèce. 

Legendre,  dans  son  Traité  des  fondions  elliptiques, 
étudie  surtout  les  propriétés  des  trois  intégrale»  que 
nous  venons  de  signaler,  et  indique  le  moyen  d'en  con- 
struire des  Tiiblcs.  Mais  Abel  et  Jacobi,  se  plaçant  à  wn 
point  Je  vue  beaucoup  plus  élevé,  ont  considéré  les  in- 
tégrales elliptiques  comme  des  fonctions  inverses;  pour 
bien  faire  saisir  la  pensée  qui  a  guidé  ces  géomètres 
dans  leurs  recherches,  nous  ferons  observer  que  les  loga- 
rithmes et  les  fonctions  circulaires  inverses  pourraient 
être  définies  par  les  formules 

loi'.r  =  I      — »      arcsmjr=  I  %  •••» 

et  auraient  certainement  été  étudiées  avant  Texponen- 
tielle,  le  sinus,  etc.,  si  ces  fonctions  directes  n^avaient 
pas  été  fournies  par  des  considérations  élémentaires.  Le 
£11  de  l'induction  devait  laisser  penser  que  l'intégrale 


X 


dx 


ne  définissait  pas  une  fonction  aussi  intéressante  que 
son  inverse. 


1      .  r^  dy 

ÉTUDE   DE  L  INTÉGRALE   I         ,-_ = = 

Avant  d*éludîer  la  fonction  elliptique,  il  convient, 
pour  la  commodité  de  l'exposition,  d'étudier  l'intégrale 
un  peu  plus  générale 


ia    si    r  —  a 


dx 


v/U-«Mr-P)(r-v)(J'-*J 
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X  est  une  fonction  évidemment  continue  de  y,  tant 
que  j^  n'est  égal  à  aucune  des  quantités  a,  P,  7,  5,  oo  ,  et 
réciproquement  y  sera  une  fonction  continue  de  x\  et, 
lors  même  que  /  passe  par  la  valeur  a  par  exemple, 
X  reste  continu.  En  effet,  posant  x=f(y)y  on  a 

X  sly-'^>l[y-my-i){y-^ 

cette  expression  e3l  fînie  comme  Ton  sait;  on  a  aussi 
et,  par  suite, 

/(«  +  A)-/(a)      • 

dy  I 


=i 


a -h  A 


N/7~«v/(r-P)(r-7)(r-^)' 

soient  M  une  quantité  dont  le  module  reste  supérieur  à 
celui  de  -        ■  -y  t  une  quantité  dont  le 

\^(r-P)(r-7)(r-*) 

module  est  au  plus  égal  à  i ,  on  aura 

cette  quantité  est  bien  infiniment  petite.  Ainsi   : 

Théorème  I.  —  La  fonction  x  et,  par  suite,  son  in- 
verse Y  sont  continues  j  excepté  quand  y  ou  xsont  infinis. 

Pour  préciser  le  sens  de  la  fonction  t,  il  faut  sup* 
poser  que,  pour^  =  o,  le  radical  ait  une  valeur  déter- 
minée, que  nous  représenterons  par  -t-  y/afîycJ,  et  quand 
je  dis  que,  pour  y^  =  o,  le  radical  a  cette  valeur,  j'enlends 

parla  que  l'intégrale  est  engendrée  avec  la  valeur  -f-  y  afiyd^ 
qui  pourra  prendre  au  point  o  la  valeur  —  yja^yâ  quand 
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(a  vai  iabic  y  reviendra  en  ce  point.  Cela  posé, 

Théorè^^p  II.  —  La  fonction  y  admet  rieux  périodes , 

En  effet,  les  contours  que  l'on  peut  suivre  pour  en- 
gendrer l'intégrale  x  peuvent  se  ramener  :  i°  au  con- 
tour rectiligne  O}^  ^  2**  à  ce  contour  précédé  de  contours 
fermés  aboutissant  en  o  et  formés  de  lacets. 

Soient  A,B,C,  D  les  valeurs  que  prend  Tintégrale 
autour  des  lacets  relatifs  aux  points  a,  (3,  y,  5. 

Appelons  i  la  valeur  que  prend  l'intégrale  x  quand  le 
chemin  que  suit  la  variable  y  est  le  contour  recti- 
ligrïc  075  X  pourra  prendre  les  valeurs  suivantes  :  1°  la 
valeur  i;  2<»  les  valeurs  A  —  i,  B  —  i,  C  —  1 ,  D  —  i(*). 

En  effet,  par  exemple,  la  variable  y  parcourant  d'a- 
bord le  lacet  A  dans  le  sens  direct  ou  dans  le  sens  ré- 
trograde, X  prend  la  valeur  A,  le  radical  revient  en  o 
avec  sa  valeur  primitive  changée  de  signe,  la  variable 
décrivant  ensuite  le  chemin  oy^  l'intégrale  prend  le 
lorigde  ce  chemin  la  valeur  — 1,  et  l'intégrale  totale  se 
réduit  à  A  — 1. 

3**  En  général,  quel  que  soit  le  sens  dans  lequel  on 
parcourt  un  lacet,  la  valeur  de  l'intégrale  ne  dépend 
que  du  signe  du  radical  à  l'entrée  du  lacet,  et  ce  signe 
change  à  la  sortie  du  lacet  ^  il  en  résulte  que,  si  la  valeur 
initiale  du  radical  est  précédée  du  signe  -|-,  la  valeur 
générale  de  x  sera 

A  — B +  C  — D-h...=i=/, 


(*)  L'intégrale  le  long  d'un  lacet  est  facile  à  cuJcuier;  supposons  qu'il 
s'agisse  du  lacet  relatif  au  point  a,  elle  se  composera  de  l'intégrale  recti- 
ligne (Oa),  de  l'intégrale  prise  le  long  du  chomin  circulaire  décrit  au- 
tour de  a,  intégrale  nulle,  et  de  l'intégrale  rectiligne  (aO),  laquelle  est 
égale  à  (  O  a  )  parce  qu'elle  est  parcourue  en  sens  invei'sc  de  (  0  a  )  et  avec 
le  signe  —  placé  devant  le  radical.  Ainsi  A  =  2  (Oà  )  ;  le  radical,  en  effet, 
change  de  signe  quand  le  point^  tourne  autour  de  a. 


le  signe  de  i  ëianl  -H  s'il  est  précédé  d'un  nombre  pair 
de  termes,  —  s'il  est  précédé  d'un  nombre  impair  de 
termes  ;  de  sorte  que,  si  l'on  pose 

P  =  /w,(A~  B)-f-Wa(A~C)  -f-iw,(A  — D) 

-+-/W4(B  — C)  -hWfc(B— D;4-w«(C— D), 

^19^2)  •••f'Tie  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs, 
les  valeurs  de  x  seront  de  la  forme 

I  P4-/,     P-f-A-/,     P-f-B-/, 
^    '  \     "  P  -h  C  —  /,     P  -f.  D  —  f , 

que  l'on  peut  simpliCcr.  Eu  effet,  si  Ton  intègre 

dy 


f 


le  long  d'un  cercle  de  rayon  inCni  décrit  de  l'origine 
comme  centre,  on  obtient  un  résultat  nul,  mais  cette  in- 
tégrale est  aussi  égale  à  la  somme  des  intégrales  prises 
successivement  le  long  des  quatre  lacets;  donc 

A  —  B-f-C  —  D  =  o, 

si  Ton  pose 

A  —  B=:eo,     B — C  =  o, 

on  aura 

B=:A  —  «,     C  =  A  — w-^ci,      D=A  —  B-4-C  =  A  — C2r> 

A  —  B  =  cj,     A  —  C=«-|-ij,      A  —  l)=rcT, 

B  — C  =  cT,     B— D  =  cT  — w,      C— D  =  — w. 

La  quantité  P  est  donc  de  la  forme  mw  H-z/tJ,  et  les  di- 
verses valeurs  de  a:  de  la  forme 

m» -i- «cT  H-/     ou     moi -\- nvj -{- A  —  /. 

Les  quantités  m  et  n  désignantdes  entiersquelconques. 
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il  résulte  de  là  que,  si  l'on  hhy  =f[x)^  on  aura 

(4)     /(ww-l-/ïCT+  i):=f(m(ù-\-ntS'h  A  —  /)=/(/); 

la  fonction  y  admet  donc  les  deux  périodes  w  et  tr. 

Si  nous  partageons  le  plan  en  une  infinité  de  parallé- 
logrammes, dont  les  côtés  soient  (ù  et  tr,  ces  parallélo- 
grammes porteront  le  nom  de  parallélogrammes  des  pé- 
riodes, et  nous  pourrons  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  III.  —  Dans  chaque  parallélogramme  des 
périodes,  la  Jonction  y  prend  deux  fois  la  même  valeur 
pour  deux  valeurs  distinctes  de  x. 

On  peut  démontrer*  directement  que  la  fonction^  est 
monodrome  dans  toute  Télendue  du  plan..  En  effet,  si  le 
poinlj"  se  meut  dans  une  portion  du  plan  qui  ne  con- 
ticiit  pas  des  points  critiques,  x  reste  fonction  mono- 
drome de  j,  et  Téquation 

A)       /  x  =  o 

fournil  une  série  de  valeurs  de  x  comprises  dans  un  cer- 
tain contour  C.  Réciproquement,  la  racine  y  de  cette 
équation  ne  pourra  cesser  d'être  monodrome  qu'autour 
des  points  où  j  acquerrait  des  valeurs  multiples  ou  au- 
tour desquels  le  premier  membie  de  Téquation  cesse- 
rail  iVôlre  monodrome  ou  fini  par  rapporl  à^^  or,  la 
dérivée  du  premier  membre  de  noire  équation  relative 
à  y  ne  s'annule  que  pour  y  =  00  5  les  seuls  points  oùj 
pourrait  cesser  d'être  monodrome  correspoudenl  donc  à 
y  =  a,  [3,7,  5  et  00, 
Posons  donc 

dy  dz 

-^  =  2Z  — 0 
ilj;  dx 


(5.9). 
la  formule  (A)  deviendra 


/. 


2d* 

—  *  =  O. 


La  fonclion  z  ne  cesse  évidemment  pas  d'être  mono- 
drome  autour  du  point  z  =  o,  et,  par  suile,^  ne  cesse 
pas  d'être  monodrome  autour  du  point  a  (a,  (3,  y  sont, 
bien  entendu,  supposés  diilérents  les  uns  des  autres). 

Si  Ton  veut  étudier  ce  qui  se  passe  autour  du  point 
a:  =  Ç,  pouJ  lequel j^  =  oo  ,  on  posera 


I 


on  aura  alors,  au  lieu  de  la  formule  (A), 


•/oo 


et,  en  raisonnant  comme  plus  haut,  on  voit  que  cette 
équation,  pour  y  =  go  ou  pour  z  =  o,  ne  cesse  pas 
d'être  monodrome  par  rapport  à  x. 

Nous  verrons  plus  loin  une  démonstration  lumineuse 
de  ces  résultats,  mais  il  était  nécessaire  de  présenter  ces 
considérations  pour  faire  comprendre  l'esprit  qui  nous 
guide  dans  nos  recherches. 

Noire  but  dans  ce  paragraphe  était  de  montrer  com- 
ment on  pouvait  être  conduit  à  concevoir  des  fonctions 
possédant  deux  périodes. 

ÉTUDE    ET    DISCUSSION    DE    LA    FOMCTION    siu  amX. 

Considérons  l'intëgrale 

■  Jo     V^(i-r')(«-A'/') 

qui  est  la  plus  simple  de  celles  auxquelles  se  ramènent 
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les   intégrales  que   nous   avons  considérées  plus  haut 

Legendre  posait 

y  =  sin  f  ; 

îl  obtenait  alors  la  relation 


f  était  ce  qu'il  ap;)elait  Tamplitude  de  l'intégrale  x. 
Alors,  en  posant  ^  =  amx,  on  a 

/  =  sinamjp; 

le  nom  de  sinamx  est  resté  à ^  considéré  comme  fonc- 
tion de  X.  Nous  adopterons  la  notation  de  Gudermann, 
plus  simple  que  la  précédente,  due  à  Jacobi,  et  nous 

aurons 

y  =  sinama:  =  snj?, 


^i  — j^=  cosamjc  =  cnx , 
V^i  —  h^y^=^  dnjc, 

=r  iangamA'=  tnx. 


Nous  reviendrons  d'ailleurs  sur  ces  formules  pour  en 
préciser  le  sens  et  déterminer  le  signe  qui  convient  à 
chaque  radical.  Dans  ce  qui  va  suivre,  h  sera  quel- 
conque, mais,  dans  la  pratique^  h  sera  généralement 
réel  et  moindre  que  l'unité. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  au  paragraphe  précédent  : 
1°  La    fonction  snx  sera   continue,  monodrome  et 
monogène  dans  toute  l'étendue  du  plan, 
a**  Elle  possédera  deux  périodes^  l'une 

correspondant  aux  deux  lacets  successifs  et  relatifs  aux 
points    critiques  — i  et-i-i.   Nous  l'appellerons   4^» 


a 
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nous  observerons  qu'elle  est  réelle  quand  k  est  rëel,  et 
d'ailleurs  moindre  que  l'unité  en  valeur  absolue, 


_  1"  "X 


Fautre  période  est 

A  désignant,  pour  abréger,  le  radical  j  on  peut  la  repré« 
senter  par  aK'^— 7,  en  posant 


Si  ]*on  fait 


on  trouve 


h  est  ce  que  Ton  appelle  le  module^ 

//  est  le  module  complémentaire^ 

K  est  V intégrale  complète^ 

K'  est  V intégrale  complète  complémentaire. 

Ainsi  les  côtés  du  parallélogramme  des  périodes  sont 

4Ket  nYsIsF^i. 

3"  La  fonction  snx  passe  deux  fois  parla  même  va- 
leur dans  le  parallélogramme,  et,  d'après  la  discussion 
faite  au  paragraphe  précédent, 

sn  (^K  —  jr)  =:  snx. 

4"  La  fonction  sno:  s^annule  en  particulier  deux  fois 
dans  chaque  parallélogramme^  et  comme  on  a  évidem- 
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xnent  sno  =  o,  les  zéros  de  snjr  sont   donnés  par  les 
formules  o  et  2K,  ou,  plus  généralement, 


4K./W  -f-2K/i\/— I  /  „  _.-     / 

2(2m -+- i)K -i-2  K'/îV— I  ) 

5®  Cherchons  les  inGnis  de  sno:.    LHin    d'eux   sera 
donné  par  la  formule 


=    1         -^      ou       2U=    I 


00 


A 


ql  Ton  peul  supposer  que  le  contour  d'intégration  soit 
recliligne  en  laissant  d'un  même  côté  de  lui-même  les 

points  critiques  -h  i  et  +Yvet,  de  l'autre  côté,  —  i  et 

A' 

— -*,  mais  un  tel  contour  peut  être  remplacé  par  un 

demi-cercle  de  rayon  infini  décrit  sur  lui-même  comme 
diamètre,  à  la  condition  d'y  adjoindre  les  deux  lacets 
relatifs  aux  points  critiques.  Or  le  contour  circulaire 
donne  une  intégrale  nulle-,  on  a  donc 


2a 


et,  par  suite, 

a=K'v/=^,     et     sn(K-+-K'/^)  =  ^. 

Ainsi  l'un  des  infinis  de  sno:  est  K'^ — i,  et,    comme 

^n(2K  —  x)  =sna:,  un  autre  infini  sera  2R  —  K  y/ — 1. 
En  général,  les  infinis  de  snx  seront 

4wK  H- (2/î -m)K'v/--^         I  

/  \^r      I  \^r,  I &  ou  2K/w-f-(2^/-M)KV— !• 
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6^  On  a,  comme  il  est  facile  de  le  voir, 

snjp  =  —  sn(  —  jc), 

7*  snK'y/ — I  étant  infini,  posous,  dans  l'équation 

j^  ==  T-  >  X  =  K!  y/ —  I  -f-  f  :  nous  aurons 

^=i;=V^(i-z')(i-X'z'); 

d'où  nous  concluons,  z  s^annulaut  avec  ^, 

«=:iiisnr=:zhsn(— kV"^-'»)  =±sn(KV^  4- Jc)i 
et,  par  suite, 

sn(KV— 1-+-^)  = 


ztii 

_  • 

ksnx* 


or  pour  X  =  K  on  trouve  t  :  donc 


sn 


(kV— I  H-^) 


k  snx 
8^  Enfin  Ton  a 


sn 


(K)  =  i,     sn(KH-K'v/=7)  =  l. 


SUR    LES    FONCTIONS    DOUBLEMENT    PÉRIODIQUES. 

La  discussion  faite  au  paragraphe  précédent  nous  a 
révélé  Texisteuce  de  fonctions  monodronies  et  mono- 
gènes possédant  deux  périodes.  Ces  fonctions  (et  les 
fonctions  elliptiques  sont  les  plus  simples  d'eiitie  elles) 
jouissent  de  propriétés  communes  qui  peuvent  en  sim- 
plifier l'étude^  nous  commencerons  par  faire  connaître 
ces  propriétés. 

Sans  doute  une  bonne  partie  de  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques  pourrait  être  faite,  et  môme  a  été  édi- 
fice  avant   la   découverte,    toute   récente,    de  ces  pro- 
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piélés;  maïs  leur  connaissance  explique  bien  des 
iiiéLliodes  d'investigation  qui  pourraient,  sans  cela, 
être  regardées  comme  des  artifices  de  calcul  heureux, 
mais  peu  propres  à  éclairer  sur  la  méthode  dMnvention. 

TnÉORÎiME  I.  —  //  n  existe  pas  de  fonction  mono- 
dronie  et  monogène  possédant  deux  périodes  réelles  et 
distinctes. 

En  effet,  si  la  fonction  y  (x)  possédait  les  deux  pé- 
riodes («)  et  C7,  on  aurait 

/( X -H /// w  H- /îct)  =/(a:), 

m  ei  n  désignant  deux  entiers  quelconques.  Or,  si  o)  et  C7 
sont  commeusurables,  soit  a  leur  plus  graude  commune 
mesure  et 

Si  Ton  pose 

m  A  -h  ni  =z  I , 

cette  équation  aura  toujours  une  solution,  car  k  et  / 
peuvent  être  censés  premiers  entre  eux.  On  aura  donc 

mkaL-\-  nloiz=z  (x.     ou     /?/ w -{- /î  o  =  a, 
par  suite 

/(x+a)=/(ar); 

a  serait  donc  une  période  et  w  et  u  seraient  ses  mul- 
tiples. Si  0)  et  CT  sont  incommensurables,  on  pourra  tou- 
jours satisfaire  à  la  formule 

W  W  -f-  /2  CT  =  e, 

où  e  est  très-petit.  Il  suffit,  en  effet,  pour  cela,  de  ré- 
duire -  en  fraction  continue  :  soit-  une   réduite  quel- 

conque, ^la  réduite  suivante;  —sera  compris  entre  ces 
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deux  réduites  dont  la  différence  — ;  tend  vers  zéro.  On 

pourra  donc  poser,  en  supposant  o  <C  ^  <[  '  ? 

a       p         0 

•^""7       7'/' 
et 


m 


L  7  77  J  L        7  77  J 


Or  on  peut,  eu  supposant-  irréductible  (ce  qui  a  lieu 

pour  les  réduites  d'une  fraction  continue),  prendre 
mq  -h  np  =z  15  mais  m  et  n  sont  le  numérateur  et  le  dé- 
nominateur de  la  réduite  qui   précède  -;  donc  -7-  <C  t 

7  7 

et  m ot)  -+-  n CT  se  réduit  à  une  quantité  moindre  que  — » 
c'est-à-dire  aussi  petite  que  Ton  veut  e.  On  aurait  donc 

e  étant  aussi  petit  que  Ton  veut.  La  fonction 

admettrait  donc  une  infinité  de  racines  s,  2e,  3e,.  •• 
dans  un  espace  fini  du  plan;  l'intégrale 


^-^)-/(-^) 


serait  donc  infinie,  ce  qui  est  absurde.  Il  est  évident  que 
deux  périodes  dont  le  rapport  est  réel  ne  peuvent  pas 
coexister  non  plus.  En  elfet,  soii  r  le  rapport  des  pé- 
riodes *,  on  pourra  poser 


bi  =  ru, 
et  Ton  aura 


/(ar+«)=/(j?),     /(u:-f.r«)=/(a:) 
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ou 

en  désignant  par  F  (  -  j  la  fonction y^( or)  ç  x  étant  quel- 
conque, on  aurait 

F(x-m)4-F(jp),      F(jP4-r)  =  F(ar), 

et  la  fonctîon  F  aurait  les  périodes  réelles  i  el  r. 

Théorème  TI  —  Une  fonction  monodrome,  mono- 
gène  et  continue  ne  saurait  auoir  plus  de  deux  pé^ 
riodes. 

En  effet,  soient  rt-t-i  \/ — i,  a'+  fc'y/ — i,  a^-^-  h"^—- 1 
trois  périodes  de  la  fonction /"(x),  s'il  est  possible.  Je 
dis  qne  Ton  pourra  toujours  trouver  trois  entiers  m, 
/?/,  /?/',  tels  que  Ton  ait 

a'"  —  ma  -h  w'/?'  4-  m" a"  <  c , 
h'"  =  mb  4-  m'b'  -t-  m"b"  <f , 

e  étant  un  nombre  si  petit  que  Ton  voudra.  Eu  eflct, 
considérons  la  quantité 

a'"b"^b"'a"^m[ab"  —  ba" ) -^  m! [a' b"  —  b' a" ] -, 

on  pourra  toujours,  comme  on  Ta  vu  dans  la  démon- 
stration du  théorème  précédent,  choisir  m  et  m!  de  telle 
sorte  que  a!"V'  —  b'"a"  soit  moindre  qu'une  quantité 
donnée,  et  même  de  telle  sorte  que  l'on  ait 


// 


ab"  —  ba"  ,a'b"  —  b'a'' 


a"  -  b"'  ^     ou      m -^;y~-  +  m   ^„ <  S , 

c'est-à-dire,  en  valeur  absolue, 


a" 


(1)  «-<,î+r_., 
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mais  m  et  m^  ayant  été  ainsi  détermines,  on  pourra  tou- 
jours choisir  mf'  de  telle  sorte  que  Ton  ait  en  valeur 

absolue 

b"  mb  b'  ^       , 

-p     ou     _4-/w'p-hm'<-, 

et,  par  conséquent, 

On  pourra  donc,  en  vertu  de  (i),  prendre 


«*<^-f- 


2 


{(^")  désignant  la  valeur  absolue  de  a",  ou,  en  définitive, 

(a")  (b") 

prendrea'''<^ — ^- Or,  de  (a),   on  tire  b'"  <^^- — ^5  ainsi 

2  2 

on  pourra  prendre  (i'"  et  b"^  moindres  en  valeur  absolue 

que  les  demi-valeurs  absolues  de  a"  et  b" ,  Gela  étant, 

•  considérons  les  quantités 

a^^'^n'a'  -f-  n"  ^i"  4-  /i*^  A 

b'^=n'b'  -\- n"  b"  -[- n'"  b'" ', 

on  pourra  choisir  les  entiers  //,    71" y  11!"  de   telle  sorte 

u"*  b" 

que  l'on  ait  en  valeur  absolue  d"^  <^ — j  b^^  <^ — .  On 

it  2 

pourra  déterminer  d'une  façon   analogue  des  nombres 

a^<^  —  9  b^  <C^  — 5 et  ainsi  de  suite-,  mais  d'\  a^^y  cC ^  ... 

sont  des  fonctions  linéaires  à  coefficients  entiers  de  a, 
.  «',  a!^ \  de  même  M',  Z>'^,  fc^,  .  .  .  sont  des  fonctions 
linéaires  à  coefficients  entiers  de  i,  fe',  è'^5  ces  fonctions 
linéaires  vont  en  décroissant,  au  moins  aussi  rapide- 
ment que  les  termes  de  la  progression  géométrique  de 

raison  -•,  donc   elles  peuvent  être  prises  moindres  que 

toute  quantité  donnée.  c.  Q.  F.  o. 
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Si  donc  la  fonction y(x)  admettait  les  trois  périodes 
a-hbyj — 1,  a!-^V\l — i,  a" -\-¥  \l — i,  elle  admet- 
trait une  période  a^*^  +  è^'^  \j — i  de  module  aussi  petit 
que  l'on  voudrait;  /^(j^-f-e) — f{^)=^^  aurait  donc 
une  infinité  de  racines  dans  un  espace  limité,  ce  qui  est 
absurde.  11  n'y  aurait  d'exception  à  cette  conclusion 
que  si  l'un  des  nombres  a,-  et  son  correspondant  bi  s'an- 
nulaient rigoureusement.  Mais  alors,  en  appelant  o),  w', 
co'',  pour  abréger,  les  trois  périodes  et  en  désignant  par 
m,  m',  m"  trois  entiers,  on  aurait 

(  1  )  /7i  w  -h  m' w'  -h  ///"  w"  1=  O. 

Soient  //',  le  plus  grand  commun  diviseur  de  m  et  m',  et  //, 
ft'  les  quotients  de  m  et  m!  par  m',  \  si  l'on  pose 

pw  -4-  p'  w'  =  0) , , 

on  pourra  toujours  choisir  w  et  w' de  telle  sorte  que  le 
déterminant  ^n' — n[f!  soit  égala  i  pour  des  valeuis 
entières  de  n  et  n';  alors  co  et  w'  s'çxprimeront  en  fonc- 
tions linéaires  de w'j  et  coi,  à  coefficients  entiers.  On  aura 
ensuite,  au  lieu  de  (i), 


///  ,  W  ,   -{-  /W    fù"  =  o. 


Divisant  les  deux  membres  de  celte  formule  par  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  m',  et  de  m" y  elle  prend  la 
forme 


et  si  Ton  prend  //,  ^i!'  —  //^p'^  =  i ,  ce  qui  est  possible^  et 
si  Ton  pose 


n^  w,  -I-  «  w=:  Wj, 


o/|  et  w'' seront  des  multiples  de  w^.  En  résumé,  co  et  o) 
sont  fonctions  linéaires  et  à  coefficients  entiers  de  w'^  et 
de  Wj,   c'est-à-dire  de  cOj  et  de  Wj.  Il  en  est  de  même 


de  (ù"\  nos  trois  périodes  se  réduisent  donc  à  deux  de  la 
forme  pou",  ■+-  q(^u  P  ©t  q  désignant  des  entiers. 

THÉORÈME    DE    M.    HERMITE. 

Théorème.  —  L'intégrale  d'une  Jonction  double- 
ment périodique  prise  le  long  d'un  parallélogramme 
de  périodes  est  nulle. 

Ce  théorème,  ou  plutôt  cette  remarque  fondamen- 
tale, est  due  à  M.  Hermite  :  elle  est  presque  évidente.  En 
effet,  le  long  de  deux  côtés  opposés,  la  fonction  prend 
les  mêmes  valeurs,  mais  la  dilTétentielle  de  la  variable 
y  prend  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires-,  la 
somme  des  intégrales  prises  le  long  des  côtés  opposés  est 
donc  nulle,  et  il  en  est  de  même  de  l'intégrale  totale. 

Première  conséquence.  —  Une  fonction  doublement 
périodique  s'annule  au  moins  une  fois  et  devient  infinie 
au  moins  une  fois  dans  chaque  parallélogramme  des  pé- 
riodes, car  sans  quoi  elle  ne  deviendrait  jamais  ni  nulle 
ni  infinie;  mais  le  théorème  de  M.  Hermite  nous  ap- 
prend que  dans  chaque  parallélogramme  il  y  a  au  moins 
deux  infinis  et  deux  zéros. 

En  effet,  si  dans  un  parallélogramme  il  n'y  avait 
qu'un  infini,  Finiégrale  prise  le  long  du  parallé- 
logramme serait  égale  au  résidu  relatif  «à  cet  infini  multi- 
plié par  it:  yj — i.  Or  ce  résidu  ne  saurait  être  nul; 
donc  il  ne  saurait  y  avoir  un  seul  infini  dans  le  paiallé- 
logramme  :  il  ne  saurait  non  plus  y  avoir  un  seul  zcro^ 
caria  fonction  inverse  n'aurait  qu'un  seul  infini. 

Deuxième  conséqukivce.  —  Dans  chaque  parallé^ 
logrammcy  il  y  a  autant  de  zéros  que  d'infinis. 

En  effet,  son  f[z)   une  fonction   h   deux   périodes, 

7y— I  aura  les  mêmes  périodes 5  en  l'intégrant 

Sturm.  —  An.^  II.  34 
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le  long  d'un  parallélogramme,  on  doit  trouver  zéro,  ou 
la  diiïércnce  entre  le  nombre  des  zéros  et  des  infinis  de 
f{z):  celle  différence  est  donc  nulle. 

Troisième  conséquence.   —  En  intégrant 

le  long  du  parallélogramme  des  périodes,  et  en  appe- 
lant Cl)  et  C7  les  périodes,  on  trouve  la  différence  entre 
la  somme  des  zéros  et  celle  des  infinis  contenus  dans  ce 
parallélogramme;  elle  est 

La  première  intégrale  est  prise  le  long  de  la  période  u, 
et  la  seconde  le  long  de  la  période  a>;  en  effectuant,  ou  a 

ou^en  appelant  m  et  ai  des  entiers, 

[ologi  —  wlogi]=  ma  H-  /io>; 

27ry/ — I 

celte  quantité  est  une  période. 

Quatrième  conséquence.  —   Une  fonction  double 
ment  périodique,  qui  admet  n  infinis ,  ou,  ce  qui  revoient 
au  même,   n  zéros  dans  un  parallélogramme  de  pé- 
riodes, passe  aussi  n  fois  par  la  même  valeur  a  à  Vin-- 
térieur  de  ce  parallélogramme. 

En  effet,  soil/(a:)  une  telle  fonction, /(x)  —  a  aura 
aussi  n  infinis  cl,  par  suite,  n  zéros;  donc/(x)  passe 
//  fois  par  la  valeur  a. 

Une    fonction   doublement   périodique   qui    possède 
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n  infinis  dans  un  parallélogramme  élémentaire  est  dite 
d* ordre  n. 

J^a  somme  des  valeurs  de  la  variable  a*,  pour  les- 
quelles/(j:)  prend  la  même  valeur,  est  constante  à  des 
multiples  des  périodes  près;  en  effet,  d'après  ce  que  Ton 
a  vu  (troisième  conséquence), /^(.e)  —  a  est  nul  pour 
n  valeurs  de  z  qui,  à  un  multiple  des  périodes  près,  ont 
une  somme  égale  à  celle  des  infinis  def(x). 

Il  n'y  a  pas  de  fonctions  du  premier  ordre,  puisque 
toute  fonction  à  deux  périodes  a  au  moins  deux  infinis 
dans  chaque  parallélogramme  élémentaire,  et  les  fonc- 
tions doublement  périodiques  les  plus  simples  sont  an 
moins  du  second  ordre. 

Nous  allons  maintenant  essayer  d'établir  directement 
l'existence  des  fonctions  monodromes,  monogèiies,  con- 
tinues et  doublement  périodiques. 

REMàRQUES    RELATIVES    AUX    PRODUITS    IMFIIIIS. 

Nous  allons  bientôt  avoir  à  considérer  des  produits 
de  la  forme 

tW=    n  II      ('  +  a  +  J  +  w)' 

et  il  est  bon  *de  montrer  dès  à  présent  que  la  valeur  du 
produit  en  question  dépend  de  la  manière  dont  gn  Tef- 
fectue,  c'est-à-dire,  en  définitive,  de  Tordre  des  facteurs. 
Considérons^  en  eftfet,  m  et  n  comme  les  coordonnées 
d'un  point,  et  faisons  le  produit  de  tous  les  facteurs  cor- 
respondant à  des  valeurs  de  m  et  n  intérieures  à  une 
courbe  Ci  et  de  tous  les  facteurs  correspondant  à  des  va» 
leurs  de  m  et  «  intérieures  à  une  courbe  Cj.  Soient  P, 
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et  Pt  les  produits,  on  aura 

meln  désignant  les  valeurs  entières  comprises  entre  les 
deux  contours  C|  et  Cf  On  en  tire 

logP,— logP, 

^\         a-\-mtù-\-  nta  J 

On    voit   que  logPi — logPt    peut   être   infini;    mais 
il  peut  aussi  être  fini   :    c'est  ce  qui   arrivera   quand 

^ ;  sera  fini.  C'est  ce  qui  arrivera  encore 

lorsque,  >  >  étant  nul,  parce  que  les  deux 


contours  ont  pour  centre  Torieine    ^ -■, ^ rr- 

ne  sera  pas  nul  :  ce  cas  remarquable  a  été  examiné  par 
M.  Cayley.  En  désignant  par  A  la  valeur  de  celte 
somme,  on  aura,  en  négligeant 'des  termes  infiniment 
petits, 

logP,  —  logPj  =  —  ' —  J 
et,  par  suite, 

p.    -^ 

L'ordre  dans  lequel  on  effectue  le  produit,  même  en  pre- 
nant autant  de  termes  positifs  que  de  termes  négatifs 
dans  chaque  produit  partiel,  peut  influer  sur  le  résultat 

en  introduisant  une  exponentielle  de  la  forme  g        ; 
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c'est  ce  qui  nous  permettra  d^expliquer  un  paradoxe  que 
nous  rencontrerons  plus  loin. 


SUR    LES    FONCTIONS    AUXILIAIRES  DE    JACOBI. 

Essayons  maintenant  de  former  directement  une  fonc- 
tion monodrome  et  monogène  admettant  les  périodes 

4K  et  2K'y/ —  I  de  sn  x.  Si  Ton  observe  que  Ton  a 


sin 
ou 


i„*  =  x(.-J)(,-^)..., 


ina:  =  limTT(i ^j      pour/»=oo. 


en  supposant  i remplacé  par  x,  on  sera  tenté  de 


poser 


Snar  = 


n^ — =) 

^^l         2K/W -f- (2/1-4- i)kV^J 


en  remplaçant  i '■ par  x,  ou  tout  au 

2 Ko  -f-  2K'o  ^ —  I 

moins  y  aura-t-il  lieu  de  se  demander  sî  le  second  mrm- 
bre  de  cette  formule  ne  serait  pas  doublement  périodique. 
On  voit  d'ailleurs  que  ce  second  membre  a  été  formé  de 
manière  à  s'annuler  et  à  devenir  infini  en  même  temps 
que  snx.  Malheureusement,  d'après  ce  que  Ton  a  vu  au 
paragraphe  précédent,  les  deux  termes  du  quotient  que 
nous  considérons  sont  divergents,  et  ce  quotient  n'est  pas 
bien  déterminé*  ouoi  qu'il  en  soit,  en  groupant  conve- 


{ 
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nablement  les  termes,  on  peut  obtenir  une  fonction  biea 
définie  qu'il  convient  d'étudier. 

Considérons,  en  particulier,  le  produit 

nf' =^ 


ou 


\         2Ko-h3tK'oV'— ij 


doit  èlrc  remplacé  par  r. 

En  faisant  d'abord  varier  m  seul,  il  devient 


n?.K ///  -f-  2 K'/i  \  —  I  —  X 
2K 


w  -h  2  ¥Jn  v'  —  I 


2  YJn  y'  —  I  —  -r  |-|-  /  2K'/i  ^ —  i  —  x\ 

ou,  eu  observant  que  J^TT  (  i  —  ~  )  est  égal  à  -  sînTrx, 


.     2  R  /î  i' —  I  —  X 

sin \— n 

2  K 


.    2K'/îv/— I 

SID 1t 

2K 


.     ir  x 


Qnand  /i  =r  o,  il  faut  remplacer  ce  produit  par  sin  — >  et 
le  produit  cherché  peut  s'écrire 

-I.    ""      *K  _    "   tK       } 

^^"Tc  11 (y- -y-) • 


K 


en  posant, pour  abréger,  ç  =  e        .  On  peut  encore  écrire 
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ce  produit  ainsi  : 

-        IK  in  ^^  ] 

ou,  en  groupant  les  termes  correspondant  à  des  valeurs 
de  n  égales,  mais  de  signes  contraires, 

I  —  2  7*"  CCS  -=T-   -f-  a*" 
TtX   ---»  K. 


(0  sin-   JJ 


(1-7-)' 


En  traitant  le  second  produit  ou  le  dénominateur  de  sx\x 
comme  on  a  traité  le  premier,  on  le  Irouve  successive- 
ment égal  à 


.    (in  -^\]VJsJ—i  —  x 

n 


sm  ^ TT 

9.  K. 


OU 


n 


sin^ n 

2i\. 


I  —  2  7"'-<-«cos  ^  -h  7»("'-^') 

K. 


Les  deux  résultats  auxquels  nous  venons  de  parvenir  sont 
d'ailleurs  convergents  si,  ce  que  Ton  peut  toujours  sup- 
poser, le  module  de  q  est  moindre  que  l'unité,  c'est-à- 

K' 
dire  si  la  partie  réelle  de—-  est  positive. 

La  méthode  même  que  nous  avons  suivie  pour  former 
le  numérateur  et  le  dénominateur  de  snx  montre  que 
ces  termes  ont  des  valeurs  qui  dépendent  de  l'ordre  de 
leurs  facteurs 5  et,  en  effet,  si  nous  considérons,  far 
exemple,  le  dénominateur  qui,  à  un  facteur  constant  près, 
est 

fi[x]  =  JJ  1  I  —  27'"^-'  ces  ^  -f-  7»(»-+'>  |, 
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îl  a  manifestement  la  période  ^K!  que  possédait  snir, 
mais  il  n'a  pas  la  période  2i¥J  qu'il  aurait  eue  en  lais- 
sant d'abord  m  constant  pour  faire  varier  ai;  et  il  n'a  cer- 
tainement pas  la  période  21R',  sans  quoi  il  serait  double- 
ment périodique  sans  devenir  infini.  Quoi  qu'il  en  soit, 
il  est  intéressant  de  rechercher  ce  que  devient  la  fonc- 
tion 'f  (x)  quand  On  change  x  en  x  -\-  2R'y/ —  i  ;  on  a 

Y  (a? -h  2KV— 0 


ou,  si  Ton  veut, 

I  — y-»e         '^     /<p(a^):  \i  — ^e         ^      ) 
c'est-à-dire 

(A)  cp(a7-f- 2KV— i)  =  —  cp(a:)e 

Le  numérateur  de  la  valeur  de  sn  x^  que  nous  représente- 
rons par  O(^),  satisfait,  comme  on  peut  le  vérifier,  à  la 
même  équation  ;  dès  lors  il  est  facile  de  voir  que  la  fonc- 

tioh  définie  par  le  rapport  — — -  admet  non-seulement  la 

période  4  K.  commune  à  0  et  à  cp,  mais  aussi  la  période 
2R'y/ —  1.  En  effet,  de  la  formule  (A)  et  de 
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OU  déduit 

11  resterait  a  prouver  en  toute  rigueur  que  sn  x  =  — J — i  •, 
c'est  ce  qui  serait  évident,  si  Ton  pouvait  admettre  que 
— ; — r  représente  une  fonction  continue,  monodrome  et 

mono^ène.  En  effet,  snxel— 7 — payant  les  mêmes  zéros 

et  les  mêmes  infinis  seraient  égaux  à  un  facteur  constant 
près,  qu'il  serait  facile  après  cela  de  calculer.  Nous  ne 
tarderons  pas  à  prouver  que  Ton  a  bien  à  un  facteur  con- 
stant près  sna:  =  — J — |*,  jusqu* alors  nous  considérerons 

ce  fait  comme  très-probable. 

Les  fonctions  telles  que  9  et  cp  sont  ce  que  nous  appel- 
lerons des  fonctions  elliptiques  auxiliaires. 


CONSIDÉRATIONS   NOUVELLES    SUR    LES   FONCTIONS 
AUXILIAIRES    DE    JACOBI. 

Nous  voilà  conduits  à  étudier  les  fonctions  auxiliaires 
évidemment  plus  simples  que  les  fonctions  doublement 
périodiques  qu*elles  engendrent;  mais,  sous  forme  de 
produit,  elles  paraissent  peu  maniables,  et  nous  allons 
essayer  de  les  développer  en  série. 

En  définitive,  il  est  à  peu  près  établi  que  snx  (et  Ton 
verrait  de  même  que  cnx,  dnx)  peut  être  considéré 
comme  quotient  de  deux  fonctions  admettant  Tune  ses 
zéros,  l'autre  ses  infinis.  Ces  fonctions  n'ont  qu'une  pé- 
riode, mais  elles  se  reproduisent,  à  un  facteur  commun 
près,  quand  on  augmente  leur  variable  d'une  quantité 
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convenablement  choisie  et  qui  sera  une  seconde  période 
de  leur  quotient. 

Désignons* alors  par  ô{x)  une  fonction  possédant  la 
période  co,  et  développable  par  la  formule  de  Foûrîer 


Î1C     . 


suivant  les  puissances  de  e**  ,  partageons  le  plan  en 
parallélogrammes  de  côtés  a>  et  C7,  et  proposons-nous  de 
faire  en  sorte  que  dans  chaque  parallélogramme  la  fonc- 
tion 0  possède  j!x  zéros. 

Le  nombre  fx  de  ces  zéros  devra  être  égal  à  l'inié- 

I         B'  (x) 
grale  de >  prise  le  long  du  périmèire  d'un 

parallélogramme,  et  cela  quel  que  soit  le  point  que  Ton 
prendra  pour  sommet,  si  Ton  veut  que  les  zéros  soient 
régulièrement  distribués  dans  le  plan.  Or  la  valeur  que 
prend  notre  intégrale  le  long  des  côtés  parallèles  à  n  est 
nulle,  puisque  la  fonction,  admettant  la  période  co,  prend 
des  valeurs  égales  sur  ces  côtés,  tandis  que  dx  y  prend 
des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires.  On  devra  donc 
avoir,  en  intégrant  seulement  le  long  des  deux  autres 
côtés, 

et  cela  quel  que  soit:i:^  cette  équation  détermine  d.  On 
peut  poser 

et  déterminer  les  coefficients  indéterminés  a,  |3,  y, . . . 
par  Téqualion  (1)5  celte  équation  n'en  détermine  qu'un 
seul,  et  nous  supposerons  alors,  pour  simplifier,  p  ==0» 
y  =  o, ....  La  formule  (i)  donne  alors 

{*  = I  aax= ï 
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d'où 


a  = > 


et,  en  remplaçant  otj  P,  y,...  par  leurs  valeurs  dans 
Téquation  (2),  on  a 


Ô'(x)        ©'(.r-f-Bî) 2ïrf*^— I 

ou,  en  intégrant, 

c  désignant  une  constante.  On  en  déduit 

Ainsi  il  sufHra  d'assujettir  la  fonction  0  (x)  aux  condi- 
tions 

(31  !  îiïV^— 1  ,    .   , 

pour  obtenir  une  fonction  telle  que  nous  la  désirons.  La 
première  formule  est  satisfaite  en  posant 


-itjr 


OU 


lnx  +  ç(/i)l 


(4)  B{a:)  =  le    " 

Nous  allons  déterminer  (p(/i)  de  manière  à  satisfaire  à 
la  seconde  condition  (3)*,  on  a 


[nx  +  nvi  +  ?(n)] 


0(x-h  tj)  =2^     " 


=  2e   - 
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Sî  l'on  pose  alors 

(5)  (p(/i)  — y(/i-f-fx)-4-/icr=— cfA, 

on  aura 

ou 

©(x -f- ci)  =0(.i?)ff       •  , 

et  les  formules  (3)  auront  lieu.  L'équation  aux  dîfTé- 
renées  (6)  ne  délermîne  pas  complètement  <f{x)  :  elle 
laisse  arbitraires  9(1)9  ?(2)>  •  •  •  9  ?(f^)«  ^^  appelant  cf  (/^^) 
une  de  ces  quantités^  on  a 

(f[m  -h  yi)  =z  ff[m)  -h  CfA  4-  muy 

«p  ''/??  -4-  2  p)  rz:  y  (w  H-  pi)  4-  CfA  H-  (/lî  -f-  fi)  CT,  . 


(p  (m  -4-  /f*)  =  ^(m  -h  /  —  I  f*)  H-  CfA  -I-  (w  -t-  /  —  i  /a) o, 
d'où  l'on  lire 

y(/lî  4-  ip)  =:ç(w)  H-  /pC  -f-  tT-(2/W  -f-  If*  —  II), 

et0(.r)  prend  la  forme  suivante,  en   remplaçant  <f{n) 
dans  (4)  par  sa  valeur 

OÙ  l'on  a  posé 


I  = 00 


Donc  : 

1°  Les  fondions  monodromes  et  monogènes  satis- 
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faisant  aux  formules 

1©(j7  -f-  w)  r=Ô{x), 
ô(:r-f-o)=0(x)r     ""'^^'^'^ 

50/? f  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  fx  d"" entre 
elles  ; 

2**  Ces  fonctions  existent  réellement,  car  la  série  (6) 

est  conxfergente  si  la  partie  imaginaire  de  —  est  posi" 

tive,  ce  que  Von  peut  toujours  supposer.  En  effet ^  alors 
la  racine  i^*'"'  du  *'*'"*  terme  de  la  série  (6)  tend  vers 
zéro  ; 

3**  Ces  fonctions  ont  fx  zéros  dans  le  parallélogramme 
des  périodes  co,  tJ. 

Enfin  le  quolîenl  de  deux  quelconques  de  ces  fonc- 
tions a  évidemment  les  périodes  o)  et  tj,  ce  qui  prouve, 
a  priori^  l'existence  des  fonctions  à  deux  périodes  arbi- 
traires et  à  |ut  zéros  ou  du  |ut*®™«  ordre. 

DES  FONCTIONS  DU  PREMIER  ORDRE. 

Nous  dirons  qu'une  fonction  elliptique  auxiliaire  est 
d'ordre  /x  quand  elle  aura  /ut  zéros  dans  son  parallélo- 
gramme des  périodes.  Les  fonctions  du  premier  ordre 
satisfont  aux  équations 

ô(x  -h  w)  =  e(j?), 

et,  6  désignant  l'une  d'elles,  les  autres  seront  égales  à  0, 
à  un  facteur  constant  près.  On  pourra  alors  poser 

"^*    ?it/^/  /«»   \ 

— -^     —— —  (  m.t +/WCH — r-W  j 
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Nous  retrouverons  celle  fonclion  plus  loin.  Observons 
toutefois  qu'elle  n'engendrera  pas  de  fonctions  aux  pé- 
riodes simultanées  (ù  ci  zj\  mais  il  faut  remarquer  que, 
si  la  fonclion  en  question  est  du  premier  ordre  par  rap- 
port aux  périodes  &)  et  gj,  elle  sera  du  second  ordre  si 
Ton  prend  pour  périodes  &>  et  217  ou  20)  et  gt  :  c^est  pour 
cela  que,  devant  la  rencontrer  de  nouveau  dans  tous  les 
ordres,  nous  ne  nous  en  OQCuperons  pas  ici.  ' 


DES    FOiyCTIOMS    DU    SECOlWb    ORDRE. 

Les  fonctions  du  second  ordre  satisfont  aux  équations 

iô(;r-h»)=ô(j:),  __ 

©(x -f- tj)  =  ô(a:)tf        *^~~    "^^  , 

Elles  sont  au  nombre  de  deux  distinctes  6^  et  61,  la  solu- 
tion la  plus  générale  étant  Ao^o-f-  Ai  9i,  A^,  et  Ai  dési- 
gnant deux  constantes  arbitraires.  On  a  d'ailleurs 

irtV—i  ...         ..     .   •.  .    , 

[tix+îic-f-i'w  — «oj 


(2)  ô.(*)=2*  - 


t  =  —  00 


(3)  e,(^)=  2  «^  - 


*"*^    *l(«i-4-l)xMic-»-i»w] 


i  =  — 00 


Les  fonctions  qui  servent  de  numérateur  et  de  dénomi- 
nateur à  sno*  sont  du  second  ordre  par  rapport  aux  pé- 
riodes 2K'\/ —  I  et  4K.'  En  effet,  ces  fonctions  satisfont 
aux  relations 

yy^x  4- 2K  Y— I  j  =— ç(jr)e       * 


(  543  ) 
Or  la  seconde  de  ces  relations  peut  s'écrire 

Ces  formules  coïncideront  donc  avec  (i),  en  posant 
«  =  4K,     o  =  2KV~,     c  =  K4-KV^; 

le  numérateur  et  le  dénominateur  de  sux   seront  dona 
delà  forme  Ao0o(x)H- Ai0j(r),  et  Ion  aura 


(î  ix  + 1  ïK  +  t  i«  K  V-1  ) 


(5;        |M-)  =  ^^'l 

Groupons  les  termes  correspondant  à  des  valeurs  de 
î  égales    et  de    signes  contraires,   et  posons    toujours 

ç=e  '*^,  nous  aurons 

©0  (  J:  )  =  I  —  2  yl   COS   -rr-  -¥-2q^  ces  — {-  .  .  . 

Jv 

'  \  2K  2K 

±  2çr'0+0  sm  ^ — ^ h  .  .  . 

2K 

Jacobi  désigne  la  fonction  Q^  par  0(ji)j  quant  à   la 

fonction  6i,  nous  la  remplacerons  par --=:r  0i,  ce  qui  lui 

sl-i 

donne  plus  de  symétrie,  et  nous  la  représenterons  en- 
core, avec  Jacobi,  par  H(x);  nous  aurons  alors 


l(^)  =  I  —  2^  COS  — -1-  2^*C0S— ^^ h.  .  .-f-  (— O'^^Ç^'^COS— -  .  .  ., 

4-  .     TTX          |.     Sttj:               _^    Hilil'  .      (2/4- Otto: 
I(^)=^Sm  — -y*sin^j^-h...±y     *     sm  ^ ^ q=  . . . 


V 
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Du  reste,  les  fonctions  les  plus  générâtes  satisfaisant 
aux  formules  (4)  sont  de  la  forme  A&[x) -hBH^x). 
Aux  fonctions  0  et  H  on  adjoint  aujourd'hui  les 
fonctions  0(j:4-  K),  que  Ton  désigne  par  0i(x),  et 
H(a:-hK),  que  Ton  désigne  par  Hi(x).  Si,  dans  les 
formules  (5),  on  remplace  x  par  x-i-K,  on  trouve 
alors 

0,  '  X  )  =  I  -h  2  <7  ces h  2  <7*  cos  ---  -f-  .  .  .  , 

iT  A     \  7  «^  f        Sttj: 

H,  Lc)=  2<7*cos -— -  H- 27*cos  — —  -I-.... 

^     '  2K  2K 

Il  existe  entre  les  fonctions  H  et  0  une  relation  re- 


marquable :  quand  on  change  x  en  x  -^-YJ yj —  i ,  0  de- 


if 


Vient  égal  a  ^ — irl(a:)e     ^^  ,  ce  que  1  ou  vé- 

rifie sans  peifae  en  remplaçant  x  par  x  -i-K'y/ —  i  dans 
Q[x)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  son  égal  B^{x) 
exprimé  par  la  formule  (5). 
Voici  le  détail  du  calcul  : 


Xle 


S"  ^^7k~^['*»-^*)'-+-*'ï^  +  *»(»+i)K'v^^I 


_iv:zi(,,H.KV3ï) 


On  vérifiera  facilement,  d'une  manière  analogue,  les 
formules  non  démontrées,  que  nous  résumons  dans  le 
tableau  suivant  : 


l'] 
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TABLEAU    »**    1. 

^  ,    »  no:  .        27ra?  ^        'ônJC 

jv  K  K. 


^  /     \                              ï^-'^             .        2trx  „        Sttjt 

e,  (xj  r=  I  -4-  2r/C0S  —  +  2  7*COS l  ** -» 


—  +27»COS  — 


.    .   •  ; 


T  .     îr  «" 


''    .     57rx 


(ar)  =  2<7*sin  — -  —  2(/    sin h  27  *  sin  — — 

2K         ^  2K  '  aK. 


Tto: 


'*        G:rjc-i-  .  .  .9 


Ui(x)=  2«y*c<»S-^  4-27  *cos — TT--h  iq  *  cos^^-^ 

2K  2K.  '  2K. 


7  — e 


K 


[2] 


0   (x4-K)=0.(.r},      H   [x-^K)=\\,[x], 


0,(x-i-  Kjz=0  (x);      n,(x-hK)=—  n(x). 
0  [x-^  2Kj  —0  (.r),      II  (^4-  2K)  =—  H   [x], 
0,(.r4-2K;==0.(x;;      H. (x -h  2R)  =  -  II.  (x) , 
[4]  4^  ^^^  ""^  période  de  0,  0,,  H,  II,. 


[3] 


[5] 


II  (j;+3K'v/— •)  =  — H  (^) 


,   -^(x+kY^) 


''-^'x  +  kV— ) 


[6] 


\    ll,(j!+2K'v'-l)=II,(^)<?         K     ^ 

0,  (.r  +  K' v'"-^)=  H,  (.r)r^^"*''''^^\ 


H  (x  +  K' v'-  0— V'— '®(-^ 


e©  (^^)  =  0{.r),     H(-x)  =  — H(^), 
^'J  j  0,(-.r)=:0,(x),     ll.(-x)  =  ll!». 


Stcrm.  —  An.^  IL 


35 
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RÉSOLUTION    DES    ÉQUATIONS  G,  0i,  II,  H|  =  G. 

On  a  evidciTiineul 

n{x)  =  o, 

cl,  en  vertu  des  formules  [3]  du  tableau  n**  1,  comme 

U(a:H-2K)  =  --H(ar), 
on  a  aussi 

H(2K)  =  o. 

H  (jc)  n'ayant  que  deux  zéros  dans  le  parallélogramme 

dos  périodes  4  K  et  a  K'  ^ —  i ,  les  zéros  seront  de  la  forme 
suivante  : 

4/K.  H-  2/  kV^^     et     (4y  -I-  2)K  H-  2/K'v'^^, 

ou,  si  Ton  \»eut, 

(H)  2yK-+-2/K'\/^^i 

/  et  y  désignant  deux  entiers.  Mais,  d'après  [2],  Hj  (:r) 
est  égal  à  H  (xH-K)*,  donc  Hj(x-j-K)  est  nul  quand 
a:  est  de  la  forme  précédenle;  donc  enfin  les  zéros  de  H, 
sont  de  la  forme 


(li.)  (2y-M)K4-2/KV-i; 

enfin,  en  vertu  de  [6J,  les  zéros  de  ©  sont  ceux  de  H 
augmentés  de  K'  y  — 1  ^  ils  sont  compris  dans  la  formule 

(0)  2yK-+-(2/'-l-i)KV^; 

ceux  de  0,   sont   compris,    en    vertu   des  mêmes  for- 
mules [6],  dans  celle-ci  : 


(©i)  (27  -f-  ijK  -h  (2/  4-  1)  KV-  I. 


% 
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TABLEAU   N**   2. 

Zéros  de  0(*)..  .  2yK -4-  (2/  H-  i)KV~f 

deH(x)...  2yK-+.2/RV~,  

^    ^^  dee.  (;r)...  (2/ -4- i)K  4- (  2/ -4- i)KV- i , 

lie  H,(x)..  (274-  i)K4-2/K'v/^. 

NOUVELLES    DÉFINITIONS     DES    FONCTIONS    ©,     H,    ©i,    IIi. 

Les  fonctions  0i,  Hi,  0,  H  satisfont  aux  formules 

/  0.(.r+2K)=0,(a:),  _ 

(  0,(a:-h2KV— 0  =®'(^)^ 

!©  (x-l-  2K.)  =  0(x), 
0  (a?  4- 2K  \/— ij  =  — 0{j:)<?       *" 
/  fl,(ar-4-2K)=— H,(x), 


(4) 


/   H  (:r-4-2K)  =  -  \\[x),  __ 


Si  l'on  ajoute  que  ces  quatre  fonctions  sont  synec- 
tiques  et,  par  suiie,  développables  en  séries  d'exponen- 
tielles, elles  seront  délerminées  à  un  facteur  constant 
près  par  ces  quatre  formules.  Ce  fait  est  déjà  établi  à 
l'égard  de  la  fonction  ©j-,  nous  allons  le  prouver  pour 
les  autres  fonctions. 

Lorsque  Ton  a 

(   0(.r-f- w)  =  0(x\ 
(5)  \  '       «ic/=T    , 

et  que  la  fonction  d(j:)   est  SYnectique,    ces  équations 
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RÉSOLUTION    DES    ÉQUATIONS  6,  0t,  II,  Il|  =  G. 

On  a  ^viduiTimenl 

n(x)  ==o, 

et,  en  vertu  des  formules  [3]  du  tableau  n^  1,  comme 

U(a:H-2K)=i--H(ar), 
on  a  aussi 

H(2K)=:0. 

H  (jr)  n'ayant  que  deux  zéros  dans  le  parallélogramme 

dos  périodes  4  K  et  a  K'  ^ —  i ,  les  zéros  seront  de  la  forme 
suivante  : 


4/K.  H-  2/  kV—  I     et     (4y  -I-  2)K  H-  2/K'v'—  I , 
ou,  si  Ton  veut. 


(H)  2yK-+-2/K'\/-ii 

/  et  y  désignant  deux  entiers.  Mais,  d'après  [a],  Hj  (:r) 
est  égal  à  H  (xH-K)-,  donc  Hj(x-+-K)  est  nul  quand 
X  est  diî  la  forme  précédente^  donc  cufln  les  zéros  de  H, 
sont  de  la  forme 


(li.)  (2y-M)K4-2/KV-i; 

enfin,  en  vertu  de  [6],  les  zéros  de  ©  sont  ceux  de  H 
augmentés  de  K'  y  —  i  ^  ils  sont  compris  dans  la  formule 

(0)  2yK-+-[2/'H-i)KV^; 

ceux  de  0,   sont    compris,    en    vertu   des  mêmes  for- 
mules [6],  dans  celle-ci  : 

(€)i)  (ay-f-ijK-i-  (2/  -h  i)KV^^. 
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TABLEAU   N**   2. 

Zéros  de  ©(*)..  .  ^yK-h  (2/  H-  i)K'v/~, 

deH(x)...  2yK-+-2/RV~,  

^    ^^  dee,(;r)...  (2/ -f- i)  K  4- (  2/ -+- i)KV- i , 

i\e  U,(x)..  (274-  i)K4-2/kV^. 

lîOUVELLES    DÉFINITIONS     DES    FONCTIONS    ©,     H,    ©i,    IIi. 

Les  fonctions  0i,  Hi,  0,  H  satisfont  aux  formules 

j  0,(.r  +  2K)=:0,(a:),  _ 

(  0i(jc-H2KV— 0  =®'(^)^  • 

!©  (x-+-  2K.)  =  0(^), 
(  rr'    I \  r.(     ^    -^(x-^EV— ) 

0  (:f  4-  2K  \/— lj=:— 0(j:)<?        *" 

/  fl,(ar-4-2K)=— H,(x), 

^^^    I  n.U  +  2K\/— )  =  H.(.)r'^^'^**^'^"^^ 

/   H  (:rH-2K)=-  H(j:),  __ 

(  H  (x4- 2KV— 0  =  — ï^-^)^ 

Si  Ton  ajoute  que  ces  quatre  fonctions  sont  synec- 
tiques  et,  par  suile,  développables  en  séries  d'exponen- 
tielles, elles  seront  déierminées  à  un  facteur  constant 
près  par  ces  quatre  formules.  Ce  fait  est  déjà  établi  à 
l'égard  de  la  fonction  ©^  5  nous  allons  le  prouver  pour 
les  autres  fonctions. 

Lorsque  Ton  a 

(   0(.r-f- w)  =  0(x\ 
(5)  \  '       «ic/^T   , 

el  que  la  fonction  â(j?)   est  synectique,    ces  équations 
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imposent  h  la  fonction  0  la  forme 

OÙ  Ao,  Aj,  ...,  A,^i  sont  des  conslantes  et  où  0oi  ^m  ••• 
désignent  des  solutions  de  (5).  Si  donc  on  fait  fx  ==  2, 

0)  =  4K,  cy  =  i¥J yj —  I»  ^  =  K.V —  '9  on  aura 

el0(ar)  sera  de  la  forme  Ao^o -h  Ai(?i.  Or  les  deux  fonc* 
lions  ©1  (a:)  et  Hj  (x)  satisfont  à  ces  deux  équations^ 
leur  solution  générale  sera  donc 

Ao0i(x)  -H  A,ïl,(r). 

Si  l'on   ajoute  que  0[x)  s'annule  pour  une   valeur 

donnée  K  -f-  K'y/ —  i,  il  faudra  que  Ai  =  o,  et  la  fonc- 
tion 6  sera  définie  à  un  facteur  piès. 

Ainsi  les  fonctions  0,,  Hj^  0,  H  sont  définies  par 
leurs  zéros  et  par  les  formules  telles  que  (6),  que  Ton 
peut  déduire  de  (i),  (*2),  (3),  (4)5  mais  elles  ne  sont 
définies  qu'à  un  facteur  constant  près  (on  reconnaît 
dans  H  et  0  les  valeurs  qui  figuraient  eu  numérateur 
et  en  dénominateur  dans  sno:). 


SUR  UNE  FORMULE  DE  CAUCnv.  NOUVELLES   EXPRESSIONS 

DE  0,   H,  ©1,  Hj  EN  PRODUITS. 

Posons 

Nous  aurons  évidemment 
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c'e9t-à-dîre 

Celte  équation  constitue  une  propriété  de  la  fonction 
F(5)  qui  va  nous  servir  à  la  développer.  F (z)  est  de  la 
forme 

\F(i)  =  Ao  +  A,(5+  -M 

j  -+-  A,(  3*  H- ;!-»)-+-  .  .  .  -i-A„+i(-3«+l  -h  «-'*-»)• 

Remplaçons  dans  (•>.)  F'{z)  parcelle  valeur,  nous  aurons 

[Ao-+-Xi(q^z-{-q--z)-^...^-\n+i{q^'''^*z"-^i-\-q-*"-^z-'''^^}qz-\-q^"^^) 

et,  en  égalant  de  part  et  d'autre  les  coeflicients  des 
mêmes  puissances  de  z, 

Ao^   -+- A,<72'»+*  =^  Aory*'»-^^^- A,, 
Aiy3-f- Ajy*«-^6  =  A|<7««-^3  H- Aj, 


ou  bien 

Aiiq^  —  qin+3^  =,  \^i  l -^  fjiu-^6 ^ ^ 

> 

Xniq*^'^' -  q^''^')=  A„+i(l  — 7*"). 

Or  on  connaît  A;,^|  ;  il  est  égal  à 

qq^q^  ..  .  <7*'*-^i  —  ^n-»+ ••  Hî/i  H), 

et  l'on  tire  des  formules  pr<}cédentcs 


Supposons  q  <i\,  alors  pour  n  =^  x>  on  aura 

Ao  = 


Ai  =  <7Ao,     A2  =  ^3Ai,     ...J 
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et,  par  suite,  en  égalant  les  valeurs  (i)  et  (3)  deF(z)» 

(i  ^7z)(i-*-^s-"){i -f-7'«)(ï-^7'«"')   ... 

Telle   est  la    formule   de  Cauchy,    quand    on   y    iaîl 

z=  e    ^     ,  et  quand  on  observe  qu^alors 

> 

(l  -h  g^-*-^z)  (l  H-  q'^-^'z-^)  =  I  H-  29*''+'ros^  -+-  7*"-*-% 


z^  -I-  z~«*  =  2  ces  ---  » 


elle  donne 


(x  -4- 27005-^  H- 7*)  (i  -h  27»ros-^  -J-^*)-»- 

TTor                       2irJ: 
I  H-  27COS— -  -h  27*COS--:= h  .  .  . 

~         (i-7')(i-9')(i-/)... 

Si  donc  on  désigne  par  c  le  produit 

(«-7')(i-<7*)(' -?•)•••. 
on  aura 

e,  (^)  =  c(i  -h  27COS  ---  4-7*)(i  -1-27» CCS ^4-  7«). 


.  •  • 


En  changeant  dans   cette   formule   x  en    XH-K,    en 

x-h-K'^-—  I  et  en  j:-|-K  -h  K'^ — i,  on  forme  le  ta- 
bleau suivant  : 


(  ^^«  ) 


TABLEAU 


N*    3. 


e,  (x)  = 


e   (:r)  = 


[9] 


(1  —  27  <  os  ^  -+-  7M  (  >  —  2 7»cos  ^  -H  7* j  '  •  •  : 

H,  (xj  =r2</Vos--  I  I  +27*ro3-— -  -h  <y*  ) 

2K  \  K.  / 

X  (  I  H-  29*cos—  -h  7M"«> 
7  c<>s  ^  (  I  —  27'cos  1^  -+-7  ) 

X  (  I  —  27<cos—  -4-7»  J    ••• 


11  (x)   =  C2 


RBLATlOl^S   ALGÉBRIQUES   ENTRE  0,  H,  ©i,  H|. 

Considérons  les  ibnctious  0%  H*,  0|,  H*  ;  elles  satis- 
font toutes  les  quatre  aux  relations  (p.  5i3) 

donc  deux  des  quatre  fonctions-  en  question  sont  des 
fonctions  linéaires  et  homogènes  des  deux  autres.  Po- 
sons alors 

0»(x)=AlP(jr)-|-A,H;(x); 
on  en  conclura,  pour  x  =  o  et  x  =  K, 

02^o)  =  a,h;(o),    0'(k)  =  ah»(K). 

D*ailleurs 

HÎ(o)=PPlK); 


(  552  ) 
on  en  déduit  A  et  Ai,  et  la  formule  précédente  donne 

ce  que  l'on  peut  aussi  écrire 
On  trouve  de  même 

mais  (formules  [6]) 

e{K-hK')f^)  __  H(K)  ___  H.(o)  ^ 

u(kh-kV^)^  ®(i^)"~  0.(0)' 

donc 

RELATIONS    DIFFÉRENTIELLES    EKTRE    LES    FOMCTIOlfS 

AUXILIAIRES. 

Posons 

V  '  '     '  • 

on  aura 

^  ^  H^(x)0(x)-0»II(x)^ 
^   ^     .  ^x  0'(x) 

Or,  en  différentianl  les  formules  [5],  on  a 

itV^— ! 


K. 


(  553  ) 

Or  les  deux  fondions  H(j:)  et  Q[x)  possèdent  la  ppiioclc 
4K  ;  îl  en  est  donc  de  môme  de  H'(x)  0(x)  —  Q\x)H[x), 

el,  quand  on  y  change  x  en  x  -\-  aK'y^ —  i,  en  verlu  de 
(2),  celle  fonction  devient 

[0  [jo)  H'(.r)  -  H  [or)  e'{x)]  e        K      ^  "^'^  ^      ^ . 

en  d'auircs  termes,  elle  s'est  irouvée  mullipliée  par 

Or  leè  fonctions  0(a:)  Il (x)  el  0,(x)Hi(x)  sont  dans 
ce  cas;  on  doit  donc  poser 

(3)    {V(x)q{x)  —  H[x)e'[jc)  =  A0(.r)  n{x)  H-  B0,  (x)  H,  (.r), 

ou,  en  divisant  par  0*  el  en  icnant  compte  de  (i), 


e^x  @[x)  0(.r)    0(.r) 

Mais,  si,  dans  (3),  on  change  x  en  — x,  on  a 

H' (a:)  0  (x)  —  H  (.r)  0'(jr)  =  —  A0  (x)  H  (a:)  H-  B0,  (x)-  U,  (x), 
et,  eu  comparaiil  celle  formule  avec  (3),  on  a 

A  ^  o; 


donc 


(U  0    0 


Si,  dans  (3),  on  fail  or  =  o,  on  a 

H'(o)0(o)  =  B0.(o)H,(o). 

Tirant  B  de  là,  la  formule  précédenle  donne 

dy^  H^(o)0(o)    0^)  H^) 
^^^  €ix       0.(o)H,(o)        0=(x) 

Entre  celle  formule  cl  les  formules  (i)  el  (q)  du  para- 
graphe précédent,  éliminons   0i(x)   et  H4(x)5    nous 


(  552  ) 
on  en  déduîi  A  et  A,,  et  la  formule  précédente  donne 

ce  que  Ton  peut  aussi  écrire 

On  trouve  de  même 

0»  JF  z=z  H*  (x)  —, j ,  -h  0!  Ix)  —4—  i 

V^  ^  ^h(k  +  kV-i)  ®Î(û)' 

mais  (formules  [6]) 

©(K-^K^y/^J  _  H(K)  __  H,(o)  ^ 
U(Kh-KV^)^  0(K)"~0.(oj' 
donc 

(2)  0'(.r)  =  u^(x)n]i!L)  +0^(x)  ^^.  - 

^    '  ^   ^  ^   ^  ©î  (o)  '  ^   ^0j(o) 

RELATIONS    DIFFÉRENTIELLES    EI«TR£    LES    FOffCTIOlfS 

AUXILIAIRES. 

Posons 

n{x) 

•^"~0(^)' 

on  aura 

df  ^E'{.T]e[x)-e'{x)i\{x)^ 

^   ^     .  ^^  0'(x) 

Or,  en  différentiant  les  formules  [5],  on  a 

-+-ii(x)<?     »^  ■  kT^' 

0'  (x  +  2  K' v/^T)  =  -  e'(x)  r  3  -'*"' *^^ 

H-e(x)c     »■  —g — 


(  553  ) 

Or  les  deux  fondions  H(j:)  et  0(x)  possèdent  la  pprîoclc 
4K  ;  il  en  est  donc  de  même  de  H'(x)  0(x)  —  0'(j:)  H(x), 

et,  quand  on  y  changea:  en  j: -I-  aK'y^ —  i,  en  vertu  de 
(2),  celle  fonction  devient 

en  d'autres  termes,  elle  s'est  trouvée  multipliée  par 


c         ^ 


Or  leè  fonctions  Q[x)U[x)  et  0i(x)Hi(x)  sont  dans 
ce  cas;  on  doit  donc  poser 

(3)    \V{x)e{jc)  —  H{x)e'{x)  =  A0(.r)  H{x)  H-  B0.(x)  H,(.r), 

ou,  en  divisant  par  0*  et  en  tenant  compte  de  (i), 

— -    "=■    A  ■ :    -+-   1> ,      -       ,—^  • 

dx  0(x)  0(.r)    0(.r) 

Mais,  sî,  dans  (3),  on  change  x  en  — x,  on  a 

H'(x)  0(.r)  —  H  (.r)  0'(.r)  =  —  A0(u:)  H(a:)  -f-  B0,(a:)-  U,  (x), 

et,  eu  comparant  celle  formule  avec  (3),  on  a 

A  =  o; 
donc 

dx  0    0 

Si,  dans  (3),  on  fait  or  =  o,  on  a 

H'(o)0(o)=i:B0.(o)H,(o). 
Tirant  B  de  là,  la  formule  précédente  donne 

^  ^   n^(o]e(o]    0.  (.r)  H.  (a:) 
^^^  dx       0.(o)H,(o)        0=(x) 

Entre  celle  formule  et  les  formules  (i)  et  (q)  du  para- 
graphe précédent,  éliminons   0i(j:)   et  H4(x)-,    nous 


(  554  ) 
aurons 

Cette  équation  serait  identique  à  celle  qui  nous  a  servi 
primitivement  à  définir  le  sinus  de  l'amplitude  x,  si 
l'on  supposait 

'"■— H,{o)'^-ri,(o)  0(x)-^0(x)'     • 

)e.(o)H'(o)_ 
^^^        Ml,(o)ëH-'' 

Hî(o)_ 

et  Ton  aurait 

-^  )  =  (i  —  sn»ar)  (i  —  /'sn'ar). 

On  a  donc  bien 

li(^)  e.fo) 

0{^)H,(o) 

et  il  est  nettement  établi  que  la  fonction  sna:  est  mono- 
drome,  puisqu*on  peut  la  former  de  toutes  pièces  en  la 
considérant  comme  le  quotient,  de  deux  fonctions  mono- 
dromes. 

Maintenant  reprenons  les  formules  (i)  et  (a)  du  pa- 
ragraphe précédent  ^  on  peut  les  écrire,  en  divisant  par 

0*(x), 

_  W(x)  0(o|  _^  Hf(jc)  e^o) 


0'(^)  HJ(o)        e'(x)  Hf(o) 

^  H^)  H]{o)      e]{x)  e»(o) 
'      e*(.r)  0j(o)       0'(-c)  0^0)' 

La  preniicre,  en  vertu  de  (5),  sera  satisfaite  en  posant 

H.(^)  0(0) 


e{jc)   H,(a7j 


=  cosamx  =  en  or, 


(  p55  ) 
et  la  dernière  donnera 

I  =   /•'  Sn^X-h  -^  -TT-T5 

e»(a:)e;(o) 

ou  bien 

0,(jr)    e(o)  , ; ,    . 

0(x)  0,(0)        ^ 
Elle  donnera  aussi,  pour  a:  ==  K, 

e'(K)  e;(o)"^e'(K.)eî(o)' 

OU  bien 


e;  (o)      0;  (o) 

Le  premier  terme  du  second  membre  est  A',  le  second 
est  donc  la  quantité  désignée  plus  haut  par  Ar'*^  k'  est  ce 
que  nous  avons  appelé  le  module  complémentaire.  Ou 
a  donc  le  tableau  suivant  : 

TABLBikn  H^  i^« 

I     H(.r) 
sna:=  — :r  — -—r^ 


eux 


-  4  7:^  ïMf:! 

~  V    /•     &[x)  ' 


&[x) 

X.  _  !lli£)  _  ^1(21      *'_^!:H      *_Hî(o) 
~  ©Ko)  ~  H'»(o)'       ~  e;(o)'    *'■"■  e'(o) 


[•>] 


"-i 


v/(i~x»)( 


o     V^(l  — ^'Hi—  k''x^) 


't'iti  j 


8 

+ 


e     c     e     s      c 
"    "O    T?    -s     -^ 


-  o 

Il  J^ 

G  G     a 

o  u     S 


I 

e 


8 


*    o 


UJ 


o 

G     G     a 

«o        (/>        (/> 


es     ^ 


(/) 


Jl_ 

I- 
i.! 

t 

r 

c 


•  I- 

I 


8 


«■  !T 


+ 

es 

B 


8 


11^ 

T 

+ 


+ 

c 

(A 


II 


I 

+ 

d 

(A 


f 

T 

G       C 


g 


H 

G 

II 


C 

1 


c 


I     + 

es      ^ 

G     a 


1 

G 


H 
I 

c 


C 

(A 

H 

(/) 

B 

B 

c 

1 

1 

-T3 

1 

F 

H 

+ 

es 

1 

■*-— ^ 

a 

(A 

B 

c 

(A 

B 

II 

+ 

B 


•k 

H 

B 
ce 

H 

s 

B 
(A 

■ 

-o 

e 

H 

B 


I 

+ 

B 


B 


B 


+ 

B 


J 

1 


H 

+ 


+ 

I 

es 

B 


=  15 


I 

N 

t 


a 


H 

G 
<A 


H 

G 

I 
II 

+ 

T 

es 

s 


B 


Il      II 


+ 


B 
«o 


+ 
ï 

B 
(A 


h  .1  .1 

^>  ^  ^^ 

54  fcd   i: 

i  +  +    + 

£     es  rt      e» 

•-  I-  I- 

U  il  11 


^  ^  ^j 


oa 

O 

h 

•» 


c; 


i  I 


1  ^ 

es 


«5 


O 

fa 


H 

B 


es 
+ 

es 


H 

G 


-a 

■H 


I 

ei 


S 


es 


ro 


(  ^3;  ) 


RELATIONS    ENTRE    SIIX,  CHJ?    ET    dllJ?. 

A  la  fonction  sno:,  dëfînîe  par  Téqnation 
(i)  g  =  v/(. -«')(. -/'«'), 

nous  avons  adjoint  les  fonctions 


(2) 


dn.r  =  «'m  \/i  —  X'w' 

La  formule  (i)  pourra  alors  s'écrire 

du  , 

—  z=cnxanx  =  f«'. 

Des  formules  (2)  on  déduir  \ 

dv  a        du 


dx  .  '  i  —  Il    dx 


wcr. 


r/»'  /'//         du 

-—  =z .  — -  =  —  /i^VU, 

dx  \j\  —  k^u"^  fi'^ 

Ainsi  on  a 

dswx 
(tx  ' 

.   deux 

(3)  <  — ; =: — iln-rsnjT, 

^    '  ^     dx 

ddwx 

— ,  —  = —  A^snarcnjT. 
dx 

Maintenant,  si  Ton  observe  que 

Il  =V^I  —  f^nn-y/l  — ÏV'%       V=^^ ,      «'^y/X'H-AV, 

A*  ri 


(  558  ) 
lea  formules  (3)  pourront  s'écrire 

du         I — 

^  =  \/(i -«')(• -*'«'), 

-j^=:-~V^(l~i>')(X-'»-h   X-V»), 

Rien  n'est  plus  simple,  en  parlant  des  formules  (3),  que 
de  former  les  équations  auxquelles  satisferaient  tangam  j?, 
cotamx,  •  • ..  On  formera  ainsi  le  tableau  suivant  : 

TABLEAU    lf<'    5. 


i 


Ix 


=  cnxdnj:, 


|i5J  (  — j — = — dnxsoj?, 


d.T 
ddnx 


=  —  X'snjTcnjr. 


dx 
Fonctions.  Leur  équation  différentielle. 

'    u  z=  snx,  '—  =  ^/(i  —  «')(!  —  X-*/f»), 


u  z=z  cnx, 


dx 
du 
dx 


-A'y/(.-«')^.  +  f,«') 


«  =  dnx,  -^  =  —  ^(1  — «')(«'— /'>), 


!• 


e, 


r/tt 


a  =  tangamj',      —  ^ny/^i  h- tt=')(i  h- X'^'w^;, 


a  =  colamj7,         -7-=:  —  */(i -h  w')(X'^-r  wM, 
a=:  sécamj:. 


du  I  7  X2\ 


u  =  cosécamx,      -^  =—  /(  w*  —  0  ("^  —  ^*)> 

d.r 


(  ^^9  ) 
Ce  dernier  tableau  esl  utile  pour  la  réduction  de  Tin- 
tcgrale 


/; 


riit 


aux  fonctions  elliptiques. 


FORMULES    d'addition. 


Considérons  maintenant  le  produit 

H(x-+-«)H(a:~a)=0(j:); 
on  a  (tableau  n^  1) 

ô(x-+-2K)  =  0(x),  _ 

Les  i'onctions  H'  et  &*  satisfont  à  la  même  équation  ^ 
doue  (p.  5i3) 

Pour  déterminer  A  et  B,  on  lera  x  =  o  ]  on  aura  alors 

—  H»(fl)  =:B0'(o). 


On  fera  ensuite  x  =  K'y/ —  i  •,  on  aura  alors 
ou 

—  ©(«)0(--rt)  =:-- A0^(o). 


Ou  a  donc 


0'(o)  0^(0) 


et,  par  suite, 

On  obtient  de  la  même  façon  une  foule  d'nulres  for- 
mules, que  nous  résumons  dans  le  tableau  ci  après. 


(  56o  ) 


TABLEAU    N"    G. 


^  ^      ^  '  0'(o) 

H  [x  —  a)  Q[x  -^  a) 

=  "i4^r4^  H(x)o  w  -  ^î^,  H.w  o,(x). 

H,(o)0[o)       ^   I     ^   i       H, (0)0,(0)     ^   ^     ^   ^' 

=  -  /    s  H  j:  II,  .r) ^ — i-4  ex    0.  x)  , 

0(0)0,(0)       \''     ^    '         0(0)0.(0)      ^    '      "^    ^* 

11  (x  —  ^/;  0,(.r-+-  <?) 

Il,(//^0(fl}  ,    .    .       ,    .         \\ia]eJn]      ,    ,       ,    , 

0(.r  —  <^/)  H(.r  -I-  rt) 

_  ll.(fl)0.(^)  H  {x)e[x)  +  H  (r?)0(«)  H.(j-)  0.(j:) 

I        ""  0."(ô)H.(o)  '    . 

[l8]''^   Q[x-a]llJ^x-^a) 

_  0  ://]  0.(^/]  II  ^x)  H.(j:]  —  H  {n]e{n)  0  (.7:)  0.(.r) 
""'  0(0)0,(0)  * 

Q[x--a]Q,hr  -\-a) 

_  H,(^/:0;^/)II(j:)0.(j:)—  U{n)e,{n)e{x)B,[x) 
~  0(0)  H. (o] 

En  coinbînam  ces  formules  par  voie  de  division,  et  en 
ayant  égard  aux  formules  du  tableau  n''  4,  on  trouve, 
par  exemple,  en  divisant  la  première  [17]  par  la  se- 
conde [17], 


sn{x  -\-  a]  z= 


—  —  —      -  I 

sn  X  en  a  dri  a  —  sri  u  en  x  dn  j? 


(    ^^<H    ) 

et,  en  multipliant  haul  et  bas  par 

snx  cna  dn  fi  -}-  sn a  cttx  ânx^ 

,  .        sn.r  rn/7  (In^ -4- sna  cna:  dnj? 

sn  (j:  -h  a   = — ; ; 

c'est  par  ce  moyen  que  Ton  formera  le  tableau  suivant  : 

TABLFAU    N®    7. 

,      ,    ,.        sx\aQ\\bi\i^b±%ï{bcï\ai\ï\a 

Sïï[a±b]= — — , 

r     -X       I       ,      ,    ,N        cnûTcn  ^  zm  snflsn^dnfldn^ 
[•19J       <  cu[azilb]z= 


dï\[a±b)z=z 


dïxadwb  zri  /'sn^sn  bcnacxïb 


I 

— 

A 

'sn^a 

en' 

n  • 

sn^ndn^a 

i  - 

— 

/>^sn^a 

()n 

'a 

-  X'sn'/icn' 

a 

Pour  a  =  i  ; 

?,sn<7cn/7dn/z 
sïïna  = 

[20]  ^  cn2fl  = 

dna«  = 

I  —  A'sn'rt 

sn(fl  +  b)  4-  sn  (rt  —  b]  =  Gsn^cnô  dnft, 
sn(«  -h  b)  —  sn  («  —  b)  ==  Gsn^cnrt  dna, 
en  (rt -f-  ^) -i- en  (^  —  ^)  =3  Gcnncnè, 
'   cn(rt-l-^)  —  en  (a — b)  =-  —  Gsn^  sn^  dn/7  dn^, 
dn(rt  -^  b)  -{-  dn(«  —  b)  =  Gdna  i\nb, 
dn  (a  4-  ^)  —  dn(«  —  b)  = — G/^sn^sn^cn^  cnàt 

On  a  posé 

G  = 


1  —  A'sn'asn'^ 

Sturh.  —  u4n.j  II.  36 


(  562  ) 

Les  formules  d'addition  [19]  soni  les  premières  que 
Ton  ait  trouvées  sur  les  fonctions  directes.  Elles  sont 
analogues  aux  formules  fondamentales  de  la  Trigono- 
métrie •,  mais  ce  n'est  pas  comme  nous  venons  de  le 
montrer  qu'elles  ont  été  trouvées. 

C'est  en  intégrant  l'équation 

(l.r  ,  dy 

±     .  =0 


que  Ton  est  arrivé  à  la  découverte  des  formules  d'addi- 
tion. La  méthode  la  plus  simple  qui  ait  été  donnée  pour 
rintégration  de  cette  formule  est  due  à  Lagrange.  D'au- 
tres méthodes,  plus  simples  on  apparence,  ont  l'incon- 
vénient de  s'appuyer  sur  des  artifices  qui  supposent 
évidemment  que  Ton  connaît  d'avance  l'intégrale. 

AUTRE  MANIÈRE  POUR    ARRIVER   AUX    FORMULES   D'ADDITION 

DES    FONCTIONS    ELLIPTIQUES. 

L'équation 

(ix  liy 

=  0, 


qui  devient,  par  les  substitutions  x  =  sinç,  j^=  sin^, 

i)  = =  =  o 

^  VI—  >t'siQ*«ï>        v^i—  X•»sin2^p 

admet  pour  intégrale 

/•^  dx  r^  dy 

I      —   I      --—  =cQnst.; 

mais  on  peut  lui  trouver,  comme  l'ont  prouvé  Euler  et 
Lagrange,  une  intégrale  algébrique.  Posons,  à  cet  (^ffet, 


(  563  ) 
avec  Lagrange, 

VI— X'sin^7        Vi  —  ^*sin^>j> 
ou 


(3)  g=v''-^^sir.>,     '^=:y',-.x»si,.>^, 

puis 

(4)  fH-^=/^»    ?  — 4'  =  7; 

on  aura 

(5)  '      ^  '        '^ 


(î(|-'5)  =  \/-'-'-'^'^ 


d'où 


^  =  »/,  -  X'  sin'  :^  +  \/'  -  *•  ^i»' - 


—  7 


tit       y  2  V  2 


d'où  Ton  lire 


ou  en 


fin 


(6)  ——1-=: — X'sin/?sin7. 

^    '  dt    cU  ri 

Mais,  en  dîflerenliant  (3),  on  a 

d'^m        — /'sinopcos©  r/cp  .     . 

— I  :r=  -r  =  —  A^  Sincp  COSq>, 

dr         ^i_X^sin>   '^^ 

dt'  ^       ^ 
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d'où  l'on  tire,  par  addition  et  soustraction, 

—r-  — -  —  A'sin/?coS7, 

-— 5-=  —  X^sinycos/?. 

De  (C)  et  (7),  on  tire 

(Pp  cosq         d*q         cosp 

5       -; — r-  =  -: » 


OU 


ou 


djjdq         SÏnq        dpdq        siu^ 

d^p        cos  q  dq        d^q  cosp  dp 

dp  sin^  dq  sin/? 


dp  ,  dq  ,   , 

---  =  asin7,      -7- =  a  sinp, 
dt  ^^      de  '^ 


et  et  a'  désignant  deux  constantes  qui  doivent  rentrer 
l'une  dans  l'autre.  En  remplaçant  p  et  q  par  leurs  va- 
leurs dans  ces  formules,  on  a 


^i  —  Xr'sin'<p  -4-  y/i — >t'sin'i|/ =  asin  (ç  —  ij;), 

(8)      {     

^1  — X'^sin'y  ~  V  '  — X'sin'>I*  =  a'sin(f  +  ^). 

Ce  sont  là  deux  intégrales  de  la  formule  (1);  mais,  en 
éliminant  dt  entre  les  deux  formules  précédentes,  on 
obtient  une  nouvelle  intégrale.  En  effet,  on  a 

dp  dq  f   •         .  •         . 

—  ou     a  sm /?£//>  =  asm ^a^, 


«sii)^       a'sin^ 


•    .  # 


et,  en  intégrant, 

oLCOsp  =  a'cos^  -f-  a", 

/'  étant  une  nouvelle  constante,  et  Ton  a 

(9)  acos  (y -I-  i]/)  =:  a'co5(9  —  ^) -+- Cf!\ 


(  565  ) 

Or,  on  peut  mettre  rintcgrale  de  la  formule  (i)  sous  la' 
forme 

fjL  désignant  une  constante  à  laquelle  se  réduit  cp  pour 
t|^  =  o.  Si,  dans  les  formules  (8)  et  (9),  on  fait  ^  =  o, 
on  a 


\  I  —  X'sin'/*  -h  I  =  asînpt, 


On  en  tire 


acOSft  =:  a'coSfx  -h  a". 


=  : >        a  =  ' : j 


<xr=z . COSu : : COStt, 

ou 

,,  1  cos  p 


a 


smp 


En  portant  dans  la  formule  (9)  ces  valeurs  de  «,  a',  a^, 
on  a 


"  '   cos  (9  4- 4») 


sin^a 


v/ï  —  A'sin>  —  I        ,  ,,       acosa 

=  - : ^ CdS    y  — ^^     -l--^-^> 


et,  en  effecluant, 


(i  i)         cosf  cos^j;  —  \/i  —  A'sin'psinysinT|;  =  cosf*. 

Cette  formule  est  une  des  intégrales  les  plus  célèbres 
de  Téquaiion  (i)  ^  les  formules  (8)  en  fournissent  deux 
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autres 


sin((p  — ^j/), 


V/i  —  /•'  sin'fA  H-  I    . 


(,2) 


SlIlfA 

y/i  —  X'sin'y  —  y/i  —  /^^sin^il» 


v/i  —  X'sinY  —  i    .    /      ,    ,x 


idenliques  au  fond  à  la  formule  (i  i). 
Maintenant,  si  Ton  fait 


r    "'^    ^..  f  ^^ =i. 


la  formule  (lo)  donnera  • 


L 


z=z  a  —  b\ 


o     V^i  —  ^'sin^/* 
donc 

yzzzamrt,     i|;  =  am^,     p  =  am(/i  —  b). 

Les  formules  (i  i)  et  (12)  donneront  alors 

(i3)         (•n^cn^(ln(<7  —  h)  —  snrtsn^r=cn(n  —  h]^ 

àn[a  —  b]  '\-  i 

sn(/i  —  ^)      ^ 

1  IL        i\n[fi  —  b)  —'\  I 

fina  -4-  tin  o  =  — ^-— ^- —    sn^cnt»  +  sn&cn^]. 

sn  [a  —  ^J 

Sinous posons, un  instant, dn (ri  —  b)=j^  sn(/7  —  b)=x^ 
'     nous  aurons,  an  lieu  de  ces  dernières  formules, 

.r((lnrt  —  i\i\b)  r=  [y  -h  i)[snncnb  —  sn^cn^), 

x{i\na  -\-  dnb)  ^=  [ y  —  i)[snacnb  -h  sn^cnaj, 
-      OU 

jcdnn — jsn<'/cn^=  —  sn/ycn^, 

ardn^ — jsn^cnfl=  —  snacn6. 


(  367  ) 
"On  en  lire 


sn  [a  —  b)  = 


sn'rtcn*^  —  sn^bcn^a 


— ■  f 


dnbcnbsna  —  dn/icn/isné 


,    ,  -,        snbdnbcna  —  snftdnncnb 

dn(a-hb)=z  r— j -. 

'       cin^cnt^sn^  —  iinacnasno 

Si  Toti  multiplie  haut  et  bas  ces  deux  formules  prr 
l'expression  conjuguée  de  leur  dénominaleur,  on  r, 
en  observant  que  sn'ricii'i  —  sn'icn*a  est  égal  à 
fTn'rt  —  sn'i, 

,    ,,  ,  ,,        dnbcnbsnév — ânacnnsnb 

(14)      sn(a  —  b)  = ;;.    -. ; , , 


{i5)     dn(«  — ^)  = 


I  —  X-'sn^^sn'^ 
A^snasnbcnacnb  -+-  i\nai\nb 


i  —  X^sn'flsn^'^ 

C.    Q.     F.     D, 


SUR    LES    PÉRIODES    ÉLÉMENTAIRES. 

Soît/(«)  une  fonction  doiiblerncnl  périodique.  Consi- 
dérons les  points  Moo  et  M^o  H"*  représentent  les  imagi- 
naires Zq  et  Zo  -h  w,  w  désignant  une  période  (icf[z).  On 
peut  toujours  supposer  (pie  w  soit  la  plus  pclile  période 
d^argument  égal  à  Targument  de  w,  car  il  n'exisle  pas 
deux  périodes  distinctes  de  même  argument;  toutes  sont 
multiples  de  l'une  d'elles,  que  Ton  peut  appeler  oj.  Soit 
CTune  période  distincte  de  w,  et  supposons-la  aussi  la 
plus  petite  de  celles  (jui  possèdent  son  ari^ument  Soit 
Moi  le  point  qui  représente  l'imaginaire  Zq-j-vj'^  sur  les 
droites  Mq^^Miq  et  M^q  Mon  ^'^  peut  co:istruire  un  paral- 
lélogramme que  Ton  pourra  considérer  commi*  un  paral- 
lélogramme des  périodes;  on  lui  donne  le  nom  de  paral- 
lélogramme élémentaire,  si  aucun  des  points  de  son  aire 
joinls  à  Moo  n<î  fournit  une  nouvelle  période. 

Il  est  clair  que  le  parallélogramme  élémentaire  peut 
se  former  en  prenant  la  période  w  pour  base  et  en  faisant 
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mouvoir  le  côte  MooMio?  pris  pour  base,  parallèlement  k 
lui-mêmr,  jusqu'à  ce  qu'il  rencontre  un  point  Mod  tel 
que  MooMoi  soit  une  période. 

Soient  o)  et  cr  deux  périodes  élémentaires;  co'et  cy'dcux 
nouvelles  périodes  ;  il  faudra  nécessairement  que  Ton 
ait 

(i)  } 

j   o' =///'&) -h  /î'u, 

m  et  /i,  m'  et  nf  désignant  des  entiers  ;  car  une  période 
quelconque  s'obtiendra  en  joignant  le  point  Moo  à  Tun 
des  points  de  croisement  M,„„  des  droites  formant  le  ré- 
seau des  parallélogrammes  des  périodes  &),  u.  Pour  que 
les  périodes  w',  cr'  puissent  former  un  nouveau  parallé- 
log  ranime  élémentaire,  il  faut  que  met  n  soient  premiers 
entre  eux,  ainsi  que  m'  et  n'.  En  effet,  si  m  et  n  avaient 
le  diviseur  commun  5,  en  posant  m  =  $m"^  n  =  $n"y  on 
aurait 

et  y  serait  une  période  •,  w'  ne  saurait  donc  être  une  pé- 
riode élémentaire;  mais  co  et  ex  doivent  s'exprimer  eu  &)' 
et  o'  sous  les  formes 

ce  qui  exige  que  le  déterminant  du  système  (i)  divise 
Jixs' — n'tù'  et  mxs' — /nV,  c'est-à-dire  /i,  n\  m  et  m'. 
Or,  m  et  n  étant  premiers  entre  eux,  le  déterminant  est 
égal  à  Tunité,  et  l'on  a 

mn'  —  nm'  =  dt  l . 

Soit  

w  =  a  +  b^ —  I, 

tir' =  w'a4- /l'û' +  ^— i  [w '6 -+- /i' é>' ), 


(569) 
Taîre  du  second  parallëlog ranime  des  périodes  est 

[ma'hna'){m'ô'  -hn'b')  —  [m'a -h  n'a')  {ifia-\-nb') 


OU 


m      n 


m'     n' 


!  a      h 
a'     b' 


z=r.  ab'  —  ba'. 


Donc  : 


Les   aires  des  parallélogrammes  élémentaires  sont 
égale  s. 


SUR  LA  FORME  GÉNÉRALB   DES   FONCTIONS   DOUBLEMENT   PÉ- 
RIODIQUES, ET  LEUR   EXPRESSION  EK   FONCTION    DE  l'lNE 

d'elles. 

• 

Théobème  I.  —  //  existe  toujours  une  fonction  dou- 
blement périodique  admettant  deux  périodes  données, 
deux  zéros  donnés  et  deux  infinis  donnés,  pourvu  que 
la  somme  des  zéros  soit  égale  à  la  somme  des  infinis  à 
des  multiples  des  périodes  près. 

En  effet,  nous  avons  vu  qu'il  existait  deux  fondions 
distinctes  cf^  etç,  satisfaisant  aux  formules 


^(jr-l-«)=:ç(x), 


v^ 


ff[x-{-rs)=z^[x)e     *-  , 

et  que    la   solution  la  plus  générale  de   ces  équations 
était 

A,<pi  -f- Aayj=<p. 


Ces  fonctions  cpi  et  cp,  ont  chacune  deux  zéros  dans  le 
parallélogramme  des  périodes  «  et  tr,  ainsi  que  la  fonc- 
tion (f.  Si  nous  divisons  f  j  par  cf,  ou  si  nous  divisons 
Aifi-hAi^i  par  B,  cpi  4- B,cj),,  Bi  et  B,  désignant  des 
constantes  différentes  de  A 1  et  A,,  nous  obtiendrons  une 
fonction  doublement  périodique  y  (x).    Soient  a,  b  ses 
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zéros,  a  et  (3  ses  infinis;  considérons  l'expression 

/,)  A  ^(^-^^— ^(^'-Itf ) . 

elle  n'est  plus  infinie  ponr  jr  =  a  ou  ar  =  jS,  mais  elle 
l'est  quand  on  pose  x=  a'  *,  elle  admet  en  outre  le  zéro  a  . 
Mais  la  fonction  /*(.r -h 5) — /{(x-'-h-s)^  outre  le  zéro 
X  =  a',  en  possède  un  autre  |3',  tout  en  conservant  les 
infinis  a:  =r  a  —  5,  x=(3  —  s.  On  doit  donc  avoir,  en 
observant  que  la  somme  des  zéros  est  égale  à  celle  des 
infinis, 

équation  dans  laquelle  on  peut  choisir  5,  de  telle  sorte 
que(3'ait  une  valeur  donnée  L'expression  (1)  admettra 
alors  deux  infinis  donnés  a',  (i',  le  zéro  donné  a'  et  par 
suite  un  autre  zéro  i',  tel  que  a'-f- (i'^a'-h^';  enfin  le 
coefficient  A  permettra  de  prendre  la  fonction  (i)  rgale 
à  une  quantité  donnée  différente  de  zéro  pour  une  valeur 
donnée  de  x. 

Théorème  II.  —  Il  existe  une  fonction  possériant  les 
périodes  w  et  rr,  les  zéros  ^],  ai,  .  .  . ,  a„  ef  les  infinis  a^, 
«j,  .  . . ,  a„  satisfaisant  à  la  relation 

En  effet,  soit  Fi  (x)  une  fonction  aux  périodes  w,  nr, 
admettant  les  zéros  a^  et  h^  et  les  infinis  «i  et  «i,  b^  étant 
déterminé  par  la  formule 

a,  -h  ^,  ^a,  -f-  a,. 

Soit  Fj(j:)  une  fonction  aux  mômes  périodes  ayant  pour 
zéros  «4  et  £,  et  pour  infinis  aj  et  Jj,  ....  Soit  F„_,  (x) 
une  fonction  aux  mêmes  périodes  admettant  les  zéros 


(*)  Le  signe  ^  est  employé  à  la  place  de  =  pour  indiquer  que  Toir 
oé(;1i(TC  des  multiples  des  périodes. 


(  5-'  ) 
^n^t  €t  i„_i  et  les  infinis  ft„_,  et  a„,  icis  que 

«„_,  H-  6„_,  ^  a„  -h  ^n_,. 

La  fonction 

F,(.r)F,(j-)  ...F„_,M 

aura  les  périodes  co,  t7,  les  zéros  a^^  a,-,  . .  .,  a„.|,  &..! 
et  les  infinis  «i,  «i,  .  .  . ,  otn\  mais  on  aura 

«I  -h  «,  -4-  ...  -4-  flr^,  4-  ^n_i  ^  a,  +  aj  +  .  .  .  -h  a^,  +  a». 

Théorème  IIl.  — ^  Deux  Jonctions  doublement  pério- 
diques d* ordre  fini  dont  les  périodes  w  e<  tr,  co'cf  o'  sa- 
tisfont aux  relations 

n  =  /?  cr  =  /î' CT  , 

m  ef  m'  désignant  des  nombres  entiers;  en  d^ autres 
termes,  deux  Jonctions  /i,  p»,  dont  les  parallélogrammes 
élémentaires  ont  leurs  côtés  commensurables  et  dirigés 
dans  le  même  sens,  sont  fonctions  algébriques  l'une  de 
Vautre. 

En  effet,  soient  u  Tortlre  de  u,  et  v  l'ordre  de  i^.  Le 
parallélogramme  de  //,  comme  celui  de  v^  tiendra  un 
nombre  exact  de  fois  dans  le  parallélogramme  ayant 
pour  côtés  ft  et  n,  le  premier  mn  =  M  fois,  le  second 
/*.'//=  N  fois.  Il  en  résulte  que,  à  chaque  valeur  de  ii, 
correspondront,  dans  le  parallélogramme  il,  FI,  un 
nombre  M|Ejt  de  valeurs  de  la  variable  ^,  et  par  suile 
lVI|tA  valeurs  de  if\  donc  i^  est  lié  à  ti  par  une  équation 
algébrique  de  degré  MjtJi  en  u.  On  verrait  de  même  qu'elle 
est  de  degré  Nv  en  m;  car  u  et  v  n*ont  que  des  nombres 
limilés  de  zéros  et  d^iniinis  et  restent  d  ailleurs  mono- 
gènes et  continues  Tune  par  rapport  à  l'autre. 

THÉonÈME  IV.  —  Une  Jonction  d^ ordre  n  est  liée  à 
sa  dérivée  par  une  équation  du  degré  /i,  par  rapport  à 
sa  dérii^ée,  et  de  de^ré  in  par  rapport  à  la  fonction* 


(  ^1'^  ) 

En  effpt,  soit  ii  une  fonction  aux  périodes  tù  etc?;  sa 
dérivée  admet  l(*s  mêmes  pëiiodes,  mais  les  inGnis  de  la 
dérivée  sont  en  général  en  nombre  double  de  celui  de  la 
fonction;  car  charjue  infini  de  la  fonction,  lorsqu'il  est 
simple,  devient  double  dans  la  dérivée;  en  tout  cas, 
Tordre  de  la  dérivée  sera  compris  entre  w  -f-  i  et  aw.  En 
vertu  du  théorème  précédent,  il  existera  entre  i/  et  i/ 
une  relation  algébrique  d'ordre  n  en  u' et  d'oidre  //en 
M,  7Z  -H  •  5/i'5a//,  u'  n'étant  infini  que  si  u  est  infini  ;  le 
coeiricieiit  de  u*'*  pourra  être  pris  égal  à  l'unité.  A  une 
même  valeur  de  u  correspondent  n  valeurs  de  z  dont  la 

1  ,       ^3  I 

somme  est  constante,  et  par  suite  n  valeurs  de  -7-  =  -> 

'  du        u 

dont  la  somme  est  nulle  *,  donc  le  coefficient  de  u'  est  nul. 

Par  exemple,  si  u  est  du  second  ordre  et  a  deux  infinis 

distincts,  on  aura 

u'^  4-  U  —  o, 

U  désignant  un  polynôme  du  quatrième  degré.  Si  u  a  un 
infini  double,  U  sera  seulement  du  troisième  degré.  Ce 
dernier  théorème  est  de  M.  Mérav. 

DÉCOMPOSITION    DES    FONCTIONS    À     DEUX    PÉRIODES 

EN    ÉLÉMENTS    SIMPLES. 

Soient  F  [x)  une  fonction  aux  périodes  «  et  or,  et  jyj, 
a,,  0^81  ••  •  s^*s  infinis.  Soit  d  (x)  une  fonction  auxiliaire 
satisfaisant  aux  relations 


G(x  -4- w)  =  0(jr), 


ary— I 


W  "?) 


on  aura 


(  5-'i  ) 
Considérons  maintenant  l^intégrale 


prise  le  long  d'un  parallélogramme  des  périodes.  Le  long 
des  côtés  parallèles  à  a,  les  valeurs  de  Tinlégrale  se  dé- 
truiront, et  il  restera  à  intégrer  le  long  des  deux  autres 
côtés,  ce  qui  donnera,  en  appelant  p  une  arbitraire, 


-=   i  F  «    — ^- iidz, 

résultat  indépendant  de  x  et  de  /;,  que  nous  désignerons 
par  C.  Or,  l'intégrale  considérée  est  aussi  égale   à  la 

somme  des  résidus  de  Ff -z  )  —7 '—[*  Les  résidus  relatifs 

^    '  6(z  —  x] 

à  B[z — x)  sont,  en  appelant  ^1,  <7,,  a,,.  .  .  les  zéros  de 

ceux  relatifs  à  F(z)  sont 

si  les  infinis  a  sont  simples,  et  Ton  a 

A|-=lim(ar  —  a)F(jr)     pour     ;r  =  a. 
En  général,  si  l'on  pose 

(z--a)'"F(2)=z:<p(2), 

on  aura,  pour  resiuu  de  r  (^z)  -— ^^ r» 


dx"'-^  ( 


//l 


C  5:4  ) 

En  résumé,  on  aura 

vc/  N        V^  ^'"-'  î  rO'fa  — or)     ,    ,1 

C  — 2F  x-h^/   +  > -, r-     --) f»  a    I* 

^  ^       -^r/a"—»  (//i  —  i)!  Lô(a  — j:)  ^^     ^J 

Supposons  fx=  I  et  a  =  o-,  on  aura,  au  lieu  de  celle 
formule, 

c  =  ^W +2;^.- (;;7-ô-! Lsk:^^) '^"ll' 

et  F(x)  se  trouve  décomposé  ainsi  : 

Cette  formule  donne  F  (a:)  décomposée  en  éléments  sim- 
ples, tous  intégrables  au  moyen  de  la  fonction  6,  ce  qui 
démontre  la  possibilité  d^intégrer  les  fonctions  à  deux 
périodes  (du  moins  à  l'aide  des  fonctions  auxiliaires)^ 
mais  le  mode  de  décomposition  dont  il  vient  d'être  ques- 
tion présente  encore  une  foule  d'autres  applicatioiiSL(|ue 
M.  Ilcrmite,  auquel  nous  devons  la  théorie  que  nous 
venons  d'exposer,  a  fait  connaître. 

Nous  allons  montrer  immédiatement  comment  les  in- 
tégrales de  deuxième  et  de  troisième  espèce  se  ramènent 
par  les  considérations  précédentes  aux  fonctions  O  et  II 
de  Jacobi. 

La  fonction  de  seconde  espèce 


/; 


quand  on  y  fait  z  =  snj:,  devient,  à   un  facteur  con- 
stant A*  près, 

C'est  celte  intégrale  que  nous  allons  étudier.  L'intégrale 
de  troisième  espèce 

dz 


î 


(l~  /i^z2)V(l—  Z-](l~if'2') 


(575) 
devient,  pour  z  =  sxïXj 

(^'  .    J  1— /i^sn'or' 

nous  la  remplacerons  par 

*X*gn  acnadna  sn*  x 


f 


I  —  X^sn'flsn'a: 


en  posant/i*  =  fc*sn' a  et  en  observant  quel' intégrale  (a) 
ne  diffère  de  celle-ci  que  par  une  fonction  linéaire  de 
sn'^  et  par  un  facteur  constant. 

ÉTUDE    DE    LA    FOJVCTIOJV    Z(jc). 

La  fonction 

est  évidemment  monodrome,  car  les  résidus  de  sn'jc 
sont  nuls;  nous  allons  le  vérifier. 

Décomposons,  par  la  méthode  de  M.  Hermite,  sn'jc 
en  éléments  simples,  celte  fonction  ayant  pour  périodes 

aK  [puisque  sn(a:4-2K)  =  —  snx]  et  2K'y/ — i. 
Evaluons  Tiutégrale 

I  ==  x^^^TTr— — r^* 

^  27rv/~i  J  "(2;-  x) 

le  long  d'un  parallélogramme  de  côlés  aK  et  aK'y/^^; 
le  long  des  côlés  verticaux,  le  résultat  de  Tinlégration 
est  nul;  le  long  des  côlés  horizontaux,  le  résultat  est 


2K 

27ry/ 


— I  sn'z 

TTi/— I    c/a 


X 


H(; 


.r)         H'  'z  —  j:  -f-  2KV— i)1 

^)         li(z  — a:  +  2KV~)J 


dz. 


■  A 

— «. 

ff 

-H 

^     ■ 

t 

« 

Kl. 

« 
^ 

■::tés:rale(i^ 

■■^-. 

lus 

10 

-i   :oî. 

clion 

a  1 

■  ■   ■ 

1  •    ■   ■ 

»  te*  • 

1  « 

r  esc 

■ 

—  i. 

.  .'il2 

«  ^ 

'  ■  * 

(  577  ) 
On  a  donc  enfîn 

C  =  sn*-c  4-  7-     — —-{     9 
ou,  en  intégrant,   en  multipliant  par  X'  et  en  posant 

™,    ,     -        e'(.rl 

kHc  est  l'expression  de  Z(.t),  nionodrome  comme  Ton 
voit.  On  en  déduit 

cl  Ton  constate  que  la  fonction 


e  o 


est  monodrome  égalemenr,  M.  Weierstrass  la  désigne 
par  le  symlole  AI  ar.  Il  désigne  par  AljX,  AltX,  k\iX 
les  produits  de  AIjt  par  snjc,  en  a:,  dn  x. 

La  conslanie  ^  est  susceptible  de  prendre  une  forme 
remarquable.  En  effet,  en  difiéretiliant  (2),  on  a 

et,  en  différentîant  encore, 

sn'.r  =:  Ç i — U 

Si  Ton  fait  alors  j:  =  o,  on  a 

ou  enfin 

0"'o) 

0^oJ 

Stirm.  —  y4n.^   II.  *^7 


(  578  ) 

On  a  ainsi  plusieurs  expressions  de  la  constante  ^,  que 
Ton  peut  considérer  comme  parfaitement  connue. 

ÉTUDE  DE   L^IMTÉGRALE    ELLIPTIQUE  DE    TROISIEME  ESPECE 

On  peut  parfois  éviter  la  méthode  de  déco:nposition 
donnée  plus  haut.  En  voici  un  exemple  : 
La  formule  [i4]  donne 

@{x  -^  a)e[x  -  a)  =  ?^^eUj:)-  lilj^H'W; 
^  '     ^  '       &'{o)      ^   '        0'(o)       ^  '* 

on  peut  récrire 

On  en  déduit  immédiatement 

02  (o)  0  (.-:  -h  fl)  0  (.r  —  a] 


I  —  /'sn'rtsn'.r 


0'(j:)02(ûr) 


En  prenant  les  dérivées  logaiillimiques  des  doux 
membres  par  rapport  à  a,  on  trouve  (en  observant  que 
sn'a  =  duacna), 

I  —  /-'siiV/sii^^JT  ~"©^ir-|-«)        (d[x  —  a]  (è\(t) 

Si  l'on  change  les  signes  et  que  Ton  intègre  de  zéro  à  x^ 
on  trouve 

I fix  z=z  X  —^ -  -\ lo«'  — ^ • 

J^        I  —  /^snV/sn^j:  Q[a)         1     "^  (c)  x -\- u) 

Celle  intégrale  n'est  pas  tout  à  (ait  l'intégrale  de  Iroî- 
siènie  espèce  de  Legendre,  mais  il  est  clair  ({u'elle  s'y  ra- 
mène aiséuïeni.  Jacobi   la   désigne   par    II  (.r,  a).  Ainsi 

roii  a 

,    •        ©'(rt)         I  ,      ©(.r  —  a) 
(i  n  i.r,  a]  =  X  —^  -h  -  log  -7 r* 


(  579  ) 
On  en  conclut,  en  changeant  x  en  a  et  a  en  x,  puis  en 

rclrancliaut, 

On  peut  d'ailleurs  s'assuier  que  les  valeurs  des  loga- 
rithmes se  sont  détruites,  en  observant  que  l'on  doit  avoir 
une  identité  pour  x  =  o,  a  =  o. 

C'est  dans  Tégalité  précédente  que  consiste  l'éehange 
du  paramètre  et  de  Vargunient,  proposition  généralisée 
dans  la  théorie  des  fonctions  abéliennes.  On  peut  aussi 
écrire 

n(jr,  a)—  U[a,  .r]  =.rZ(fl)  —  aZ[x), 

EXPRESSION  d'une  FONCTION  DOUBLEMENT  PÉRIODIQUE  AU 
MOYEN  d'"uNE  FONCTION  DU  SECOND  ORDRE  AUX  MEMES 
PÉniODES.    THÉORÈME    DE    LIOUVLLLE. 

Soit/(T)  une  fonction  monodrome  et  monogène  du 
second  ordre  aux  périodes  w  et  cj  ;  soient  oc.  et  5  —  a  ses 
infinis,  s  désignant  la  quantité  constante  à  laquelle  se 
réduit  la  somme  des  valeurs  de  z  pour  lesquelles/ (z) 
prend  une  valeur  donnée  dans  un  même  parallélo- 
gramme. Soit  F(z)  une  fonction  quelconque  aux  mêmes 
périodes  «,  xs  ;  soient  (B,,  [Sg,  . .  . ,  [3^  ses  infinis.  La  fonc- 

(ion  ^,    .      k-, — r  inléffrée  le  lonc  d'un  parallélogramme 
f[z]~f[x]  ^  £>  i  b 

des  périodes  donne  un  résultat  nul  :  la  somme  de  ses  ré- 
sidus est  donc  nulle. 

La  somme  des  résidus  relatifs  aux  infinis  x  ci  s  —  x 

I 

est 


'j[^)-f[-^] 


P(^)-/7^-T-t-f(^--)77      ' 


7'(x)  ^  'f[s-a:) 


ou  bien 

en  observant  que, y*(x)  étant  égal  '^f{s —  .r),/'(j:)(loît 
être  égal  et  de  signe  contraire  SiJ'{s  —  x),  La  somme 
des  résidus  relatifs  à  F(x)  étant  alors  représentée  par 


I  r      ¥{z)fh 


on  aura 


le  signe  F  placé  au-dessous  du  signe  f  indiquant  qu'on 
ne  doit  intégrer  qu'autour  des  infinis  de  F(z). 
Si  l'on  considère  en  second  lieu  la  fonction 

son  intégrale  prise  le  long  d'un  parallélogramme  sera 
encore  nulle,  et  il  en  sera  de  même  de  la  somme  de  scîi 

f[z] 
résidus.  Or  la  somme  des  résidus  relatifs  à  j.,  ^        ■ — r 

est  égale  à 

Y[x)-\-Y[s  —  x)  —  F(a)  — F(^  — a), 
et  l'on  a  par  suite 

d'(x)  4- F(5  —  ^)  -  F(a)  -  F(5  -  a) 

2  7rJ-i  Jf/^(^)~/   •^) 


ou  bien 

F(-r')  4-  F(5—  a:)  =  F(a)  -4-  F(^  -  a) 


TTv/—  1  Jf/I-^' 


27rv/—  1  Jf/I-^')— ^l^j 


r/z» 


.(  5.8i  ) 
La  comparaison  de  celle  formule  avec  (i)  donne 

* 

2F(j:)  =  F(a)+F(5  — a) 


OU  bien  encore 

en  posant  ¥{z)  =  {z  —  ^y^{z),  |x  dosi-nanl  le  degré 
dé  multiplicité  de  Tinfini  |5.  Quand  [x  =  i ,  le  sj'niboie 

V ! — -  —,- — -  doit  être  sui)primé. 

La  formule  (2)  montre  que  toute  fonction  aux  pe- 
rioïies  w,  o  peut  s'* exprimer  rationnellement  au  moyen 
de  la  fonction  du  second  ordre  f  et  de  sa  dériv^ée. 

X)n  voit,  en  outre^  que  cette  défilée  n'entrera  que 
sous  fo rm e  lin éaire . 

Ce  ihéorème  est  dû  à  M.  Liouville,  mais  l'expres- 
sion (2)  explicite  de  F,  que  nous  venons  de  donner,  n'est, 
je  croîs,  pas  encore  connue  5  du  moins  on  ne  la  trouve 
pas  dans  le  Traité  de  Ml\L  Briol  et  Bouquet. 

Remarque,  —  La  théorie  précédente  tomberait  en 
défaut  si  F(a:)  et  f{x)  avaient  des  induis  communs, 
mais  on  tournerait  facilement  la  difficulté  eu  dévelop- 
pant F(jt:)  divisé  par  une  puissance  conveiiablement 
choisie  de/(.r). 

APPLICATION    nES    CONSmÈRATlONS    PRÉCÉDENTES 
AU   PROBLÈME  DIT  DE    LA  MULTIPLICATION. 

Le  problème  de  la  multiplication  des  fonctions  ellip- 
tiques a  pour  but   de    faire   connaître    sii/z/x,  cn//ix, 


(  582  ). 
(In fwx en  fonction  desnT,  cnx,  dna:.  Notre  formule  (a) 
du  paragraphe  précédent  résout  cette  question  plus  sim- 
plement et  plus  complètement  qu'on  ne  Tavait  fait  jus- 
qu'ici. 

Soient  A  le  module  de  snx,  4K>  et  aK'y/ —  i  ses  pé- 
riodes, m  un  nombre  entier  :  snm(x —  a)  admet  évi- 
demment les  mêmes  périodes.  Construisons  le  parallé- 
logramme des  périodes,  de  telle  sorte  que  ses  côlés 
coïncident  avec  Taxe  des  x  et  l'axe  des  j^  positifs,  puis 
déplaçons  infiniment  peu  ce  parallélogramme,  en  pla- 
çant le  sommet  primitivement  à  l'origine,  dans  l'angle 
des  coordonnées  négatives. 

Lrs  infinis  de  snx  sont  K'y^ —  i  et  aK  -f-  K'^ —  i, 
ceuxdesnm(ar  —  a)  sont 


^  '        m  '  tu 


f  =  n-^    2/  4-  I    — ^-2y — y 

m  m 

lei  j  variant  de  zéro  km —  i.  En   faisant  5=:2K,  la 
formule  (2)  du  paragraphe  précédent  donne 

2  sn  //i  (x  —  tf  )  =  sn  /w  (  K.'  \/ —  1  —  n) 

/  j  \    /  •        -f-  sn  /?!  (  R'  y/—  I  -h  2  K.  —  /7  ) 

r,    .  . ,  ,  ,  sn'.r  -4-  sn'2 

-I-  2  residii.sn/??{«  —  a)  1 -. 

sn.r  —  suz 

Le  résidu  relatif  à  un  infini  |3'  s'obtiendra  en  cher- 
chant la  limite  de 


'  ûf 


lof  .sn'.r  +  sn'p 

^^  '    sn.r  —  snp' 

T/    .        \Tr/   / \    rr  ■  sn'x -I- sn'3' 

'  -^    snx  —  sii^ 

—  I     sn'.r  +  sn'B' 

=  z —  • 

kswmz  snj7  —  snj' 


(  583  ) 

Cette  limite  est 

I    sn'x  -h  sn'  p' 
Im    sno?  —  snp' 

L'jiilirii  ^"  conduit  au  résidu 

I    sn'jT  -f-  sn'  p' 


km    snx  —  siip" 
La  formule  (i)  devient  ainsi 

2sn///[x  —  a] 

sn'jr-4-  sn' YJ  sJ  —  \  -î-  4  / h  « 

21                         I       m  '    /;/  I 

Tin  121+  1  ,^, r~K  T 


un 
sn^* 


2d  /  7/1 


i.r  —  sn      ^ kV—  >  -+-  (2y  -4-  i) h  « 

L      w  '    /?/  J 

En  faisant  a  =  o,  on  a  la  formule  de  la  multipli- 
cation pour  le  sinus  amplitude.  On  peut  vérifier  la  for- 
mule précédente  en  prenant  m  =  i  ;  on  a  alors 

3A:sn  {x  —  a) 

sn  37  -h  sn'(KV—  »  -»-  ^)        sn'arn-  sn'(KV—  i  -+-  2K  +  a)^ 
snj7  —  sn  (K'v/—*  -ha)  sna?  —  sn(K'v/ —  i  -+-  2K  -ha; 

et  si  l'on  observe  que  sn'or  =  en  xdn  x. 


A  SU. 


enjr 


dn(ar4-KV-0  =  -V^-'  1 — » 

sn  (x  -h  K'  i/  —  0  =  1 » 

ou  trouve 

cnadnasnjt:  —  cnxdnxsnn 


sn(jr  —  ^)  = 


1  —  A^sn'xsn^a 


(  584  ) 

Ainsi  notre  mëlliode  donne  aussi  Taddition  des  fonc* 
lions  elliptiques. 

Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  la  multi- 

plicalion.  La  division  aurait  pour  but  de  calculer  sn  -  v 


en  —  >  •••  en  fonction  de  sua:,  cnx,  dnx,    ....   Sans 

entrer  dans  des  détails  à  ce  sujet,  disons  seulement 
qu'Abel  a  démontré  que  les  équations  d'où  dépend  la 
division  des  fonctions  elliptiques  sont  comme  celles  d'où 
dépend  la  division  des  fonctions  circulaires,  résolubles 
par  radicaux. 

APPLICATION    A    l'adDITïON    DES    FONCTIONS 
DE    TROISIÈME    ESPÈCE. 

Nous  avons  trouvé 

Si  Ton  désigne  alors. par  «j,  a,,  . .  •,  (Xtn+i  des  argu- 
ments tels  que 

a,  -f  a,  -h  ...  -I-  aj„4.,  =  o , 
on  aura 

n(a,,  a]  H-  rifa^,^)  -h  .  .  .  +n(a2„+,,fl) 

I,       0(a,  —  rt)0;  a,  —  a)  .  .  .  0(a,„4.,  —  /?] 

: —  —  lotlj  — ■■ — ^ ^ •  • 

2      '^0(a,  -f- <7)0;a2-f- «)  .  .  .  ©(«2/1+1  H- ^) 

La  quantité  placée  sous  le  signe  log  possède  les  pé- 
riodes 4K.  et  2K'y/ —  J  par  rapport  à  la  variable  a]  on 
pourra  donc  l'expiimer  en  vertu  du  théorème  de 
M.  Liouville  en  fonction  rationnelle  dé  sn«  et  de  sa 
dérivée  su'a  ou  en  a  X  du  a.  Nous  ne  donnons  pas  ici 
cette  expression,  qui  est  un  peu  compliquée. 


.     (  ■>«■>  ) 

DÉVELOPPEMENT   DES  JONCTIONS  D0UDLEMEI4T  PÉRIODIQUES 

EN  SÉRIES  TRIGONOMÉTRIQUES. 

La  formule  de  Fourier  donne 


reste  a  calculer  la  valeur  de  Tinlégrale  qui  eiiire  dans 
celle  formule.  D'abord,  en  posant 


-l 


snze        ^^      dz, 


snze        **^        dz 


on  trouve,  au  moyen  de  la  formule  sn (2 R  4-^)  =  —  snx, 
4-1  (  —  snzje        **^  dz 


Jf%X 

^0 


JP„  -H  2  K  _  mr.\/  —  \ 

sn2[i  —  (—  ï)"']^       ^^      \lz. 


L'intégrale  A,„  étant  indépendante  de  Xq,  on  peut 
supposer  jc„  un  peu  plus  petit  que  zéio.  L'intégrale 
étant  prise  le  long  du  coniour  recliligne  j^oî  ^0  4-  ^K 

peut  être  remplacée  par  deux  parallèles  à  K'y/  —  i 
de  longueur  infinie,  menées  Tune  par  x^  el  Tautre  par 
j:o  -+-  2K  au-dessous  de  Taxe  des  x^  et  par  une  paral- 
lèle à  Taxe  des  jr,  menée  à  l'infini.  Le  long  de  ce  nou- 
veau contour,   Tinlégrale  sera  nulle;  mais  il  faudra  lui 

ajouter    les    résidus    relatifs   aux   points    — ¥J \l — i, 

—  3  K'y/ — I,  —  5  K'y  —  1,  .  .  . ,  multipliés  par  2 7: y/ — i. 
De  plus,  ces  résidus  seront  pris  dans  le  sens  rétrograde. 


(  586  ) 
Calculoiis  le  rësidu  relatif  au  point 


/■     I 


-(2/î4- i)KW— i; 

il  est  égal  à 

Iini i '  —  c         **^  ; 

mais,  si/x  élaiit  égal  à  i  pour  x  =  o  ou  inYJ \l —  i, 
cette  quantité  peut  s*écrire 


I     ——m 


On  a  donc 


4 

et  Ton  a 


Aam  =  O, 

î/I  +  t 


par  coiisécincnt 


im+l 


Quand  m  est  négatif,  on  a 

Les  coelVicients  des  termes  également  distants  de  IWi- 
giue  sont  donc  égaux,  ei,  en  les  groupant,  on  a 

_»»•  =  » 

sm  -^— 


-^»  4K 


ir\' ri   ^r^        7*^'                 (aiw  -4- 
t'HX  =  -7-7      > — —  ces  ^ 777 


(am  -4-  i^irx 

^ — * 


dn4  z=  -".-  (  1  -f  4  V  — ?—_.  CCS 


(587) 

A  ces  formules  il  convient  de  joindre  les  suivantes^ 
auxquelles  on  parvient  d'une  façon  toute  semblable  : 


00 

B'{x)  2it  •^       (/•"       ^.^  mirx 


=  K- 2  73^.  *'" -kT 


1 

00 


— =z  —-  y  ^ -^  sin  — T— » 


j   ■    ,■  devenant  infini  pour  j:  =  o,  on  développera 

dx 


ou  trouvera  alors 


[■1]' 


De  ces  dernières  formules  on  tire 

d\o'JSn.T       cnxdn^         n  non         27rv^      r/"        .    m-KX 

7 = =  — ^cot— -  —  -r--  >  — ^ sin  —r—y 

tlx  sn-r  iK        2K        K -^  i  4- 7'"  K 

^loj;cn^ ir  nx        27r  ^  «y*"  .    //itto; 

^Zï     ~  "~  "k  -Zrf  7  — ^-^c^"»-»)  *'"        2K        ' 

On  arrive  plus  simplement  à  ces  résultats  comme  il 
suit. 

Rappelons  la  formule 


1  /*  /» 

log(i —  2rrosy-hr')  =rcosa  H ros2  0f  +  —  cosSa...^ 

2  20 

et  partons  de 

0(j:)  =zc{\  —  27COS  "jT   +  7M   (  ï  ~~  27'C0S~   -H  ^*)  • 


•  •> 


(  588  ) 
nous  aurons 

-  lOiçO  Lr  )  z=  —  loge  —  cos  — -  — - — 

1  7.itjr       «* 

2  K     1  —  «y<  ^ 

et,  en  prenant  les  dérivées,  nous  aurons  le  développe- 
ment  de  — j—^*  On  obtient  d'une  façon  analogue  ceux  de 

0(.r)  ^  ° 

0*  fo:)      H'(.r)         H'(t) 

— — — '-%  — i — -  et  — -- — -'  •  • 

SUR  LE  PROBLÊME  DE  LÀ  TRANSFORMATION. 

Le  problème  de  la  transformation  a  pour  but  la  com- 
paraison des  fonctions  elliptiques  correspondant  à  des 
modules  différents.  Exposons,  d'abord,  la  tbéorie  que 
Jacobi  donne  dans  son  ouvrage  intitulé  :  Fundanienta 
nos'd  thcoriœ  fan c lion uin  eHipticarum. 

Si  dans  l'expression 

dx 


y/A  +  Ba:  +  Cx^  -+-  Dx^  -f-  E^^ 


on  j.ose  j:  =:  -  »  U  et  V  désignant  des  polynômes  entiers 


V 

cnj',  en  aura 

dr 


,  \^A-i-ïi.r-{-Cx^'{-Dx^  -{-Ex* 

(0     \ 

^  ^       ^  \dV  —  VfiV 


\/A\*  -f-  BV^U  ■+•  CV'U^»  -4-  DVU^  4-  EU' 

et  Ton  peut,  d'une  infînilé  de  manières,  déterminer  U 
cl  V,  de  telle  sorte  que  le  second  membre  de  celte  for- 
mule soit  de  la  forme 

dy 


V/A'  -h  B'j  Ht-  C'j^  +  D'y  4-  E'r' 


(589) 
En  effet,  pour  que  dans  le  second  membre  de  (4)  le 
polynôme  sous  le  radical  se  ramène  au  quatrième 
degré,  il  faut  que  ce  polynôme,  qui  est  d'un  degré  qua- 
druple de  celui  de  U  et  V,  ne  contienne  que  des  facteurs 
doubles,  à  l'exception  de  quatre  qui  seront  simples;  on 
aura  donc,  eu  appelant  T  un  polynôme  entier, 

AV*H-BV>U-+-    ..  +EU* 

=  T'(  A'  4-  B>  4-  C>2  -f-  D' j»  +  TJy)  ; 

le  second  membre  de  (i)  se  réduira  alors  à  la  forme  de- 
mandée si  Ton  a 

2  -— =const. 

£c/jr 

Or,  il  en  est  ainsi  quand  U  et  V  sont  de  même  degré 
ou  de  degrés  dllïérents  d'une  unité.  Soit  en  effet 

A  H-  B^  +  Cx^'-h  Dx»  -I-  Ex^ 
=:E(x-a)(x-p)(ar  — 7)(.r-^), 

et  par  suite 

AV^  4-  BV>U  -h  CV'U»  -4-  DVU>  4-  EU* 

=:E;U  — aV)(U— pV)(U  — 7V)(U--^V). 

Les  facteurs  (U  — aV),  (U  —  (3V),  ...  sont  pre- 
miers entre  eux,  car  tout  diviseur  simple  de  U  —  aV  et 
de  U  —  [3V,  par  exemple,  sera  diviseur  simple  de  U 
et  V,  et,  comme  on  peut  supposer  U  et  V  premiers  entre 
eux,  les  facteurs  U  —  aV,  ...  le  seront  aussi.  Or  on  a 
identiquement 

_a(Vr/U— U^V)  =  (13  —  aV)r/U  — U^(U  —  aV); 

il  en  résulte  que  loul   facteur  double  de  U  —  aV  est 
facteur  de  \ cil]  —  Ur/V,  car  ce  facteur  appartient  à  la 

dérivée  -;-  (U  —  «V). 


(  590  ) 

En  réstimë,  le  polynôme  A\'* -I-  BV'U  -♦-...  jouît 
de  cette  propriété  que  ses  facteurs  doubles  sont  aussi 
facteurs  doubles  de  U  —  aV,deU — ^V,  de  U  —  y\  ou 
de  U — "JV,  puisque  ces  polynômes  ne  peuvent  avoir 
(le  facteur  commun,  et,  par  suite,  ses  facteurs  doubles 
divisent  VdV —  Vr/U.  Si  donc  on  suppose  tous  les  fac- 
teurs de  AV*  -t-  BV*U  -+-...  doubles,  à  l'exception  de 
quatre  d'entre  eux,  le  polynôme  T  divisera 

\'aV  -  VdV. 

Si  alors  on  suppose  que  V  et  U  soient  de  même  degré  /7, 
ou  Tun  de  degré  p  et  l'autre  de  degré  p  —  1 ,  A  V*  4- . . . 
sera  de  degré  ^Py  T'  de  degré  4p  —  4  cl  T  de  degré 
2/^—  2; 

est  évidemment  de  même  degré,  et,  par  suite,  la  for- 
mule (2)  est  satisfaite. 

On  pourra  donc  eflectucr  la  transformation  d'une  in- 
finité de  manières,  car  on  pourra  d'une  infinité  de  ma- 
nières déterminer  les  coeflicienis  de  U  et  V,  de  (elle 
sorte  que  AV*  4-  BV'U  ...  ait  tous  ses  fadeurs  doubles 
à  rexceplion  de  quatre  d'enire  eux,  U  et  V  élaiil  de 
degrés  dilï'érents  de  zéro  ou  de  i . 

Le  degré  de  la  transformation  est  le  degré  de  ceini  des 
polynômes  U,  V  qui  possède  le  degré  le  plus  élevé. 

TRANSFORMATION    DU    DEUXIÈME    DEGRÉ. 

Nous  n'avons  pas  à  parler  de  la  transformalion  du 
premier  degré  j  on  a  vu  que  non-seulement  elle  léussis- 
sail  toujours,  mais  encore  qu'elle  servait  à  la  réduction 
à  la  forme  canonique. 

Si  l'on  veut  opérer  la  transformation  du  second  degré, 
deux  des  facteurs  V  — aU,  V  —  (3U,  . .  .   devront  eue 


(  5.9>  ) 
des  carrés  parfaits,  on  devra  donc  poser 

U  —  aV  =  [mx  -4-  m')%     U  —  pV  =  (/ij  -h  /i')\ 

On  en  conclut 

U  —  aV  __  [my  -4-  //i')» 

ou  bien,  en  observant  que  -  =  x, 

or  —  a  _    [m Y  -h  //i')' 

On  pourra  ensuite  déterminer  m,  m\  w,  /i'  de  manière 
à  donner  à  la  nouvelle  intégrale  la  forme  canonique, 
mais  nous  n'effectuerons  pas  le  calcul  en  disant  toute- 
fois qu'il  existe  deux  solutions  à  la  question. 

MÉTHODE    d'aBEL. 

Supposons  que  Ton  désire  calculer  toutes  les  valeurs 
de  y  rationnelles  par  rapport  à  x,  cl  telles  que 


Si  Ton  pose 

P 

P  et  Q  désignant  des  fonctions  entières  de  degré  /ut,  à 
chaque  valeur  de  7  correspondront  \i.  valeurs  de  x,  et  si 
l'on  désigne  par  X\  et  x<i  deux  d'entre  elles,  on  aura 

dxy^  zh  d,r^ 


Si  l'on  égale  à   du  les  deux  membres  de  la  foimule 


(  592  ) 
précédente,  on  aura,  sî  l'on  veut, 

x,  =  sn(a  dou)^ 

OL  désignant  une  constante;  on  peut  se  borner  à  con- 
sidérer le  signe  -f-,  car  sn  (a  —  u)  =  sn  (  2 K  H-  11  —  a) 
et  2K  — a  est  une  constante.  Ainsi,  Tune  des  racines 

de  Téquation  j  =  --  étant  représenléepar  sni/,  les  autres 

p 

seront  dfc  la  forniesn(M  H-  a).  Si  donc  on  pose  -  =^(a:)^ 

on  aura 

identiquement,  et,  comme  on  a  aussi  y  =  ^(sn  a  -h  a  ), 
il  faut  en  conclure 

>j/[sntt)  r=  >I;(snrt  -ha)  =  >I/(sna  -f-  2a). . .  ; 
par  suite,  les  racines  de^  =  4'(«^)  sont 


sn«,     sn«-f-c(r,      snw-|-2a,     srui -f- 3a, 


•  *  • 


mais  les  racines  de  Téquation  en  question  sont  en 
nombre  limité  au  plus  égal  k  \).\\\  est  facile  d'en  con- 
clure que  les  \).  valeurs  de  x  se  décomposent  en  cycles 

sn«,  sn(«  -4-a),  ...,  sn\^a  -4-/2 —  la), 
sn«',  sn(tt'  +  a),  ...,  %Xi\u'-^n — la), 
> 

n  désignant  un  sous-multiple  de  fx.  Si  fx  est  un  nombre 
premier,  les  cycles  se  réduiront  à  un  seul.  Nous  exa- 
minerons eu  particulier  le  cas  où  ^  est  un  nombre  pre- 
mier impair.  Les  solutions  dej^  =^( j:)  sont  alors 

sn^  ,     sn(tt-t-a),       ...,      sn(//-i-fx —  1  a); 
mais,  sn(ii  H-(Jta)  étant  égal  à  sn  z/,  il  faut  que  /:a«  soît 


(  SgS  ) 
une  période  ]  donc 

Mais  Tëquationj^  =  ^(.r  )  est  de  la  forme 

on  en  déduit,  pour  le  produit  des  racines^ 

,_  A,  —  B^.r 

X\X^  ,  ,  ,  Xj.  ZE. — 5 

Ap  —  Bj,r 
et  pour  y  une  expression  de  la  forme 

a'  +  a.TtX2  .  .     J?u 
y-  ;:^ ^ r! , 

b'  -i-  bXiXi  »  .  .  x,4 
On  peut  simplifier  celte  expression  ;  on  a  en  effet 


,      =  sn(«  -h  /  —  la), 

^j4_,-  =1  sn  (  «  +  fAa  —  /  —  1  a)  =  sn  («  —  /  —  la), 


car  fJLCf.  est  une  période,  et,  en  faisant  usage  d'une  for- 
mule connue, 

sn'«  —  sn'(/  —  i)a 

on  a  donc 


sn 


w(sn'M  —  sn'«)(sn'tt  —  sn*7.a) .  . .  fsn'//  ~  sn^' a) 


(i  —  X'snwsna)  .  .  .  (  i  —  X*sn«sn 


/v 


Le  produit  XtX^,  .  *t^  est  ainsi   exprimé  à  l'aide  de  la 
seule  racine  x^  =  sn  //.  Alors  y  prend  la  forme 

n'  -h  n(f{xt) 

^~~F  -i-brflx.y 

Stcrm.  —  ^n.^  n.  38 


(  •'594  ) 


TKA^SFORMATION    DE   LANDEK. 

Considérons  un  deinî-cercle  tracé  sur  AB=2R 
Domme  diamètre  :  soient  O  son  centre,  P  un  point  fixe 
pris  sur  AB,  M  un  point  variable  de  la  circonférence, 
soient  OP  =  a,  MPO  =  (|>,  MAO  =  cf .  Supposons  que  le 


point  M  se  déplace  infiniment  peu  et  posons  MM' 
nous  aurons 

ds        sinM'PM 


=  dsy 


(') 


MP       sinPM'M 


Oi 


ds  =  iVidif,     MP= /R» +a'-)-2aRcDS2ç,     M'PJI=rfiI<, 


Cl  MM'P  est  égal  à  -  plus  l'angle  que  OM  fait  avec  MP 
ou  PMO^  (i)  devient  alors 


<:*) 


2  R  drf  d^ 

y/R'  +  «'  -h  2« R  cos2y        cosPMO 


Si  l'on  observe  alors  que 


JU 


R 


sinij^       sinPiMO 

R  sinPMO  =:  rtsin^^, 
R  cos'PMO  =  R'  —  «'sin'^I», 


(595) 
la  formule  (a)  deviendra 


ou  bien 

»■■■■■■■■  _      ■ .  ri^—   »  ■  I  ■   I  ■  — ^^^-^^»^iM»  I 

v/(R  -ha)»  —  4rtRsin'^       v^R»  — «'siiP>P 
ou  enfin 

2  R  r/^  r/i|/ 


R-f-  « 


Posons 

et  nous  aurons 

//N  ^R  ^'?  _  ^^^ 


R-f-zî  ^,  —  A*sin'<p        /i  —  it;sin*>;i 
Le  triangle  PMO  donne  d'ailleurs 

a         .         sinfiflp  —  ■<{;) 
R  sln^j/ 

d'où 

I  —  ^, sin^j/  —  sin(2y  — 4) 

I  4-  X-,       sin \p  4-  sin  (  2 y  —  ^] 
ou  bien 

(5)  ^^X^._tang(^^— y)^ 

'  1  -+-  /',  tangflp        ' 

d'ailleurs  les  équations  (3)  donnent 
et  la  formule  (4)  devient 


(7) 


Jo     *  +  ^'  s/ T-  A* sin'9  ""  Jo    Vi  — X'Jsin' 


(  59G  ) 
Voîcî  comment  on  fera  usage  de  ces  formules  :  sup- 
posons que  4'oii  veuille  calculer 


X 


'o     ^'i  —  /J  sin'\J< 

on  calculera  h  Taîde  de  (6)  un  nouveau  module  ^,  et  à 
Taide  de  la  substitution  (5)  (que  Ton  n^aura  pas  besoin 
d'elTectuer  réellement  si  l'on  n'a  pas  besoin  de  faire  un 
calcul  numérique),  on  convertira  l'intégrale  proposée 
en  une  autre  de  module  /r,  donné  par  la  formule  (6).  Il 
est  facile  de  prouver  que  /^  <  ^i  ?  en  répétant  alors  la 
substitution,  on  peut  ainsi  obtenir  ce  que  Ton  appelle 
une  échelle  de  modules  de  plus  en  plus  voisins  de  un; 
on  pourra  donc  développer  l'intégrale  suivant  les  puis- 
sances de  I  —  A,  et  Ton  aura  une  série  très -convergente. 
Je  dis,  en  effet,  que  k  <^ki  :  c'est  ce  que  prouve  la 

I  H-  /• 
formule  (6),  car  la  moyenne  arithmétique ^  de  i 

et  Al  est  moindre  que  leur  moyenne  géométrique  ^kl  : 
ainsi  A  <^  A' r»  donc  on  Onira  par  rendre  A  <<i.  Suppo- 
sons déjà  Al  <^  I,  on  a 

I  -f-  X', 


>i: 


/' 


2V'/- 


donc     -     -7->v^^^«'   ainsi  At^Ati,  mais  A:<^i: 

donc,  etc. 

On  peut  donc  aussi  se  donner  A:  et  calculer  A^i  ^  si  alors 
A  est  moindre  que  l'unité,  on  aura  A,  <<Ar,  et  l'on  ob- 
tiendra des  modules  tendant  vers  zéro^  quand  A  sera 
très-petit,  l'intégrale  elliptique  développée-^suivanl  les 
puissances  de  k  sera  rapidement  convergente. 

Il  est  facile  de  voir  que,  si  Ton  pose 

A  =:  sinÔ, 


(  ^97  ) 
on  aura 

°    2 

tang (  >j/  —  <p  )  ==  cos 8  tang<p, 
ce  qui  simplifie  le  calcul  logarithmique. 

SUR    LES    APPLICATIONS    DES    THÉORIES    PRÉCÉDENTES. 

Nous  avons  vu  que  toute  intégrale  d'une  fonction  ra- 
tionnelle de  X  et  d'un  radical  tel  que 


yjax^  -h  b.r^  -\-  cx^  -h  dx  -r  e 


se  ramenait  à  trois  types  simples  ne  renfermant  plus 
que  le  radical 

v/A(i  -t- A7î.r»)(i  -f-wV). 

Ce  radical,  dans  lequel  A,  m,  m'  peuvent  être  supposds 
réels,  comme  on  Ta  vu,  si  a,  b,  c,  r/,  e  le  sont  eux- 
mêmes,  peut  se  ramenor  au  suivant  : 


en  faisant  sortir  A  de  dessous  le  radical   et  en  posant 

mx*  =  —  2*  et =  A'  ;  mais  alors  k  n'est  pas  néces- 

m  *■ 

sairemcnl  réel.  Je  me  propose  maintenant  de  montrer 
que  Ton  peut  toujours  supposer  k  réel  et  compris  entre 
zéro  et  i,  ce  qui  simplifiera  évidemment  la  construction 
des  Tables  des  fonctions  elliptiques. 

D'abord,  on  peut  toujours  supposer  A  =  =h  i  en  fai- 
sant sortir  sa  valeur  absolue  de  dessous  le  radical^  enfin, 

on  peut  supposer  w=:zhi,  en  posant  x\ftn=z  2,  si  m 

est  positif,  et  x^ —  m  =.  z,  s\  z  est  négatif.  Ainsi  nous 
pourrons  toujours  supposer  m  =  dzi  et  //z'  =  zh  A*.  Cela 


(  598) 

posëy  on  a  vu  et  l'on  vérifie  très-facilement  que,  en  po- 
sant A"  =  1  —  Â% 

dz  f 

(i)     Si     *  =  «nj:,       on  a     ^=  V(i —  »*)('""  ^*^')> 


(3)  .  =  dnx.  ^=_*y_(._.>)(._I...) 

(4)         «=.T^'  ^=-    v'- (•-«')(« --<"-"], 

(5)  «=tnx,  ^=  v'(«  +  **)(i-+-^"«'). 


z 

I 

(inar' 

z 

tnjT, 

z 

I 
tnx 

V 

^ 

— 

cnx, 

z 

I 
cnx 

t«)    '=iib'      Ê=-^V('^'')(-"F^^')' 


(7)  z  =  cnx,  ^=_*'y/(,  _,.)(,+ Al,.), 


Dans  ces  formules,  on  peut  constater  que  le  radical  est 
oartout  de  la  forme 


s/±.(izhz')(iitA']z^), 

et  que  l'on  y  rencontre  toutes  les  combinaisons  possibles 
des  signes  avec  toutes  les  valeurs  réelles  et  positives  de 
/rj,  en  supposant  â:J  <  i,  trois  combinaisons  exceptées, 
à  savoir 


mais  la  première  est  impossible  si  le  radical  doit  être 
réel,  et  les  deux  autres  rentrent  dans  les  lormes  (7)  eC 


(  ^99  ) 

(8)  par  le  changement  de  p  z  en  2  ou  de  -7-  z  en  z.  Nous 

n'en  parlerons  donc  pas. 

1*1  résulte  de  là  que  toutes  les  équations  de  la  forme 

^  =  A  v/=tiliit//<z')(idi//iV) 

s'intégreront  par  les  fonctions  elliptiques,  et  que  toute 
intégrale  de  la  forme 

/F [3,  v/db{n-wz')(i-t-/wV)]£/« 
se  ramènera  h  la  forme 

//[*,  v'(i-*')(i-*îz»)]rf». 
où  l'on  aura 

Montrons  sur  un  exemple  la  marche  à  suivre  pour 
opérer  cette  réduction.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  l'in- 
tégrale 

Jv'C 


en  posant  ^,  z  ^  ^,  ou  aura 


'^^/v/(-4-^^) 


On  posera  \voir  formule  (7)] 
d'où 


kl        I  — A» 


^'=  Thi  <•» 


(  6oo  ) 
et  l'on  aura 


(") 


On  en  conclut  que  î[  est  égal  à  en  f j-u  -h  const.j,  it 

par  suite  que 

V'  I  —  Ç'  =:  sn  [ 7"  "  "*"  const.  j . 

Si  donc  on  pose 

z  sera  le  sinus  amplitude  d'un  mnhiple  de  u,  et  Tinte- 
gralc  u  sera  ramenée  à  la  forme  voulue 


) 


La  méthode  de  réduction  que  nous  venons  d'indiquer 
a,  sur  celles  que  Ton  enseigne,  l'avantage  d'être  purement 
analytique;  elle  se  retrouve  facilement:  si  l'on  n'indique 
pas  la  marche  qui  conduit  aux  substitutions  à  effectuer, 
on  peut  hésiter  longtemps  avant  de  les  retrouver.  D'ail- 
leurs, notre  méthode  a  l'avantage  de  donner  immédiate* 
ment  z  exprimé  en  fonction  de  u  au  moyen  des  fonctions 
8n, en,  dn. 

Voici  d'ailleurs  les  substitutions  à  effectuer  dans  les 
dillérents  cas  pour  réduire  l'intégrale 

à  la  forme  W 

i 

f/[t,\J{l-Z')[l-i''7')]dz      ou       /•<!, 

d'après  MM.  Brioi  et  Bouquet,  i"  édition,  p.  194» 


(  6oi  ) 
I®  A  positif,  m  =  —  A',  m'  =  —  /i'*,  h  ]>  A',  on  pose 


z 
jr  :zr  -  • 
h 


a®  A  positif,  m  =  —  A",  m'  =  /i'% 


3^  A  positif,  m  =  /*%  m'=  K\  h  >  //, 


hx  z=z • 


V^i  — z» 
4°  A  négatif,  m  ==  —  /i»,  m*  =  /i'% 


hxzzz  . 


5^  A  négatif,  m  =  —  h\  m'  =  —  h!\  h  >  h\ 


Quand  on  a  ramené  le  radical  à  la  forme  voulue,  il 
reste  encore  à  calculer  les  quantités  que  Ton  a  désignées 
par  K  et  K'  et  dont  dépendent  les  périodes.  A  cet  eflet, 


on  calcule  d'abord  la  quantité  q  =.  e  "^  5  on  part  pour 
cela  de  la  formule 

A  /77^'(-^) 

ÛT\X  =:z  d h'  -  ;   /  • 

^       0  [x] 
Si  l'on  fait  j:  =  o,  on  a  .; 

,-jy__  0(0)  _  1  — 2y-4-2y<—  27^  —  ...  ^ 
0,(0)         I  4- 27  4- 2(7« -i- 27^-i-.  .  .  * 

On  pourra  résoudre  cette  équation  par  la  méthode  du 
retour  des  suites.  Quand  on  connaît^,  K  se  calcule  fa- 
cilement, et,  en  elFet,  on  a 

ST\x  î      H(.r) 


(    602    ) 

et,  pour  jc  =  o, 

En  faisant,  dans  l'expression  de  sn:r,  x  =  K,  snx  dc« 
vient  égal  à  i,  et  Ton  a 

donc 

_H^(ole(K) 

'""  H(K)0(oj' 

Remplaçons  H'(o)  =  lini  —^  pour  x  =  o,  0(K),  H  (R) 

et   0(o)  par   leurs  développements  en   produits,  nous 
aurons 

ou 

_('-7)('-7')-"('  +  y)(i4-y')...(i4-y)(i  +  7»)... 

C'est  précisément  la  valeur  de  0i(o), 
On  a  donc  fînalement 


\/ 


2K.  ,  .  ,  . 

=0,  (o)  =  I  +  2^  -H  2y*-h  OLÇ*  -5-.  .., 


d'où  Ton  conclut  K. 

Mais  il  est  clair  que  Ton  pourra  aussi  calculer  K  et  K' 
par  les-  formules 


(  GoS  ) 

en  les  développant  en  série.  Si  h  est  voisin  de  Tunité,  K 
sera  donné  par  une  série  peu  convergente*,  mais  K'  sera 
alors  donné  par  une  série  très- convergente.  Pour  aug- 
menter la  convergence  des  séries,  on  pourra  employer 
la  transformation  de  Landen. 

Le  développement  en  série  de  K,  par  exemple,  se  fera 
comme  il  suit  : 


[(«-'')  (•-**'')]"' 


I  I  ..       j:*  1.3      X*.r< 


i 


y/i—x'        2      ^i  —  x»        2.4  ^ 
dx 


x' 


•  •  I 


=i[-a)'-(^)'-(^y--]- 

EEMARQUE. 

Les  formules  (i),  (2),  , . . ,  (8)  du  paragraphe  précé- 
dent conduisent  à  des  formules  curieuses  que  Ton  peut 
rapprocher  des  formules  élémentaires 

cos.r  =  )      sm^r  =  -= • 

2  2  V  —  ' 

Considérons^  par  exemple,  la  formule  (5)  •,  on  en  lire 

Or  z,  étant  la  tangente  amplitude  de  a:,  s^annuleavec  x: 
on  doit  donc  prendre  pour  limite  inférieure  de  l'inté- 
grale zéro*,  mais  alors  on  a 

^ —  I  z  =  sn(X-',  x^ — I  ), 


ou  bien 


tn  [kj  x)  =  -=r  sn  (X',  x  y^—  1  ) , 


(  6o4  ) 
OU  encore 


sn(/-,  .r) 


=  —  --  sn  (X',  x\J —  I  ) . 


V^i  — sn'(/-,  j:)        v^— I 

Il  est  clair  que  Ton  pourrait  obtenir  ainsi  une  infinité 
de  formules  du  même  genre,  mais  qui  seront  plus  ta- 
rieuses  qu'utiles. 

RÉSUMÉ    DES    PRINCIPALES    FORMULES    ELLIPTIQUES. 

K' 

,    .                             7r.r             ^         iTiX             ^         Sttj: 
e    (•*•)  =  I  —  27  COS— -  4-  2  7*COS— 27'COS  —=z h..  ., 

K  K  jv 

©I  ( jr)  =  I  +  2  17  COS  — -  +  27*C0S-— h  27'COS-— ..  ., 

K.  K.  J\. 

I    .   •  TT-r  I    .     3Tr.r  ^    .     Sttx 

H  (.r)  =:  27*  sm  -—  —  20'  sm  — -r  +  27     sin  — — .  - . , 

^  '         '         2K         ^  2K  '  2K 

II,  .r  =  27*  COS  -—  -4-  27*  COS----  +.27     COS——-  -4-.. ., 
^  ^         '         2K  2K  2K 

c=:(i-7»)(i-7*)(i~7M..., 
0  (x)  =  cn  —  27C0S^  +  7M  f  I  —  27'cos^  -+-7M  .  .-  , 

0,  (^)  =cf  I  -f-  27  COS  ^  +  7')  (•  -^  27*  COS  ^  -f-7M..  ., 

^  /  X  T  .    î^-^  /  •      ïï"-^       A  /  i      '^•^  .    A 

H(x)  =  207*  sin— -  (  1  —  27'cos—  -4-  7*1  II—  27' COS—  H-  7*j  ...f 

Hi(ar)  =  2^7*  cos^  f  i  -h  27'cos^  -^  ^* )  (1+  27*cos—  -+-  7'J.  .., 

0(— x)i=       0(jr),  0,(— x)  =0,  (j;), 

H(— a:)z=:-n(^),  H,(— J7)  =  H,(i:), 

0(^  +  10=       ©,(r),  0(z— K)=       0,(^), 

0,(x-f-K)=       0  (.r),  0,(jr~K)=       0  (.r), 

n(x-hK;-        H,(x),  ll(.r  — K)=r-H,(x), 

ll.(:r   4-K)r^— H(r),  1-J,(r  — K)=       H  (u:), 


Si  Ton  fait 


(  ()u5  )    .  * 

e,(xH-2K)=     ©.(x), 

H,(x-f-2K)=--H,(j:). 


"^^'-"'^"^A  a  r'--'^--"'^'=B. 


on  a 


e  (.r-|-2KV-n")  =  -A©  (x),     0  (x  +  K'v/^)=^V~ »"(*)'  • 

H(ar-f-2K.V^^)^  — AU  (x),      H  (x -4- K V^ ;  =  V^^ B 0 1-^) » 
B.(x  +  2KV^)  =       AH,(.r),     H.(x  -f-  K' v/^)  =  Be.(x). 

S(x)     est  nul  pour    x  =  iiK-h(ij -\-i)K' \^^^i, 

H  (a?)  »  X  =  2iK  -h  2jK'^ — I, 

Si{x)  »  X  =  (li -f-i)K-\- {ij -h  i)K'\/ — I, 

Hi(a?)  »  X  =  {ii -h  i)K-r-ijK'\^ — i, 

sna?  s*annule  pour     x==o     et     2K, 
cnx  •  x^K,     •—  K, 

Périodes  de  snx=:4l^»     sK'y/— i, 
Infinis  des  trois  fonctions  £iz  K'  y/ — i,     2K  4-  Iv.'  v^ — i". 


(  6o4  ) 
OU  encore 

sn(/,  .r)  I  ,  f . 

v/i  — sn'(/-,  j:)        v'— I 

Il  est  clair  que  Ton  pourrait  obtenir  ainsi  une  infinité 
de  formules  du  même  genre,  mais  qui  seront  plus  ta- 
rieuses  qu'utiles. 

RÉSUMÉ    DES    PRINCIPALES    FORMULES    ELLIPTIQUES. 

K' 

,     .                                        TX                  ,            iTiX                 .            SttJT 
e    \X]z=z\  —  iq  COS— -  4-  2  7'COS— 27*COS  -:=p h.-  ., 

K.  K.  K. 

©I  (jr)  =1  -4-  27  COS  — -   -4-  27*COS-- h  2^'COS-- .  .  ., 

K.  jv  Ix 

H  (.r)  =:  2«7*  sin  — —  —  20*  sm  — -—  -f-  2fl     sm  — — .  - .  , 

^   '  '  2K  ^  2K  '  2K 

i         Ttx  T        37rx  V^        Sttj: 

II,  .r]  =  2q*  COS  -— -  +  27'  COS  —  -  H-.20      COS——-  -h .  .  .  , 
^   '  '  2K  2R  "  2K 

0  (x)  =  cM  —  2<7C0s~  -4-7M  fi—  a^'cos^  H- 7")  •  •  •  > 

0,  (ar)  =f?(  I  H-  2<7COS^  H-  7')  (  »  -^  27*cos—  4-  yM. .  . , 

U[xj  =  207*  sin— -  (  I  —  27' COS—  4-  7*  1  II  —  ^7*  COS—  4-  ^M  .  ;., 

Hi(ar)  =  icq*  cos^  f  i  -h  2 </' cos ^  4-  7M  (  i  4-  2<7*cos—  4-  7'].  ..» 

e[—x)=     e{x),       0,(— x)  =0,  (j;), 

H(— or)  —  -  n(.r),  H.(—  x)  =  n,[x), 

0  (x  4-  K)  =       0,  (r),  0  (z  -  K)  =      0,  [x], 

0,  (.r  4-  K)  =       0  [x] ,  0,  (x  —  K)  =       e  (x). 

Il  (x  -h  K  ;  -       H,;^;,  Il  (.r  _  K)  =  -  ïh(x], 

ll.(:r    4-K)r^— H(r),  U,(x- —  K)  =        U  {x). 


(  ()o5  )    .  ' 
e  {x-i-iK.)=     e  (x), 
e,  (x  H-  2K)  =     0,  (x), 

H(x-f-?.K)rr.- H(x), 
H,(x-f-2K)=-~H,(.r). 
Si  ron  fait 


on  a 

e  (.TT-i-  2KV'^)  =  — A0  (x),     0  (x  +  K'v^)==V^~BH(x], 
0,  (x  -+-  2K'  v^"^)  =:       A0,  (x),     0,  (x  4-  K'\/— T)  =  Bll,  (x), 
H(x-f-2KV~)=  — AH  (x),      H  (x-4-KV^)  =  V^^B0(-^)» 
B,(x  -f-  2RV^^)  =       AH,(x),     H,(x  +  kV^)  =  B0,(x). 

S{x)     est  nul  pour    x  =  i iK -h  (ij  -\-  i)K' \J —  i , 

\\{x)  »  a:  —  2iK -H  ay  K'/ — i, 

6i(x)  »  ar  =  (2t -h  i)K -I- (27 -h  i)KV — I, 

Hi(a?)  »  a:  =  (2i -h  i)K -t- 2y  K'/ — i, 


/-'=V^i  — x% 


I     H  X  //•'  H,  X 

-=.  — y-^»      cnx  =  i/--  -— i-.i,      cln.a 


snx  s*annule  pour     x==o     et     2K, 

cnx  »  x^K,     *— K, 

cJnx  »  x=±(K  +  kV— i)> 


Périodes  de  snx=r4K»     2K\/— i, 

M  cnx=4K.>     2KV — î  H- 2l\., 


Infinis  des  trois  fonctions  =e=  K'  \I — i,     2l\.  4-  Iv'  ^^ — i". 


(  Go6  ) 


iîil': 


G     c     G      c      a 

^     "O     "TS      -^       "O 


8 


Il  LI 


I 
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^     ^    "^ 
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•  (  (5o7  ) 
.     ,    ,,       sn/icn6  i)n6ihsn6  cD£i  dna 

Sn  (/7  ±  6    =r — 9 

.      ,    ,,       cna  cnZ>  q=sn// sn^  (1n^  (In6 

en  (a  ±  6)  = =i=- — ; -j , 

,    ,      ,    ,,        (Ina  (ln&  =£1  X'^sn/i  sn^cnacn^ 

dn  (€3  ih  6)  = -î— : » 

qI  —  27-4-37*— 2  7*— ... 
7  — 47*-h97^— ... 

X-'sna  cna  dna  sn^:r  ,  ,        , 
;; dx  zzzXi  Lr,  a\ 


0  («)         2     ^  e^j:  -h  fl) 


PREMlkRES    APPLICATIONS    GÉOMÉTRIQUES,  -~    FORMULES 

FONDAMENTALES. 

Dans  les  applications  du  Calcul  intégral,  les  fonclians 
trigonomélrîques  se  présentent  sous  leurs  formes  in* 
verses  quand  on  ne  les  introduit  pas  directement  dans  le 
calcul  sous  leur  forme  normale.  Il  faudra  donc  nous  at- 
tendre à  rencontrer  par  analogie  les  intégrales  ellip- 
tiques avant  les  fondions  directes  :  aussi  allons-nous  re- 
venir un  instant  sur  ces  fonctions  inverses. 

JNous  avons  posé 

(')  ■    r, — ^— -=F(y)=F(^,.,) 

et  de  là  nous  tirons 

sin  y  :=  sn  F,     y  =  ani  F, 


(  6o8  ) 
Nous  poserons  encore,  avec  Legendre, 

(2)  f  ^ d^  six  -  it'sin»^  =  E (<p)  =  E  ((p,  h). 

«/o 

La  fonction  (i)  est  l'intégrale  de  première  espèce,  Tîn- 
légrale  £(9)  est  l'intégrale  de  seconde  espèce  do.  Le- 
gendre  :  elle  diilère  de  celle  de  Jacobi.  On  a 

•/o    V*  —  A- SI  n'y  Jq         yi  —  A'^sin^ç 

La  seconde  intégrale  est  celle  de  Jacobi,  qui  se  réduit 

Jf*X 
sn^xdx  quand  on  fait  sincf  =  sinamo:; 
o 

nous  la  désignerons  par  J  (y),  de  sorte  que  J  (aanx)  =  Z  (x)  5 
nous  aurons  alors 

•(3)  EW  =  FW-J(î),     JW  =  FW-E(y). 

La  foncticfn  elliptique  de  seconde  espèce  E(cp)  repré- 
sente un  arc  d'ellipse  dont  les  coordonnées  seraient 

ç  est  alors  le  complément  de  Tanomalie  excentrique,  et 
Ton  trouve 


/         a'  —  ù^  , 
fis^=aa(fi/  I — sin'^, 

et^  par  suite,  en  prenant  a  pour  unité,  et  eu  faisant 

1— 6«  =  Â%  

ds  =  dif  ^i  —  X^sin'y; 
on  a  donc 

ce  qu'il  fallait  prouver. 


(  6o9  ) 
Si,  pour  évaluer  Tare  d'hyperbole,  on  posait 


oii  trouvcnit 


/         a^  JL.  i)t 

Par  une  suite  de  transformations,  on  (inirait  par  ra- 
nicMier  cette  expression  aux  fonctions  elliptiques,  mais  il 
est  plus  simple  de  suivre  une  autre  voie  pour  évaluer 
l'arc  d'Iiyperhole-,  nous  prendrons  Téqualion  de  celle 
courbe  sous  la  forme 

ou 

h    , 


r  =r  -  sJ(i^  -f-  x^ 


Si  Ton  forme  réléihcnt  d'arc  ds  ^=i  \]dx* -^  dj^^  on 
trouve 

/  n'  -\.  b^      \   ^ 


ds  = 


^[a^-^x^]{a^-\-'''-^~x^ 


ce  que  Ton  peut  écrire,  en  posant  d'abord  --  =  x% 


1 
ds=z  — -__ 


(,  +  îiii:  ,..)..,■ 


.0— ■■)(■- '^-) 

après  quoi,  conformément  aux  règles  que  nous  avons 
données  pour  la  réduction  des  fonctions  elliptiques,  nous 
poserons 


v/ 


a'^  h-"     ,  x" 

■  X   z=z  -— — — 


«'  s/i'—x"'^^ 


SivwA.  —  y4n.^  Il-  83 


(  .6.0  ) 
nous  aurons  alors 


ds'=L  —  —  — 


\/i— )(-.-4^*-.''V-""'-"'' 


Posons 

et  nous  aurons 

d^  aJ\  —  X» 

fis  =  -  ' 

Nous  poserons 


(4)  r(,)  =  r  >l^'         "^ 


ces 


Tare  d'hyperbole  sera  donc  représenté  paraT(y)  et  sim- 
plement parT(cj>),  quand  a  sera  rnnilé,  l^a  snile  des 
transforinalions  que  nous  venons  d'effectuer  revient  h 
faire 


y    ï  —  h^  cos<p 


X  =:  ax'  =:  a^i  —  /{'  tangf , 

•^"^I  —  X-a  C0S(J) 


COMPARAISON    DES    ARCS  d'eLLIPSE  ET  d'hYPEUBOLE. 


Nous  continuerons  dans  ce  paragraphe  le  numérotage 
de  formules  employé  dans  le  précédent  el  nous  prou- 
verons d'abord  que  la  fonction  T  se  ramène  à  E  el  à  F 
(il  est  bon  de  remarquer  queX  est  un  cas  particulier  de 


(6..  )  •     .... 

Tinlégrale  de  troisième  espèce)  *,  on  a 

Jo    cos*yv^i  —  /'sin*f 
Si  Ton  observe  alors  que 

É?lang(py'i  — X-'sin'y=  rf<p( — =^ ^  ^ ^  ) 

on  aura,  en  înlcgrant  et  en  ayant  ëgard  à  (i),  (2),  (3), 


» 


(5)  lang<p\/i  — /»sin»(j)  =T(<p)  H-  (/5'—  i)  F(<p)  —  E(<p)  : 

la  fonction  T  ((f)  se  ramène  donc  à  F (9)  el  à  E(y). 

Mais  on  peut  aller  plus  loin,  et  exprimer  T((j/)  au 
moyen  de  deux  fonctions  E  d'amplitude  el  de  modules 
différents.  Ce  théorème  sera  démontré  si  Ton  prouve 
que  F((p)  peut  être  évalué  en  fonction  de  deux  fonc- 
tions E^  ce  théorème  célèbre,  en  vertu  duquel  un  arc 
d'hyperbole  peut  être  mesuré  par  deux  arcs  d'ellipse,  est 
dû  à  l>anden  et  porte  son  nom. 

Or  la  transformation  de  Lantien  permet  d'écrire 

(6)  ^  _ 


V^i  — /'Jsin'tp,  ^       \/i  —  /'sin'y 

cl  la  relation  qui  en  résulte  pour  les  angles  ^  et  ^1  peut 


s'écrire 


(7)         sin^tp,  =1  -  [i  -\-  Xsin'y  —  cos<f ^i  —  X'siu'i^); 
d'ailleurs. 


A'  = • 


1  -h  Xi 


noti5  aurons  alors 


dir--     =r-=r=== 


luisons 


et  nous  aurons 


d»  aJi  —  X* 

ds  -=.  • 

^olls  poserons 


Tare  d'iiypcibole  sora  donc  repréçenlé  paraT(f  )  el  sîm- 
plomcnt  parT(':f),  quand  a  sera  rnnité,  ï.a  snile  des 
transforniahons  que  nous  venons  d'eflecluer  revient  h 
faire 


V     1  —  /'  COS<p 


<7/  i/l  X'jjipl- 

J^  =  —  ^ ^• 

^I_/J  COS(p 


COMPARAISON    DES    AaCS  d'eLLIPSE  ET  D^HYPEBBOLB. 


Nous  continuerons  dans  ce  paragraphe  le  numérotage 
de  formules  employé  dans  le  précédent  et  nous  prou- 
verons d'abord  que  la  fonction  T  se  ramène  à  E  el  à  F 
(i\  esl  bon  de  remarquer  que  T  est  un  cas  particulier  de 


(C,  ) 
Tinlégrale  de  troisième  espèce)*,  on  a 

Jo    cos*^v  I  —  /'sm'f 
Si  Ton  observe  alors  que 

</taiig<pv^i  —  X-'sin'y=  iiffl —=. °  ^ ^  ) 

V'-os^V  V  V  / 


=  ^^ 


r   (i  — A*)  X»       -,>^»c.in»y1 

Lcos'(^V'  ^'  ^'      J 


» 


on  aura,  en  întcgranl  et  en  ayant  égard  à  (i),  (2),  (3), 


(5)  lang<p\/i  —  /'sin^f  =  r(<p)  -h  (A'—  i)  F((p)  —  E(<p)  : 

la  fonction  T((p)  se  ramène  donc  à  F(y)  el  à  E(ç). 

Mais  on  peut  aller  plus  loin,  et  exprimer  T((p)  au 
moyen  de  deux  fonctions  E  d'amplitude  et  de  modules 
différents.  Ce  théorème  sera  démontré  si  Ton  prouve 
que  F((p)  peut  être  évalué  en  fonction  de  deux  fonc- 
tions E;  ce  théorème  célèbre,  en  vertu  duquel  un  arc 
d'hyperbole  peut  être  mesuré  par  deux  arcs  d'ellipse,  est 
dû  à  l>anden  et  porte  son  nom. 

Or  la  transformation  de  Landen  permet  d'écrire 

(6)  '  - 


cl  la  relation  qui  en  résulte  pour  les  angles  (f  et  (f^  peut 


s'écrire 


(7)         sin^tp,  z=i  -  (i  -{-  X  sin^^  —  cos<|py/i  —  X'sin'i^); 
d'ailleurs, 


1  -h  Xi 


(6,2    ) 

Sî  nous  multiplions  membre  à  membre  (6)  et  (7),  nous 


aurons 


-  J(Ar.,,y.)  =  -p-  J(X-,(p)-h  -j-  F(/-,(p) ^  sm^, 

ou,  en  vertu  de  (3), 

-i[F(X„ç.)-E(*..?.)] 
mais  la  formule  (6)  donne 

en  remplaçant  alors  F(A,,  ©i)  par  celle  valeur,  on  a 

F(X-,(p)  =  -=î=p[E(^,7)-(i+/-jE(/-.,<p,)-hA-siny], 
V»  —  ^j 

ce  qui  démontre  le  ihéoième  énoncé. 


SUR  L^ AUDITION  DES  INTÉGRALES  DE  PREMIÈRE  ESPECE. 

Les  questions  traitées  ci-dessus,  quoique  se  rattachant 
à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  pourraient  se 
traiter  sans  avoir  aucune  notion  de  ces  fonctions;  il  était 
bon  de  les  signaler,  parce  qu'elles  ont  fait  naître  des  re- 
cherches ultérieures  et  ont  été  le  point  de  départ  de  la 
thcorie:  on  saitqu'Euler  avait  deviné  l'intégralealgébrî- 
que  de  l'équation  d'où  dépend  le  théorème  de  l'addition 
des  fonctions  sn.r,  cux^  dn»r.  11  convient  de  faire  con- 
naître ici  une  méthode  géométrique  due  à  Lagrange,  qui 
a  du  contribuer  pour  sa  part  à  faciliter  les  premières 
recherches. 


(6.3) 

Soient  (f,  ^,  fx  les  côtés  d'un   triangle  sphérîque  et  C 
Taugle  opposé  à  ^]  posons 


-; = /•',    cosC  =  ifc:\/i  —  X^'sin-'a. 

sin>  '  ^  * 

Supposons  acluelfement  que  Ton  fasse  varier  ç  et  ^j^  en 
laissant  fx  constant,  ainsi  que  Tangle  C,  nous  aurons 


(i)  cos|/  =  cos'pcosxp  dz  sinf  sin^{ly/ 1  —  Af'sin'p; 

mais,  le  côté  |:ji  variant  seulement  de  position,  ses  extré- 
mités décrivent  sur  les  côlés  y  et  ^p  des  éléments  d(f  el  rii^f 
dont  les  projections  sur  [jl  doivent  êlre  égales.  En  elïet, 
soient  A  A'  el  BB'  les  positions  voisines  du  côlé  /:/,  si  du 
point  O  où  se  croisent  ces  positions,  comme  pôle,  on  décrit 
les  arcs  BC,  A'C,  comme  OB  =  OC,  A'O  =  CO,  il  faut 
bien  que  AC  =  B'C.  Or 

AC  =  ^«pcos((p,  fx),      B^C  =z  ei-^cos(^fii): 
donc 

'  (i<f  cos{ff  II)  =  ti^  cos{^,  II) ^ 

ou 

dff^i  —  sin'(y,  p)  =id-i^\Ji  —  sin'(>^,  /x); 
mais 

sin  («p,  p) sinC ^ 

sim|/  sinp 

donc 

sin(^,  fA)  =  /  sin^p. 

La  formule  précédente  donne  alors 


{2)  d<^\Ji  —  A'sm'^  =±:d'^s/i  —  ^^sin^<p- 

La  formule  (i)  est  donc  Tinlégrale  de  celle-ci,  jtji  y  est 
constant;  si  Ton  fait  alors  (j;  =  o,  on  a  fx  =  <p.  Si  Ton 
écrit  (2)  ainsi 


(6.4) 
ou 

(4)  F(?)^^F(,!,)  =  F(p), 

F{ix)  désignant  la  conslanle,  |xse  réduira  à  çpourtf  =  o, 

vi  (i)  sera  équivalente  à  la  relation   transcendante  (4); 

la  formule  (i)  devant  avoir  lieu  pour  fi  =  o  et  ç  =^ —  ^J;, 

il  faudra  alors  prendre  le  signe —  devant  le  radical.  Que 

Ton  fasse  cf  =  ama,  ^  =  amZ>,  fx  =  ain  («  -f-  Z>),  on  aura 

alors 

cn(a  -\-  b)  =z  cnacnb  —  sruisn6dn(a  -h  ù). 

Cette  équation,  combinée  avec  les  suivantes  : 


cn^r  =  V  *  —  bifrt, 


fera  connaître  cn(a-\-b)j  dn(a-h  &)  et  sn(fl  -f-i)  :  on 
retrouve  ainsi  les  formules  fondamentales  de  l'addition 
des  fonctions  elliptiques.  On  peut  retrouver  ces  formules 
en  cherchant  les  lignes  de  courbure  des  surfaces  du  se- 
cond ordre  :  c'est  ce  que  nous  allons  voir. 


LIGNES    OE    COURBURE    DE    l'hYPERBOLOÏDB.* 

On  peut  considérer  les  lignes  de  courbure  de  l'hyper- 
boloïde  gauche  comme  les  lignes  bissectrices  des  géué— 
ralrites.  Or  les  gc'nératricés  ont  pour  équations 

-=  -  cos«p  4-  sin©,      -  =  -  sin^^  —  cosJ», 
a        c  ^       a        c        '  * 

y        z    .  y        z 

-r=:-sino — ccsœ,     V  =  ""  ^osij»  +  sin  >p. 

0       c       ^  ^       0       c 

Les  paramètres  (jp  et  c{/  servent  à  caractériser  une  généra- 
irice;  en  les  prenant  pour  variables,  les  équations  diûë- 
rentielles  des  lignes  de  courbure  prennent  la  forme 


(  fi'îî  ) 

équations  dans  lesquelles  on  a 

(Icp 


*« 


= m 


-H    (  -;-       > 


en  eflectuanl  les  calculs,  on  trouve 


y/l  —k'^s'in^^dr^  =  zh  y/i  —  A-^sin^cpé/ij;, 


OU  bien 


d^ 


d^ 


H-  — :==z:=^z 


=  o, 


d'où  Ton  con«  lut  l'ôquation  des  lignes  de  courbure  sous 
forme  finie.  11  est  assez  curieux  que  Ton  puisse  ramener 
ainsi  aux  fondions  elliptiques  la  solution  d*un  problème 
résolu  par  une  lout  autre  voie. 


THÉORÈME  DE  PONCELET. 


Voîcî  encore  une  inief  prélaiion  très-curieuse  du  théo- 
rème qui  vient  de  nous  occuper  :  considérons  deux 
cercles  intérieurs  Tun  à    Tautre^   soient  R   et  /'  leurs 


rayons  et  PQ,  P'Q'  deux  tangentes  infiniment  voisines 
menées  au  cercle  de  rayon  r^  soit  00' la  ligne  des  centres 

arcAP  =  2yR,     arcAQ  =  2>J<R. 


(  <3.G  ) 
On  aura 

mais  les  triangles  semblables  PFM,  QQ'M  donnent 

PP^       MP  _  MP 

ainsi 

dtf  _  MP 

or,  à  la  limite,  le  point  M  vient  sur  le  cercle  r  au  poi»t 
de  contact  de  PQ,  et  Ton  a 

MP'=  ÔT*  —  /^  =  R»  -{-  fl»  —  r'  -h  -2 R ^  cos^^, 

MQ'=(yQ'  —  r»=R»4-««--H-|-'2R«cosa4»: 
on  a  donc 

fitf /R'^-f-fl«  —  r* -4-  2  tf  R  cos  5»  y 

d^        y     R'  -4-  fl'  —  r'  4-  2tf  Rc<)S2^J; 

_      /(R  +  «)='—  /^—  2aRsin»^^ 

""  V    (l\'+^)'-~  /•»—  2flRsm'»}»* 
Si  Ton  fait 

^,^__^^^R__ 

(R  +«)»  — r' 
on  a  Tcquation  connue 


ff(f  d'^ 


=  o. 


d*où  Ton  peut  conclure  une  construction  g(*omëtrîquo 
de  son  intc^grale.  Mais  on  peut  en  déduite  un  résultat 
nouveau. 

L* équation  précédente  devient,  en  intégrant, 

'  r?  df  ni>  d'f 


(6.7) 

et  fÂ  est  la  valeur  de  4'  pour  y  =i  o.  On  voit  que  fx  ne  dé- 
pend ni  de  (jp  ni  de  ^;  si  donc,  à  partir  du  point  cp,  on 
mène  une  seconde  tangente  QR  au  cercle  intérieur,  et 


si  ron  pose  AR  =  2;^,  on  aura  encore,  en  posant 

1 — X'sin'y  =  *,      1  —  /»sin'>(»==  T,     ...,     i — /'sin'fA  =  M, 


(3) 


<P  e/^  rx  dji  r^  ^V-  , 


Jf»f  d^         rx  itx rf^  «p 


î 


en  menant  par  R  une  nouvelle  tangente  RS,  on  aurait 
entre  Tare  26  =  AS  et  Tare  2j^  une  relation  analogue: 

les  intégrales   /     — I,    /    -^  >  . . .  forment  donc  une  pro- 

Jo    V^*    Jo   V^^ 

J"*^   du. 
— ?-• 
o     VM 

Supposons  que  le  polygone  PQRST  soit  fermé  et  que 
le  point  T  coïncide  avec  A,  le  dernier  des  arcscf,  ^,  X'  ••• 
sera  delà  forme  cp  -h  2 /itt.  En  ajoutant  alors  les  foi  mules, 
telles  que  (2)  et  (3),  on  a 

f  dv        r?  -+■  "TT  d(f  nf-  d^ 


Jf^f  r/v         /*?  -T-  "7f  dff  rf*-  dit 


ou  bien 


/«f  4-  nn  (J-Q  fil.  fia 


(6,8) 

le  premier  membre  de  cette  formule  ne  dépend  pas 
de  cp,;  car  on  peut  prendre  pour  limite  o  et  mz.  Donc  : 

jS'/7  existe  un  polygone  (fe  m  côtés  inscrit  dans  un 
cercle  et  circonscrit  à  un  autre,  il  existera  une  infinité 
de  polygones  de  m  côtés  jouissant  de  la  même  propriété. 

Ce  théorème  est  évidemment  projectif  et  s^applique 
aux  coniques  :  il  a  été  découvert  par  Poncelet:  la  dé- 
monslration  précédente  est  de   Jacobî. 

ADDITION  DES  ARCS  d'eLLIPSB.  —  THÉORÈME  DE  FAGKANO. 

Nous  avons  posé 

J  o 

Nous  aurons  alors 

I      A^sn^{x'hx)dx=  j  X*sn*(jr-|-y)Jar 

o  Jo 

—  /      k^sn^jrdjr 

I/o 


ou 


o 


A»  sn'  [x  —  j)  //-r  =  Z  (a:  — 7)  4-  Z [y). 


Kctranchons   ces   formules  Tune  de   Fautre,  en   ayant 
égard  aux  relations 

/  .  ,  ,         asnj:  cnr  dnr 

sn  (^  H-  r)  4-  sn  [x  —  r)  = ^ ^  9 

• 

,  ,  /         .  >         2snr  cno?  dn.r 

&n[x  -hjr)  —  sn(jc  —jr)  =z 


1  —  /'  sn*a7  sn*/ 


(  6..J  ) 
nous  aurons 


f 


4^'  snx  $ny  cnar  en/  dnjt  àny 


(i  —  X'  sn'or  sn*jry 

=  Z(.r-+.r)-2Z(^)-Z(x-7). 

La  quantité  sous  le  signe  /  esl  une  dérivée  connue,  si  Ton 
observe  que  asn^r  cn^  dno:  est  la  dérivée  de  sn^j:,  et 


Ton  a 

2sn'.r  sny  cn>'  dnj 


=  Z(x-|-7)-.2Z(j)~Z(.r-jr), 


1  —  X  '  sn'.r  sn'j 

Si  Ton  pose  alors 

# 
y  =  amj:,  ^p  =  am/•,  p  =  am  (x -+-/),  v=:am(ar — /), 

et  si  Ton  observe  queZu  devient  J(anifi),  et  que 

Z(.r)=:J(7)=F(ç)-E(y),    ..., 

la  formule  précédente  devient 

2sin'^  sin>p  cos^^  y^  i  —  X'  sin'>p 
I  —  X^  sin.''<p  sin'<p 

=  F(fx)-2F(^I/)•— F(v)— E(|Ex)-4-2E(.!;)-f-E(v); 

et  comme  F(fji)  =  F(cf)  4-F(^), 


-—Vr--^,      '   »f =  -  E  p  4-  E  ^ H-  2E  ^î. , 

1  —  A-'  Sin'y  SUi'>[;  \r;  .  /  vr/» 

si  l'on  échange  (p  et  «j'î  /^  ne  change  pas,  v  se  change  en  —  y 
et  le  second  membre  devient  —  E(|x)  — E(v)  -H  2E(cp). 
En  ajoutant  alors  à  cette  formule  celle  que  Ton  obtient 
en  changeant  (p  en  ^,  et  vice  versa,  on  trouve  [eu  égard 
à  la  formule  qui  fait  connaître  sn  (x  -hj^)] 


E((p)  -h  E(^^)  —  E(p)  =  X*'  sin(p  sin^p  %\x\^ 
On  obtient  le  théorème  de  Fagnano  en  posant  /jt  =  -j 


2' 
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alors  E(/:a)  est  le  quart  d'ellipse;  nous  le  désignerons 
par  E  et  nous  aurons 

(i)  F(y)-f-E(^^)  —  E=:/-»sinTSÎnt!;. 

Entre  les  angles  9,  4*9  f^?  ou  a  Ifi.  relation 

cosp  =  ces  y  ces  4»  —  sïïïff  sinip  ^i  —  A'sin'/x, 

Si  alors  on  fait  fx  =  -y  on  a. 


o  =  cosy  cos^^  —  sipf  sin^p  ^1  —  X*' 
ou 

(2)     tangy  tangtj;  =  -7= —     ou     b  tangy  tangij»  =  i. 

La  formule  (i)  montre  que,  si  les  arcs  d'ellipse  E(q?)  et 
E  —  E(^)  sont  tels  qu'ils  correspondent  à  des  anoma- 
lies 9),  ^  satisfaisant  à  la  formule  (2),  leur  différence  est 
rt'cti fiable.  Les  équations  de  Tellipse  sont 


j7  =  sinç,    y  =  )l  i — X-ciiSy  ==  A  cos^. 

Si  Ton  cherche  la  distance  /  du  point  cf  de  TcUipse  à  la 

perpendiculaire  menée  de  Toiigine  sur  la  tangente,  ou 

trouve 

.__  /nangy 

•  v/(6nan^»-l-i)  (i -hlang'y) 

En  chassant  les  dénominateurs,  on  trouve  une  équation 
du  quatrième  degré  en  tangf ,  à  savoir 

/>*  tang*f  4-  tang*(j»  (  1  -h  />»*  —  —  1  -h  i  =  o« 

Soient  cp  et  4*  les  deux  solutions  de  cette  équation,  on  en 

déduit 

b  tangf  rang  >{;  =:  i. 

L'identité  de  cette  formule  avec  (2)  montre  de  quelle 


(    G2.     ) 

façon  doivent  être  conslruils  les  angles  (f  et  ^.  On  voit 
que  les  arcs  K(^)  el  E — ^(4*)  auront  une  différence 
rectifiable,  s'ils  sont  choisis  de  telle  sorte  que  les  nor- 
males menées  par  leurs  extrémités  soient  à  des  distances 
égales  du  centre  de  Tellipse. 


SUR    LES    Anes    DE    LEMNISCÀTE. 

La  lemnîscale  est,  comme  Ton  sait,  une  courbe  telle 
que  le  produit  de  ses  rayons  vecteurs  issus  <le  deux  points 
fixes  est  constant.  Son  équation  en  coordonnées  po- 
laires est,  en  prenant  pour  axe  polaire  la  droite  qui  joint 
les  points  fixes  et  pour  origine  le  milieu  de  cette  droite, 

r*  —  2  fl'  r*  cos  2  Ô  -f-  û*  =  ^S 

2/1  désignant  la  distance  des  points  fixes  et  b  une  con- 
siànte. 

M.  Serret,  dans  un  Mémoire  inséré  au  tome  VlIIdu 
Journal  de  31,  Liouv^ille,  a  montré  que  toute  fonction 
elliptique  de  première  espèce  pouvait  être  représentée 
par  deux  arcs  de  lemniscate.  Voici  son  analyse  ; 

Soit  -  <^  I ,  la  courbe  se  compose  de  deux  branches 

dislint  tes.  On  pose  —  =  sinsvp*  Soient  s\  et  <7\  les  deux 

arcs  de  li^mniscale,  dont  les  extrémités  ont  pour  angles 
polaires  0^  et  S»! ,   on    a 


,: .:  i'  r  V 

^'  Ja     si 


^"  V  cos  9.0  -4-  v^ros'2  0 — cos'2^î/ 


^  C(JS'2  9  —  C()S^2^}; 

l,  2     /»^i  ^/  (.()s  2  0  —  v/  C  OS '^  2  ô  ^^r()S^2^    . 

'  dû» 


Q       y  COS'2Ô  —  C()S'2j; 
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On  dédnh  de  là,  en  ajoutant  et  en  rctraneliant| 

^    Jq       \/cOS26  —  COS2^p 

5;— <7;  =  v^2—     /        -— ==r. 

^    •/g       V  CO*^^   +  COS2tj* 

Si  Ton  pose,  dans  la  première  formule, 

sin6  =  sini|^  sin^, 
dans  la  seconde, 

sin  6  =  cos^^  sin^t 
on  a 

5:  +  (7;  =  ^[F(8in+,<p.)-F(sin4,.7j] 

On  voit  que  les  modules  de  s[-{-(j\  et  de  s\  —  (jJ  sont 
complémenlaires. 

Un  calcul  un  peu  différent  conduit  aux  mêmes  con- 
clusions qliand  on  suppose  -^15  mais  alor»  ce  sont  les 

arcs  correspondant   à  des  rayons  vecteurs  perpendicu- 
laires qu'il  faut  désigner  par  s\^  g\. 

La  Icmniscate  de  Bernoulli  est  la  plus  célèbre;  elle  a 
pour  équation 

r'  =:  2a'  COS2  9. 

L'arc  de  celte  courbe  est  donné  par  la  formule 

n  \f2ffO 

as  :=■  • 

\/cOS2  0 

Si  l'on  pose 

smO  =  -—  sin», 

V2 


(    6'2'i    ) 

on  a 


c!s  =r.  a 


d^ 


On  en  fimrhiti  on  compUBi  gaw^aHrimmi  Fain:, 


ou  l)ien 


s 
On  trouve  aussi 


=  tf  F  I  -»  arc  sin  (\/2sinO) 


s  =. 


/»         i(rdr 


AIRES   DE  QUELQUES  COURBES. 

La  quadrature  d'une  courbe  du  troisième  degrd  ne  dt5- 
peiid  absolument  que  des  fonctions  elliptiques;  pour  nous 
enconvaiMcre,plaç)ns l'origine  sur  la  courbe:  réqualiou 
de  la  courbe  s.  ra  de  la  forme 

?3(-^» j)  +  2.^2(0:,  /)  +  f , (x, jr)  =  o, 

?M  9s)  ?s  désignant  des  polynômes  bomogènes  de  degrés 
1,  2,  3.  On  peut  Técrire 

et,  en  posant 

y  —  tx^ 
on  a 

On  en  tire 

«= } 
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en  appelant  alors  R  la  racine  d'un  polynôme  du  qua- 
trième degré,  on  voit  que  x  est  de  la  forme  y*(^,R),  où  y 

désigne  une  fonction  rationnelle;  —  et  y  z=z  tx  seront 

de  la  même  forme,  et  par  suite  Tintégrale 


Jjrd.  =  j/t.U 


ne  dépendra  que  des  fonctions  elliptiques. 

Lorsqu'une  courbe  du  quatrième  degré  a  deux  points 
doubles,  on  peu.t  aussi  exprimer  son  aire  au  moyen  des 
fondions  elliptiques.  En  effet,  au  moyen  d'une  transfor- 
mation homographique,  on  peut  transporter  lesrdeux 
points  doubles  à  Tinfini  :  soit 

• 

Téquation  de  la  courbe  ainsi  transformée  *,  on  peut  sup~ 
poser  que  z  =  o,jr  =  o  et  z==o,y==o  soient  les 
coordonnées  des  points  doubles.  Quand  on  fera 

z  =:  o,     x  =  o 
dans  les  formules 

.1^-°'  ïï^-°'  dr=°' 

elles  devront  èlre  satisfaites  5  les  dérivées  des  termes  du 
quatrième  degré  en  x  ely  devront  donc  s'annuler  pour 
X  =  o,  ce  qui  exige  que  le  terme  en  j*  et  le  terme  en  a^* 

soient  nuls;  la  dérivée  -7- étant  nulle  pourx  =  o,  il  faut 

i\z  * 

que  le  terme  en  a:' soit  nul  également*,  on  verrait  de  même 

que  les  termes  jr'j^,   et  x*   ainsi  que  j^*,  disparaissent. 

L'équation  de  la  courbe  prend  donc  la  forme 


(  625  ) 
et,  si  Ton  résout  cette    équation   par  rapport  à  y^  on 
trouve  pour  cette  fonction  uuc  expression  raiionnclle  par 
rapport  à  a:  et  par  rapport  à  un   radical  recouvrant   un 
polynôme  du  quatrième  degré. 

SUR  LES  COURBES  DE  DEGRÉ  IH  QUI  OI«iT-  (w l)  (/7i ît) 

POINTS    DOUBLES. 

On  sait  que  -  (m  —  i)  (//*  —  i)  est  le  nombre  maxi- 

mum  de  points  doubles  que  puisse  posséder  une  courbe 
d'ordre  /n. 

Uner  courbe  (V  ordre  m  qui  possède  -  [m —  i)  ("*  —  ^) 

points  doubles  est  quarrable  par  les  fonctions  algé^ 
briques  et  logarithmiques  [y  coinpris  les  fondions  cir* 
eu f aires  im^erses). 

Il  suffît  de  prouver  que  Vx  et  Vj  de  celte  courbe  sont 
fondions  rationnelles  d*un  môme  paramètre  i;  pour  y 

parvenir  par  les  -  (m  —  i)  (m  —  i)  points  doubles  D  de 

la  courbe 

« 

(l)  f{.T,jr)=:Q, 

d'ordre  m,  faisons  passer  une  courbe  d'ordre  m  —  2.  Cctre 
courbe  est  déterminée  quand  on  rassujcliit  à  passer  par 

-(m  —  2)    (//i-f-i)    points-,    or,    elle  passe    déjà    par 

-  (f/i  —  i)  (ni  —  2)  points  D  ;  on  peut  donc  l'assujettir 
encore  à 

-  (  ///  —  2 )  [m  -+-  I ) (/;?  —  I  )  ( '"  —  1)':=  m  —  2 

condilions.  Nous  l'assujettirons  à  rencontrer  la  courbe 
(i)  en  m -^  3  points  fixes  que  nous  appellerons  A  *,  elle 
contiendra  alors  dans  son  équation  un   paramèlre  arbi^ 

Stirm.     -  j4n.^  II,  qO 
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traire  X,  et  celte  équation  sera 

(a)  ^(^>X)  -^H(^^X)  =o. 

Mais  cette  courbe  (2)  coupe  (i)enm(m  —  2)  points;  sur 
cesw(m —  2)  points,  les  points  D  comptent  pour  deuK 
et  équivalent  à  (m —  i)  (m  —  2)  points  crinlersection; 
si  Ton  y  ajoute  les  //*  —  1  points  A,  on  voit  que 

(m  —  i)  [ni  —  2)-|-//i  —  3=/w'  —  2m  —  i 

points  d'intersection  des  courbes  (1)  et  (2)  sont  fixes  et 
connus*,  il  n'en  reste  plus  que 

m  [m  —  2  )  —  ( m^  —  2 //i  —  i  )  =  i 

qui  soient  variables.  Si  Ton  forme  alors  la  résultante  des 
équations  (i)  et  (2),  toutes  les  racines  x  de  celte  résul- 
tante seront  connues  et  indépendantes  de  X,  à  Texceplion 
d'une  seule  que  Ton  obtiendra  par  suiie  à  Taide  d'une 
simple  division  et  qui  sera  rationnelle  en  X.  Ainsi  x  et  y 
s'exprimeront  rationnellement  en  fonction  de  X. 

.         c.  Q.  F.  D. 

Réciproquement,  on  peut  prouver  que,  si  x  et  y  sont 
des  fonctions  rationrfelles  de  X  de  la  forme  -77—-  >  —r^^ 
et-,  ;(,  *]^  étant  de  degrés  m  au  pluSy  x  ety  seront  les  coor- 
données   d^une   courbe   d'ordre    m  ayant  -  [m  —  1) 

[m  —  2)  points  doubles. 
Posons,  en  effet, 


Y(^»f*)       x(>-'f*)        ^(^»P-) 

z  étant  introduit  ici  pour  IMiomogénéité  ainsi  que  [x 
(nous  supposerons  ultérieurement  r  =  i,  |ui  =  i).  La 
courbe  représentée  par  les  équalions  (1)  coupera  la  droite 

(2)  ajc -h  by -{- cz  =^  o 


(6^7)  ■       •     ■     . 

en  m  points,  car  les  X  d^inlerseclion  seront  donnés  par 
la  formule  du  degré  m 

1  aura  m  valeurs  et  par  suite  x  qIj  auront  m  valeurs 
simultanées. 

Comptons  maintenant  les  points  d'inflexion  \  ces  points 
satisfont  à  Téquation  (  a)  et  aux  suivantes  :  * 


(3) 

(4) 


i\jr         .  Ay  dz 

i\\  (1>.  dX 

d'x        ,  d'r  d'z 


or,  en  vertu  du  théorème  des  fouctions  homogènes,  (  a)  el 
(3)  peuvent  s'écrire 


(5) 
(6) 


d'x 


d' 


X 


a\  X' 


al  X 


dX 
dÏÏ 


-  -4-  2  ^r 


y 


dXda 

t 

d'.r 


f 


.T. 


à^\ 


.  =o, 


dX  (Il 


.  . .  =:  o; 


la  résultante  des  formules  (4),  (5),  (6)  donnera  les  A  des 
poinls  d'inflexion.  Or  (5)  et  (6)  se  simpliflent  et  peu- 


vent s'écrire 


'X 


a \-  b 


d/x' 


d'r 


=  05 


A\ 


a 


et  la  résultante  cliercliée  prend  la  forme 


dA^ 
d'3 

dXdpt 

dv  I 


=  09 


d'.r 

iVy 

dÀ' 

A>} 

d^jT 

à}y 

dXdp 

dXdp 

d^r 

d\r 

-Ce 


dfx' 


dpt^ 
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Celte  équation  est  manifestement  du  degré  3(/7.' — 2)5 
ainsi  là  courbe  considérée  possède  3  (m  —  2)  points  d'in- 
flexion. Or  une  courbe  d'ordre  m  possède  normalement 
3m  [m  —  2)  points  d'inflexion  ;  celle  que  nous  considé- 
rons en  a  donc  perdu 

3  m  [m  —  2)  —  3  [m  —  2)  =  3  [m  —  ï)(/n  —  2). 

Or  on  sait  que  les  points  d'inHexion  ne  disparaissent 
que  parce  qu'ils  se  trouvent  remplacés  pardcs  points  sin- 
guliers.   Chaque    point    double  faisant  disparaître  six 

,,.    n    ••                           1              3  (w  —  i]{^  —  2) 
points  d  inllexion,  on  en  conclut  que     ^     —    '  ^   ^ 

ou-  [m  —  i)('w  —  2)  points  doubles  se  sont  attachés  à 

la  courbe.  c.  q.  f.  d. 

Il  faut  bien  remarquer  que  dans  notre  raisonnement 
nous  avons  tenu  compte  des  points  situés  à  l'infini,  ce 
qui  résulte  de  l'emploi  des  coordonnées  homogènes.  En 
second  lieu,  nous  n'avons,  en  fait  de  points  singuliers, 
considéré  que  des  point»  doubles,  mais  il  est  clair  que  nos 
énoncés  devront  être  corrigés  si  les  points  singuliers,  au 
lieu  d'être  des  points  doubles,  devenaient  points  tiiples 
ou  seulement  points  de  rebroussement. 

Les  théorèmes  précédents  sont  dus  à  M.  Clebsch  qui 
les  a  établis,  mais  moins  simplement,  dans  \e  Journal 
de  Crelle  (t.  64,  p.  43). 

su  II  LES  COURBES  d'oRDIŒ  Hl  POSSÉDAIT  -  111  (m  3) 

POIJNTS    DOUBLES. 

fjcs  courbes  d'ordre  m  possédant  -m  (m  —  3)  points 

doubles  sont  quarrables  par  les  fonctions  elliptiques. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  considérons  une  couibc 
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d'ordre  m, possédant  - /M  (m  —  3)  points  doubirs  D^  ce 

nombre  est  égal  à-(m  —  i)('w  —  2)  —  i,  c'esl-à-dire  au 

maximum  du  nombre  des  points  doubles  moins  un. 
Pour   déterminer   une    courbe    d'ordre  m  —  a,   il  faut 

-(m  —  2)  (m -f-  1)  conditions  •,  on pourradonc assujettir 

une  courbe  d'ordre  m  —  a  à  passer  par  les  -  m  (  m  —  3) 
points  D  et  par 

-(/»  —  2)(/W-}-  l) IW(/W  —  3)  —  1=:/W  —  1 

autres  points  de  la  courbe  (  1  ),  que  nous  appellerons  A. 
Cette  courbe  contiendra  dans  son  équation  un  paramètre 
arbitraire  X  et  pourra  être  représentée  sous  Id  forme 

(2)  f(^.r)  -f->4'(^,r)  =  o; 

mais  cette  courbe  (2)  coupe  la  courbe  (i)  d'abord  en 
m  (///  —  3)  points  confondus  avec  les  points  doubles  D  qui 
comptent  pour  deux,  et  en  /n  —  2  points  A,  ce  qui  fait 
en  tout  //i*  —  im  —  2  points  5  or  les  courbes  (  i  )  et  {2) 
devant  se  couper  en  m  (m  —  2)  points,  il  restera  deux 
points  que  j'appellerai  B  sur  la  courbe  (  t  )  et  par  les- 
quels passera  encore  la  courbe  (2).  Nous  supposerons  les 
points  A  fixes  ;  les  points  B  dépendront  alors  de  la  valeur 
attribuée  à  X-,  nous  les  déterminerons  comme  il  suit  : 
Par  l'origine,  imaginons  une  série  de  droites 

(3)  X=«>^y 

passant  par  les  intersections  A,B,D  des  courbes  (  1)  et 
(2)*,  les  coefficients  angulaires  a  seront  racines  de  l'équa- 
tion 

(4)  (ji  —  «-^i)  (ri  — a^a)  (r3  — aoTa).  .  .  —  o^    ou     a  =  o, 
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clans  laquelle  (J^n/i),  (Xj,yj),  ...  sont  les  solutions 
communes  à  (  i)  cl  (a);  on  peut  supposer  quej:,}'i  et 
Tf/t  sont  les  coordonnées  des  points  B.  Alors  on  voit: 
1°  que  réqualion  (4)  est  la  résultante  de  (i),(2)et(3); 
oP  que  celte  résultante  est  divisible  par  le  facteur 

que  nous  représenterons  par 

(5)  Aa*-h  aBae-l- C  =  o     ou     R,  =  o, 

et  qu'il  sera  facile  de  former.  Ce  facteur  fera  connaître  les 
coefficients  angulaires  des  droites  allant  de  l'origine  aux 
points  B  5  3**  la  résultante  R  =  o  pouvant  s'obtenir  en 
éliminant  j:  entre 

/{^ryOix)  z=i  o     et     ij>  (x, a.r)  -l-X^j/(x,aJr]  =  c 

sera  de  degré  m  par  rapport  à  X*,  mais  comme,  dans  celte 
résultante,  x^^y^^  ^*<»y*»  .  •  •  sont  indépendants  de  X,  le 
facteur  Aa'  H-  aBa  -\-'C  le  contiendra  seul  et  par  suite 
réqualion  (5)  sera  du  degré  m  en  X. 
On  lire  de  (5) 

(6)  «=: , 

en  ne  considérant  que  l'une  des  valeurs  de  a  ;  la  valour 
correspondante  de  x  s'obtiendra  par  les  considérations 
suivantes  :  soient  a,-,-  et  t/,-  les  coefficients  de  ar'j'  dans  cp 
et  vp  et  C,/  =  ail  -h  X  b^^  faisons  varier  /7,y,  t,y,  a^i^'hn  de 
manière  à  ne  pas  altérer  la  résultante  Rj  =  05  les  uuan- 
lités  X  ne  varieront  pas,  et  l'on  aura 

dR,    ,^  dR,    ,^ 

(iLij  •  tlU/ 

— dc~-  "^^'  "^  "dc*;-  ^^*'-  ^' 
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celte  dernière  formule  peut  s'écrire 

el  l'on  en  conclut 

* 

de  là  plusieurs  manières  de  se  procurer  x  en  fonction 

rationnelle  de  a   et  de  X,  par  exemple  au  moyen   de 

Téqualion 

dR,  dR. 


de.  dC 


09 


Maintenant  revenons  à  la  formule  (6),  pour  étudier  la 
quantité  B'  — AC  placée  sous  le  radical  et  la  décom- 
poser en  facteurs.  Pour  cela  annulons-la  :  l'équation 
Rj  =  o  aura  une  racine  double*,  les  droites  allant  de 
Torigine  aux  points  B  seront  confondues,  ce  qui  peut 
avoir  lieu  :  i^  soit  parce  que  les  points  B  sont  en  ligne 
droite  avec  Torigine',  2°  soit  parce  que  les  points  B  sont 
confondus. 

i^  Supposons  d'abord  les  points  B  en  ligne  droite  avec 
Torigine,  x  doit  être  indéterminé  ;  donc,  dans  les  for- 

mules  (7),  les  -— -^  doivent  être  nuls.  Or  on  a 

dR,  _  y^  dR,  dC,y  __  v>  dR,        _ 
dX   ""  2-  dC,y  "dX"  -  2-  dC,y     '^  "''' 

mais,  l'équation  (5)  ayant  une  racine  double,  on  a  aussi 

dR, 

-p-  =  O", 
ilx 

1  dR,  AT»  A 

or,  quand  on  pose  -p-  =oouAa-4-15  =  o,  oua  =  —  -« 

Hi  se  réduit  à 

B^  -  AC 
R.  = s 
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en  égalant  -jt-  a  zéro,  on  a  alors 

donc  cyifin  B'  —  AC  s'annule  en  même  temps  que  sa  dé- 
rivée pour  les  valeurs  X  pour  lesquelles  deux  points  B 
sont  eu  ligne  droite  avec  l'origine;  B*  —  AC  aura  donc 
autant  de  fadeurs  doubles  qu'il  y  aura  de  valeurs  de  X 
pour  lesquiîlles  les  points  B  sont  en  ligne  droite  avec  l'o- 
rigine, el  l'on  pourra  écrire 


V/B»  — AC=0()i)VV. 

2°  Supposons  maintenant  les  points  B  confondus,  les 
valeurs  de  X  pour  lesquelles  celle  circonstance  se  présen- 
tera s'obtiendront  en  exprimant  que  les  courbes  (i)  et 
(2)  se  touchent  :  alors  aux  points  de  contact  on  aura 

i\x    \i\x  axj        i\j     \ajr  dj/        ilz     \dz  iXzj 

en  égalant  ces  rapports  à  ->  en  chassant  les  dénomîna- 

leurs,  puis  en  éliminant  p  et  X,  on  trouve 

(8)  J  =  o, 

J  désignant  le  déterminant  de/*,  cp,  ^,  L'équation  (8)  est 
celle  de  la  jacobieune  des  courbesy=  o,  y  =  o,  (J/  =  o  ; 
or  on  sait  que  (Salmon,  Leçons  d^ algèbre  supérieure^ 
traduites  par  Bazin,  p.  72)  si  les  courbes  y  =  o,  ^{^  =  o 
sont  de  même  degré:  i^^la  jacobienne  passe  par  les  points 
communs  aux  trois  courbes;  2°  sîy=o  a  un  point 
singulier  en  D,  la  jacobienne  y  a  un  point  singulier  avec 
les  mêmes  tangentes  et  par  conséquent  coupey*=:  o  en 
six  points  confondus  en  D  ;  3^  la  jacobienne  louche  la 
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courbe  /'aux  points  A  et  par  conséquent  y  coupe  y"en 
deux  points  confondus. 

Or  la  jacobienne  est  de  degré 

m  —  \  -\-  i[m  —  2)  =  3w  —  7; 

elle  coupe /=  o  en  w  (3/ai  —  7)  points  dont  il  faut  dé- 
falquer les  points  D  au  nombre  de 

■ 

6  —  m[m  —  3  )  ==  3  //ï  (  w  —  3), 

2 

et  les  points  A  au  nombre  de  i[rn  —  2)  ^  il  resté  donc 

m[Zm  —  7)  —  3  m  {m  —  3)  —  2  [m  —  2)  =4 

points  où  la  jacobienne  peut  rencontrer  y^rir  o  et  par 
suite  où  la  courbe  {2)  peut  touclicr  (1),  et  par  suile 
quatre  valeursdeXpour lesquelles  B'  —  4  ACs'annulepar 
le  fait  du  contact  de  (i)  et  (2).  Le  polynôme  V  est  donc  du 
quatrième  degré  en  À*,  d'où  il  résulte  que  Ta  et  par  suile 
V X  et  Vy  d'un  point  variable  B  de  la  courbey*=  o  peu- 
vent s'exprimer  rationnellement  en  fonction  d'un  para- 
mètre X  et  d'un  radical  de  la  forme 


V/  X'  -H  aP  -H  p\^  -i-  7X  -f  <î, 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé  plus  liant. 

La  première  démonsiration  de  ce  lliéorème  est  due  à 
M.  Clebficb  [Journal de  Crelle,  t.  64-,  p.  210). 

Bemarque.   —  On  pourra  représenter  les  coordon- 
nées X,  y  de  la  courbe  (i)  sous  la  forme 

à  l'aide  d'une  transformation  rationnelle  opérée  sur  la 
variable X*3  si  l'on  fait  alois  X  =  sn/,  on  aura 

J-  —  G(snf)  +  sn'^  H(sn^) 
/r^K(sn/)  4- sn'rL(sn/), 
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Gy  H,  K,  L  désignant  des   fonclîons  rationnelles.  En 
effet,   le  radical  entrera  si   Ton  veut  dans  x  et  y  sous 
forme  linéaire^  or  il  est  égal  à  cn^dn/,  c'est-à-dire  à  snV. 

c.  Q.  F. 

Ainsi,  quand  une  courbe  a  son  maximum  de  points 
doubles  moins  i,  ses  coordonnées  sont  des  fonctions  ra- 
tionnelles d'un  même  sinus  amplitude  et  de  sa  dérivée, 
ou,  si  l'on  veut  encore,  sont  des  fonctions  doublement 
périodiques  de  même  période  d'une  même  variable 

QUELQUES  couhbes  hemarquables  dont  l'équàttob 

DÉPEND  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 

Lorsque  Ton  cherche  une  courbe  plane  dont  le  rayon 
de  coui bure  soit  proportionnel  à  l'inverse  de  l'abscisse^  on 
est  conduit  à  l'équation 


Je         X*  -+-  <? 


Cette  courbe  est  une  élastique,  on  la  rencontre  encore 
quand  on  cherche  parmi  les  courbes  isopérimètres  celle 
qui  engendre  le  volume  de  révolution  minimum  ;  en 
transformant  convenablement  les  coordonnées,  on  peut 

prendre  c  =n=  o:  alors  on  a  -^  =  o,  quand  x  =  o,  et 


JrX 
I           x^dx 
0        \/rt!*  X* 


OU 
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Si  Ton  fait  -  =  ^  on  a 
a 


i/2 

or,  en  prenant  le  module  Xr  égal  à  —  ?  en  sorte  que  Âr*  =  //^, 


on  a 


cn'0=:  —  ^^  V^ti  —  cn»ô)(i  -♦-cn='e)-, 

^0 


si  donc  on  fait 


on  aura 


•   Je  ^'  ^   */tf 

la  limite  inférieure  est  d*ailleurs  arbitraire  si  Ton  choisit 
convenablement  Torigine  :  on  a  alors 

xz=.  a  cnO. 

La  courbe  de  M.  Delaunay  engendrée  par  le  foyer 
d^une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  qui  roule  sans  glisser 
sur  une  droite  a  pour  équation 


son  abscisse  et  son  ordonnée  s'exprimeront  facilement 
aussi  par  les  fonctions  elliptiques.  Dans  cette  courbe,  la 
moyenne  harmonique  du  rayon  de  courbure  et  de  la 
normale  est  constante* 
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SUR  LE  MOUVEMENT  DE  ROTATION  AUTOUR  d'uN  POINT. 

Les  équations  du  mouvement  d'un  corps  solide  qui 
présente  un  point  (ixe  et  qui  n^est  sollicité  par  aucune 
force  extérieure  sont,  comme  on  sait, 

aJ^  =  (b-c),., 

(•)  iB^=(C-A)7„ 

C  J=(A-B)/77- 

A,  B,  C  sont  les  moments  d'inerlie  principaux  rela- 
tifs au  point  fixe;  p,  q^  r  sont  les  composantes  de  la  ro- 
tation instantanée  autour  des  axes  principaux  relatifs 
au  même  point;  enfin,  t  est  le  temps. 

L'analogie  entre  les  équations  (i)  et  celles  qui  lient 
entre  eux  sn x,  en x,  dnx  et  leurs  dérivées  est  telle,  que 
Ton  est  tenté  de  poser 

p  =  OLCng{t  —  T), 

q=^sng{t  —  r), 
rz=ydng.(t  —  r), 

a,  P,  7,  g^  T  et  le  modnle  k  désignant  des  constantes  ar- 
bitraires; et  Ton  satisfera  effcclîv<îment  aux  formules  (i) 

si,  observant  que 

cn'jr=:  —  snxtlnxy 

sn'.r  z=  cnx  dnjr, 

dn'  jc  =  —  X'sn^cnjT, 
on  prend 


(«) 


11  =  8 


\/,r- 

BC 

-B)(A- 

-C) 

J 

AC 

V{A- 

-B)(B- 

-C) 

J 

AB 

V  (A- 

-C)(B- 

-C) 
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Ces  formules,  auxquelles  on  est  conduit  ainsi  parla 
méthode  des  coefficients  indéterminés,  fourniront  pour 
a,  (3,  y  des  valeurs  réelles  si  Ton  a  A  >  B  ^  C,  ce  qu'il 
est  toujours  permis  de  supposer. 

Les  trois  arbitraires  de  la  solution  sont  g,  /r,  t.  On 
peut  faire  abstraction  de  la  dernière  t,  et,  en  comptant 
convenablement  le  temps,  poser 

(2)  p  —  dcngt^     q—^sngt,     r  =  yi\ngt. 

Les  formules  (i)  sont  donc  intégrées. 

Mais,  pour  résoudre  complélemeni  le  problème,  il  ne 
suffit  pas  de  counaîlre/7,  9,  r,  il  faut  encore  calculer 
les  valeurs  des  angles  6,  ^ ,  ^,  qui,  dans  les  formules  de 
transformation  de  coordonnées  d'Euler,.  servent  à  définir 
la  position  des  axes  principaux  d'inertie  par  rapport  à 
trois  axes  fixes  passant  au  point  fixe.  On  démontie  dans 
les  Traités  de  Mécanique  que  Ton  a 

o  =  sin  ©  sin  0  — -  H-  cosç-r-j 
^  ^  dt  ^  lit 

.       d'^  .       dO 

(3)  \    «7=  cos®  sinG -7-  —  sin©—* » 
^    '  »    '  ^  de  ^  €lt 

d'à  d-lt 

r=:-i  +  cose-f . 
dt  dt 

Prenons  le  plan  du  maximum  des  aires,  ou  plan  in  va- 
riable,  pour  plan  des  xy.  On  sail  que  A/?,  B<7,  Cr  sont 
les  moments  des  quantités  de  mouvement  relatives  aux 
axes  principaux.  Si  donc  on  désigne  par  G  la  constante 

des  aires  \/^*p*  -H  li^^*  H-  C*/',  on  aura 

A/^=:Gcos(2,A),      Bq  =  Gcos{z,B],      Cr=Gcos(3,  C), 


ou 


bien 


Ap  r=:  G  sin9  sin^, 
(4)  /  Br/ z=  GsinOcoscp, 

Cr^Gcosô. 


(  638  ) 

La  constante  G  est  facile  à  calculer  au  moyen  de  k  et 
de  g.  De  ces  trois  formules  on  lire  0  et  cp;  il  reste  à  cal- 
culer Tangle  ^.  Pour  cela,  entre  les  formules  (3),  éli- 


minons -7-9  nous  aurons 
dt 


/7siD«p  H-  7COS»  =  sinO— - 

at 


ou 


^  sinO 

Éliminons  cf  et  0  de  là,   au  moyen  des  formules  (4)» 
nous  aurons 

ou  enCn 

(5)  A«-cnV+Bp'sn'g.^^ 

Posons,  pour  abréger 

(6)  gt=x', 
nous  aurons  alors 

G   Aa'cn'x-I-  BS'sn'o?    . 

Remplaçons  cn'jr  par  1  —  sn*x,  et  a,  j3,  y  par  leurs 
valeurs  (.a);  nous  aurons 


G       B  — C-4-(A  — Blsn'r       , 

^      g  A(B  — C)-}-C(A  — B)sn'^ 


Posons 


A  B  — C 


et  a  sera  réel,  puisque  sna  est  une  fonction  hnpaire^ 


nous  aurons  alors 

B  — C 


G       A  — B 
ë^  sn'x  —  sn*ûy/  —  I 


ou 


^    sn':r sn^aJ  —  l 

e/+  =  — '—r-^—'  "^^y 

8^    sn'x  —  sn*^v  — ^ 


ce  que  Ton  peut  écrire  *■- 


,0.  ,  G      /*Asn^r  —  Csn-fli/—  I 

(  O  J  ij^  =  — ■       I    : dx 

Désignons  par  F(j:)  la  quantité  placée  sous  le  signe  f^ 
en  sorte  que 

Nous  allons,  pour  pouvoir  intégrer,  décomposer  F (x) 
en  élémenls  simples,  par  la  méthode  de  M.  Hermite* 
Nous  désignerons  par  F  l'intégrale  de 

prise   le    long   d'un    parallélogramme  de  côtés   2R  et 

2Ky —  1  (périodes  de  la  fonction  sn^^r).  Cette  quan- 
tité r  est  indépendante  de  x\  elle  est  égale  à  la  somme 
des  résidus  de  la  fonction  f[z)  pris  à  Tintérieur  du  pa- 
rallélogramme en  question.  Si  l'on  suppose  que  ce  pa- 
rallélogramme contienne  le  point  ir,  le  résidu  relatif  à 
ce  point  sera  F(x],-  quant  aux  résidus  relatifs  aux  autres 

iulinis  a\l —  1  et  —  a\l —  1,  ils  sont  de  la  forme 

11  [asj'^^i  —x)  ' 


(  64o  ) 
multipliée  par  la  limite  de 


(x  —  a\/ —  i)(Asn'.r — Csn*^y/ —  t  ) 


sn'x  —  sn^a^ —  i 


pourx  =  a\/ —  I  j  or  celte  limite  est 

(A  —  C]sn*rtv/—  I  •  f  A  — CUn'ri\(—  \ 

ou 


2snrt  v^ —  i  sn  a^ —  i  2Siiay/ —  i  cnayj —  i  dna^ —  i 

ainsi  donc  on  a 

A  sn'j?  —  Csn'rtv/^^  I 


r  = 


sn^-c  —  sn'tf  v^ —  i 
1  II'l«v/—  I  —x)  (A  — C)sn»/7/II~f 

"T"  ""• 


^\\[a\l —  I  —  x)    snasj —  i  cnt/ y'' —  i  dn«\/ — i 

I  \y  iny/  —  I  -+-^)  (A  —  C)snVv/—  i 


^U(rf^ —  I  -f- j:)   fiïiusj — i  cna  ^ —  idiuiy/ —  i 
ou  bien 


F{x)  =  ^-^- 

'^  X  —  su-  fi  \J —  I 


su 


I     (a  —  C  isiw/y/ —  ï 

^  on  u\f —   I  tlllû  y/ —  I 


X 


Substituant  cette  valeur  clans  (8),  on  a 

Or  iG(A— C)  sn  -7  \/  —  I 

4'=— TT^'^  +  r 


,    ,        ,  ^^^  2       ^AC       cn^v^— I  dri  r/i/  — I 

(•j)       <  /  , \ 

.       ïi  (  .r  —  a  J  —  I  ) 
Xlog-^ T^- 

H(x  H-  f/y/—  I  J 

Celle  formule  se  simpliiie  beaucoup  quand  on  remplace 


(  64i  ) 
G  par  sa  valeur.  On  a 

G'  =  AV  -4-B'7-H-CV> 

=  A»a'cn»jr  -4-  B'P*sn»-r  4-  C'v'dn'a-; 

i]  (ce  qui  est  permis,  puisque  G  est  conslant)  on  fait 
X  =  o,  on  a 

et,  en  remplaçant  a  et  y  par  leurs  valeurs  {a), 

Ci—    »    ABC    A>^>(B--C) -f-CA  — D) 

^^    A-C  (A— B)(B-C)  ' 


d'un  autre  côte,  si,  à  l'aide  de  (7),  on  calcule  en  a  y'  —  i 
et  dnâ  ^ —  1,  et  si  alors  on  forme  la  quantité 

1  G(A  —  C)  snr/ y/—  i 


on  la  trouve,  réductions  faites,  égale  à  -^- ]  il  en  re'suhe 

que  la  formule  (9)  se  réduit  à 

GVx       i/—  I  ,       U(x  —  a)/—  I  ) 
j,  — _.  +  1 log  — .i 

g'AC  2  °  H(jr-h/iv^—  i) 

On  peut  introduire,  comme  Ta  fait  Jacobi,  la  fonction  O 
à  la  place  de  II,  en  observant  qu'à  un  facteur  constant 
pi  es  on  a 

rjrp: 

n(x  — «v^—  i)  =  0(0:  — «v^—  I  —  K.'v/—  0^  ='K' '• 

jl^Hjjt 

H  (ar+ ûv^—  i)=  0*(x-H  ^>/—  I  +  K.'^—  i)t'    =«»* 

Si  donc  on  fait  a  +  K'  =  î^,  on  aura,  en  négligeant  une 
constanle, 

Stirm.  —  ^/î.,  II,  4^ 


i 


(   642    ) 

Rueb,en  modifiant  des  formules  données  par  Legendro, 
(5taît  parvenu  par  une  lout  autre  voie  à  ces  résultats; 
Jacobi  est  allé  plus  loin  en  calculant  encore  les  lignes 
trigononiétriqucs  de  4*  de  manière  à  revenir,  au  moyen 
des  formules  d'Euler,  aux  neuf  cosinus  qui  définissent  la 
position  du  corps.  Indiquons  rapidement  la  marche  qu'il 
a  suivie. 

La  formule- (lo),  en  ayant  égard  à  (6),  devient 

81  Ton  pose 

.       v/—  I ,  •  eix—  Çv/~  1  ^      Gr 

on  aura 

ctij^se  composera  d'une  partie  proportionnelle  au  temps 
(et  Ton  pourra  appeler  la  quantité  n  le  moyen  mouve- 
ment) et  d'une  partie  ^i  dont  nous  allons  calculer  le 
sinus  el  le  cosinus.  On  a 


Y  e(x-çv'-  i) 


). 


et  l'on  en  conclut  facilement  cos({/i  et  sintfi.  Pour  plus 
de  développements,  nous  renverrons  au  Mémoire  de 
Jacobi  inséré  dans  ses  Mathematische  Werhe,  l.  XI, 
p.  iSp,  écrit  en  français. 

MOUVEMENT  DU  PENDULE   CONIQUE. 

Prenons  pour  axe  des  z  la  verticale  descendante  du 
point  de  suspension,  pour  plan  des  xy  le  plan  horizon- 
tal passant  par  le  mêina  point.  Soient  /•  la  longueur  du 


(  643.  ) 
pendule,   6  sa   colaliluclc,  ^  sa  longilucle  :  le  ihéorème 
des  forces  vives  donnera 

et  celui  des  aîrcs 

(.)  r.sin.ô(3)=.. 

a  et  c  sont  deux  constanles  dont  nous  allons  fixer  la 
\alour.  Soient  p»'  :=  ag//©  'a  vitesse  initiale  du  mobile, 
h  sa  hauteur  initiale  au-dessus  du  point  le  plus  basj  en 
faisant  t  =  o  dans  (i),  nous  aurons 

ou 

ighy,  =  2g/i  -h  a  ; 
d'où 

(3)  «r=i2^(//„  — //), 

Désignons  par  fx  Tangle  que  t^o  f^ît  avec  l'horizon .  En 
faisant  ^  =  o,  6  =  0©  dans  (a),  nous  aurons 

mais  rsîn^o  ("T")    ^st  égal  à  t^ocos/ix  et  rsinô©  est  égal  à 


y//*  —  A%  on  a  donc 


(4  )    .         c  =  y^/^  —  h^  Pj  COS |X  =r  y  2 g /i«  (  /''  —  /t'^)  COSfX. 

Maintenant,  entie  (i)  et  (2),  éliminons  ~)  nous  au- 
rons 

r/oy (2^^0080  -f-  /?)  r'sin^ô  —  c' 

r//  y  r  sin^O 

Si  nous  pesons 
(6)  rcosO^z, 


(644  ) 

nous  aurons 

OU,  en  vertu  de  (3)  et  (4)» 

r»  ('^y  =  2g[{z  4-  A,  -  >i)  (r»  -  «»)  -  //,(r»  -  A»)  cos^]. 

Si  Ton  substitue  à  z,  dans  le  second  membre, 
—  00  ,  —  r,  A,  -+-  r,  on  obtient  des  résultats  ayant  pour 
signes  -+-,  — ,  -+-,  — ;  on  peut  donc  poser 

(^)  '^(^)'==-*ff('-«)(«-P)('-7). 

a,  (3,  y  désignant  des  quantités  réelles  dont  deux  sont 
comprises  entre  —  r  et  -♦-  /*,  et  dont  la  troisième  est  né- 
gative et  moindre  que  —  r. 

On  sait  que,  pour  ramener  Téquation  (8)  à  celle  qui 
définit  la  fonction  elliptique,  il  faut  poser  z  =  a  -i-  pu*'^ 
posons  donc 

(6)  «  =:a -|-/?sn'oi>r; 

nous  aurons,  au  lieu  de  (S),  en  écrivant  s  au  Heu  de 
^  0)^  et  en  désignant  par  k  le  module  inconnu  de  sna>/, 

-f-  2/^wV  -f-g'la  —  P)  (a  — 7)=0. 

Cette  formule  aura  lieu,  quel  que  soit  5,  si 


2r' 


—-  WA*  =  Dm 

y(i-f-X^)«^=2a-p-7, 
~w'/?=-(a— p)   (a  — 7), 


(  645) 
En  éliminant  co  par  division,  on  en  tire 


IH-X>        2a  — p— 7         I         (a— p)(a  — y)' 
d'où,  égalant  les  valeurs  de  A*, 

A^'-^(«-P)(«-7). 
2a  —  P  "^  7 

En  résolvant  par  rapport  à  p,  on  trouve  —  (a  —  (3) 
ou  —  (a  —  7):alorsA*  = ^  ou '■*   Pour  que  / 

V  '  '  a  —  7         à  —  p  * 

soit  réel,  il  faudra  que  a  —  [3  et  a  —  y  soient  de  même 
signe,  ce  à  quoi  on  arrivera  en  prenant  pour  a  la  racine 
positive  la  plus  grande.  Enfin,  pour  que  k  soit  moindre 

qucTunilé,  on  prendra;)  =  —  (a  —  p),  A*  = »  et 

a        7 

Ton  supposera  que  y  soit  la  plus  petite  des  racines^ 
alors  ou  aura  • 

^      '  V         2/^  a  —  7 

la  formule  (9)  donne  alors 

z  =  (x  —  (a  —  p)sn>a>r, 

ou  bien 

£=  a  cn'w/ +  psn'wr,  # 

ou,  en  vertu  de  (6), 

(11)  /•cosO  =  acn*»/-4- psn'oi/. 

Maintenant,  la  formule  (2)  donne 

d^  c 

dt       /^sin'ft 
et,  en  vertu  de  (n), 

cdt 


cdt  I  I 


f 


2/*  \r —  a  cn^w^  —  f  «fo'o)^       r -h  aca'&>/  -4-  p  au 


w/y 


(646) 
On  a  donc  enfin 


c   ^  '       r 


/ 


r 


Les  deux  intégrales  qui  figurent  ici  sont  de  seconde 
espèce  5  — (tp  — ,^o)  se  composera  donc  d'un  terme  pro- 
poriionncl  à  <  et  de  termes  périodiques  de  la  forme 

_ ^_.^_— ^  _   • 

Si  donc  on  imprimait  au  pendule  un  mouvement  uni- 
forme de  relation  convenable,  son  mouvement  relatif 
serait  périodique. 
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APPENDICE  AU  TOME  II. 

EXERCICES  SUR  LE  CALCUL  INTÉGRAL. 


QUESTIONS  TIRÉES  DU  RECUEIL  DE  M.  TISSERAND  (1). 

i .   Prouver  que  1  intégrale  / -;; : 

J   b-^x  ^a:(ji: -ha){x-h  c) 


S  ex- 


prime à  l'aide  des  fonctions  logarithmiques  ou  circulaires  lorsque 

2.  Trouver  les  courbes  telles  que  le  segment  intercepté  sur  Ojc 
par  la  tangente  et  la  normale  soit  constant. 

3.  Trouver  une  courbe  telle  que  les  tangentes  de  ses  diamètres 
aux  points  où  ils  rencontrent  la  courbe  soient  toutes  parallèles  à 
une  direction  donnée. 

4.  Ou  bien  aillent  toutes  passer  par  un  point  donné. 

3.  Trouver  les  courbes  telles  que  le  coefficient  angulaire  m  de  la 
tangente  en  un  point  quelconque  et  le  coefficient  angulaire  m'  de  la 
tangente  du  diamètre  au  même  point  soient  liés  par  la  relation 
mm'  =  const. 

6.  Déterminer  la  fonction  /  de  manière  que  les  trajectoires 
obliques  des  courbes  qui  ont  pour  équation  en  coordonnées  polaires 
r  =  C/(0)  s*obtiennent  en  faisant  tourner  les  courbes  proposées 
d'un  certain  angle  autour  du  pôle  (C  est  un  paramètre  variable.) 

7.  Trajectoires  orthogonales  d'une  cycloïde  dont  la  base  se  meut 
parallèlement  à  elle-même,  un  de  ses  points  décrivant  une  droite 
fixe. 

8.  Trouver  les  courbes  égales  à  leurs  développées. 

9.  Trouver  les  courbes  telles  que,  p  désignant  le  rayon  de  cour- 
bure,  V  l'angle  de  la  tangente  et  du   rayon   vecteur,   on  ail 

a 

P  = 


sin'"V 


(')   Recueil  complémentaire   d'Exercices  sur  le  Calcul  infinitésimal, 
par  M.  TisSLRAND.  Paris,  Gauthier-Villars.  ^ 

Sturm.  —  An,,  II.  41. 
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10.  Trouver  les  courbes  telles  que  p  =  /"/(V),  p  et  V  ayant  la 
môme  signification  que  dans  Texercice  précédent,  et  r  désignant  le 
rayon  vecteur. 

11.  Trouver  les  courbes  telles  que  p  =f(r);  application  aux 


a' 


cas  de/(r)  =  At,  ou  —  >  ou  — 


a^ 


12.  On  trace  sur  un  cylindre  de  révolution  une  ligne  dont  la 
première  courbure  est  constante  :  trouver  ce  que  devient  cette 
courbe  quand  on  développe  la  surface  du  cylindre  sur  un  plan. 

13.  Même  question  quand  on  trace  sur  le  cylindre  une  courbe 
dont  le  pian  osculateur  fait  un  angle  constant  avec  la  surface. 

14.  Trouver  les  lignes  de  courbure  de  l'hélicoïde  gauche  à  plan 
directeur. 

m 

lo.  Trouver  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  qui  a  pour 
équation  c-^  =  cosxcosj. 

16.  Trouver  les  lignes  géodosiques  de  l'hélicoïde  gauche  à  plan 
directeur.  . 

17.  Trouver  sur  l'hyperboloïde  à  une  nappe  les  courbes  qui,  en 
chacun  de  leurs  points,  sont  tangentes  à  Tunèdes  bissectrices  des 
angles  formés  par  les  génératrices  rectilignes  qui  passent  en  ce 
point. 

18.  Montrer  que  la  famille  des  surfaces  a  =  '-^  fait  partie  d'un 

système  triple  orthogonal,  et  trouver  les  deux  autres  familles  du 
système. 

19.  Même  question  pour  les  surfaces  a  =  x)z. 

20.  Déterminer  les  fonctions  q  et  4^  de  manière  que  la  famille  des 

surfaces  représentées  par  Féquation  a  =  cp  (s)  tj/  l-j  fasse  partie 

d'un  système  triple  orthogonal  ;  les  fonctions  «p  et  tj^  étant  déter- 
minées, trouver  les  deux  autres  familles  du  système. 


QUESTIONS   PROPOSÉES   AUX   EXAMENS   DE   LICENCE. 

1.  Calculer  l'intégrale 


i 


£2  eos^  jc  -h  //2  sin*  j7 


dx. 
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2.  Calculer  l'intégrale 

'       /       (A2sin2  0cos»4^-+-B«sm«ôsin«4^-+-C»cos«0)    «siner?ec?4; 

on  remarquera  que  c'est  la  mesure  du  volume  d'un  certain  ellipsoïde. 

3.  Démontrer  que  l'on  a 

Intégrer  les  équalions  différentielles  suivantes  : 

G.  ry(n-r'')=(3/'-i)7"«, 

8.  ('^^-^x^)y — xy'^ -i- 'W'^ -^  ^y — x  =  o, 

11.      ~  —  2  ^  -4-  r  =  A^^  +  Bc-^4-Ccosj:  4-Dsinj:. 

dx*  rt.i'2 

dx^       dx^ 

13.  ^7,  —3-7^  -r-iy  =(ax-^  b)e^-hce-^^, 

dx^  dr        ^       ^  '  '  • 

li.     jc3^'"_9.r2j*+37jr/— 64j=[rt4-^L.r-f-c(Ljc)2J.r*. 

15.  Intégrer  l'équation 

rtJ72^'2-h  2J7>(j —  2rt)y — 2j2(^ —  2^)=  0, 

et  chercher  les  solutions  singulières. 
1G.  Montrer  que  l'équation 

^  '  dx'^  dx         ^  ^^  ^ 

où  /2  est  un  nombre  entier,  peut  être  satisfaite  par  un  polynôme, 
et  déduire  de  là  l'intégrale  générale. 

17.  Même  question  pour  l'équation 

d^  Y  dy 

p  étant  entier  et  p  fractionnaire. 
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18.  Étant  donnée  l'équation 

montrer  que  Féquation  privée  de  second  membre  a  une  intégral- 
de  la  forme  e^^,  r  étant  une  constante  qu'ion  déterminera,  et  in 
tégrer  ensuite  l'équation  complète. 
Intégrer  les  systèmes  suivants  d'équations  simultanées 

dy  z  dz  r 


19. 


20. 


21.  <'    , 


dx       {z — j^)»'  dx       {z — y-y 

^+/FV)-3?'(-^)=o, 

_  ^zF{x)^jr.^'{x)=:o', 

d^x 

-j-ç  "4-  5.r  -h  j  =  C0S2/, 


22. 


d^r       ^dr        dz 

-j-4  —  5~-  -h  -7-  -f-l3rH-20  3  =e-^, 

dx^         dt       dx 

d^z        dr       ^dz 

-j-r  4-  -^  -H  3  -j-  -h  ar  -t-  33  =  e 

a.-c*        dv  dx         *^ 


—X 


23.  Déterminer  deux  fonctions  w  et  p  des  variables  indépen- 
dantes Xj  y  telles  que  l'on  ait 

dv  ^={u-\-iv^dx -\-(u-\-{>')dy. 

24.  Trouver  les  intégrales  réelles  du  système  d'équations 

'  dz        dy  _  dv       dz  __  de       dy  _ 

57  ~"  ^  T  '^'     di  ~~  dt  "^^  ^     "dt  ~~  dJ  ~    ' 

25.  Intégrer  l'équation  aux  différentielles  totales 

{x —  ^z)dx  -^-iy—  ^z)dy  -\-{^z  —  ^x  —  5j-+-  i)dz  =  o; 

trouver  le  lieu  des  centres  de  courbure  des  sections  faites  par  un 
plan  quelconque  passant  par  l'origine  dans  les  surfaces  que  repré- 
sente l'intégrale  générale  (  *  ). 


(')  Nous    supposerons  partoul  les  axes   de  coordonnées    rectan^ju- 

laii'v  s. 
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26.  Éliminer  a  entre  les  deux  équations 

2 -l-<p(a)4- '2(.^•* — a)çp'(a)=o, 
j«4-  2[2  -t-  cp(a)]cp'(a)  =  o; 

intégrer  ensuite  l'équation  aux  dérivées  partielles  qu'on  a  obte- 
nue, et  particulariser  son  intégrale  de  manière  qu'elle  représente 
une  surface  passant  par  le  cercle    ' 

27.  Former  et  intégrer  l'équation  aux  dérivées  partielles  dès 
surfaces  engendrées  par  une  droite  qui  rencontre  constamment 
Taxe  des  z  sous  un  angle  déterminé. 

28.  Trouver  la  valeur  de  z  qui  se  réduit  à  zéro  pour  o:  =  «,  et 
satisfait  à  l'équation 

29.  Intégrer  l'équation 


dz 


dz\_ 
^  dx)-~'\ 


ot  disposer  de  là  fonction  qui  figure  dans  l'intégralo  générale  de 
telle  sorte  que,  pour  x  =  i,  on  ait  s  =y. 

30.  Intégrer  l'équation  aux  dérivées  partielles 

d^2  d^z  ^d^z 


.r2 


d^z  d^z  d^z\ 

dz  dz\  ,   ^        . .       l     dz  dz\^ 


l     dz  dz\  ,   ^        ^ ^       l     dz  dz 

en  substituant  k  x  el  x  des  coordonnées  polaires  :  indiquer  le 
mode  de  génération  des  surfaces  représentées  par  l'intégrale  gé- 
nérale. 

31.  Intégrale  complète  de  l'équation  des  surfaces  telles  que  le 
tétraèdre  compris  entre  les  plans  coordonnés  et  un  plan  tangent 
quelconque  ait  un  volume  donné.  Intégrale  singulière  :  lignes  de 
plus  grande  pente  et  ombilics  de  la  surface  représentée  par  cette 
intégrale . 

32.  Éliminer  le  paramètre  a  de  l'équation 

(9.a  —  x)j'^=  x^\ 

trajectoires  orthogonales  des  courbes  représentées  par  cette 
équation. 
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33.  Trouver  une  courbe  plane  telle  que  sa  courbure  en  iin 
point  quelconque  soit  dans  un  rapport  constant  avec  la  courbure 
que  présente  au  point  correspondant  la  transformée  de  la  courbe 
cherchée  par  rayons  vecteurs  réciproques,  le  centre  et  le  module 
d'inversion  étant  donnés. 

34.  Trajectoires  orthogonales  des  courbes  définies  par  l'équation 

(.r2  -V  j')2  =b  C^JTX  =  o. 

.  3.J.  Trajectoires  orthogonales  des  courbes  définies  par  l'équation 

.-tanirO 


tanga 

a  étant  un  paramètre  variable.  Chercher  si  l'aire  comprise  entre 
l'une  dos  courbes  proposées  et  les  rayons  vecteurs  correspondant 

àô  =  aetà6=-^a  une  valeur  finie. 

2 

36.  Trouver  et  construire  une  courbe  plane  telle  que  le  triangle 
ayant  pour  base  l'ordonnée  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  et 
pour  sommet  le  centre  de  courbure  correspondant  ait  une  aire 
constante.  - 

37.  Déterminer  et  construire  une  courbe  plane  telle  que  le 
triangle  qui  a  pour  côtés  la  tangente  et  la  normale  en  un  point  de 
la  courbe,  ainsi  que  la  perpendiculaire  menée  par  le  pôle  au 
rayon  vecteur  du  même  point,  présente  une  aire  constante. 

38.  Trouver  une  courbe  plane  telle  que,  dans  le  quadrilatère 
formé  par  les  axes  coordonnés  (toujours  rectangulaires),  la  tan- 
gente et  la  normale  en  un  point  de  la  courbe,  les  diagonales  se 
coupent  sous  un  angle  constant. 

39.  Trouver  une  courbe  plane  telle  que  la  droite  menée,  dans  une 
direction  donnée,  depuis  le  centra  du  cercle  osculateur  à  la  courbe 
en  un  point  M  jusqu'à  la  tangente  en  M  ait  une  longueur  constante. 

40.  Trouver  une  courbe  plane  telle  que  le  centre  du  cercle 
osculateur  en  l'un  de  ses  points  M  se  projette  sur  le  rayon  vec- 
teur OM  en  un  point  symétrique  de  M  par  rapport  au  pôle  0. 

41.  Trouver  une  courbe  plane  telle  que  la  distance/?  du  pôle  à 
la  tangente  en  un  de  ses  points  M  soit  une  fonction  donnée  du 
rayon  vecteur  r  de  ce   point;  cas  où  cette  fonction  est  de  là 

forme  X  r,  ou  —  >  ou  war.  ou  —  • 

42.  Lieu  des  centres  de  courbure  principaux  :  i*  d'un  ellip- 
soïde, aux  divers  points  d'une  de  ses  sections  principales,  a**  d'un 
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paraboloïde  équilatère,  aux  divers  points  de  l'une  des  génératrices 
guipassent  au  sommet. 

43.  Déterminer,  sur  un  paraboloïde  elliptique,  le  lieu  des 
points  où  la  normale  fait  un  angle  donné  avec  Taxe  do  la  surface  : 
aire  de  la  partie  du  paraboloïde  comprise  à  Tintérieur  de  ce  lieu. 

44.  On  considère  l'enveloppe  des  plans  donnés  par  Féquation 

s  =  a.r4-jF(a)4-Kv/n-a--+-[K(a)l2, 

a  étant  un  paramètre  variable  et  F  une  fonction  donnée,  et  l'on 
demande  de  prouver  que  les  lignes  de  courbure  de  la  surface 
sont  les  génératrices  et  des  courbes  situées  sur  des  sphères  con- 
centriques. 

45.  Lignes  asymptotiques  de  la  surface  zx'^=.  ay^. 

46.  Lignes  asymptotiques  de  la  surface  engendrée  par  une  para- 
bole qui  tourne  autour  de  sa  tangente  au  sommet,  ou  par  une 
droite  horizontale,  animée  d'un  mouvement  hélicoïdal  par  rapport 
1  une  droite  verticale. 

47.  Montrer  que  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  engen- 
drée par  une  droite  qui  glisse  sur  trois  lignes  directrices  peuvent 
se  déterminer  à  l'aide  d'une  simple  quadrature  quand  l'une  des 
directHccs  est  rectiligne  :  si  une  seconde  directrice  est  rectiligne, 
on  sait  effectuer  la  quadrature. 

Trouver  les  trajectoires  orthogonales  : 

48.  Des  génératrices  d'une  surface  gauche  de  révolution; 

49.  Des  paraboles  tracées  sur  un  paraboloïde  donné  et  dans 
des  plans  parallèles; 

50.  Des  cercles  tracés  sur  une  sphère  et  passant  par  deux  points 
Oxes  de  la  sphère. 

51.  Lignes  géodésiques  d'un  cône  droit. 

52.  Trouver  sur  le  cylindre  x"^  =  z  une  courbe  telle  que  la 
tangente  en  un  quelconque  de  ses  points  M  coupe  le  plan  XOV 
au  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  points  de  rencontre  du  plan 
osculateur  en  M  avec  OX  et  OY. 

53.  jÈtant  donnée  la  parabole 

3  =  G,    j  =  .r2, 

par  un  de  ses  points  M  on  mène  untï  droite  MP  parallèle  à  OZ  et 
égale  à  l'aire  comprise  entre  l'arc  de  parabole  OM  et  sa  corde  :  lieu 
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du  point  P;  courbure,  torsion;  montrer  que  le  lieu  est  une  hélice. 

54.  Former  Téquation  générale  des  surfaces  orthogonales  aux 
sphères  qui  touchent  le  plan  XOYàrorigine;  en  déduire  quelques 
systèmes  triplement  orthogonaux. 

r:5.  Surface  de  révolution  telle  que  la  somme  des  rayons  de 
courbure  principaux  en  chaque  point  soit  constante  :  forme  de  la 
méridienne. 

56.  Conoïde  droit  tel  que  ses  lignes  asymptotiques  autres  que 
les  génératrices  se  projettent  sur  le  plan  directeur  suivant  des 
lignes  qui  coupent  les  projections  des  génératrices  sous  un  angle 
donné. 

57.  Surfaces  telles  que  la  portion  de  normale  au  point  M  com- 
prise entre  ce  point  et  le  plan  OXY  soit  égale  à  OM  ;  examiner  le 
cas  où  la  surface  doit  couper  OXY  suivant  une  spirale  r  =  «e'»®. 

58.  Déterminer  une  surface  passant  par  une  droite  donnée  dans 
le  plan  OXY  et  telle  que  le  triangle  dont  les  sommets  sont  :  i*"  To- 
rigine,  2°  le  point  de  rencontre  de  OXY  avec  la  normale  au 
point  M  de  la  surface,  3°  la  projection  de  M  sur  OXY,  ait  une 
aire  constante. 

59.  Former  i'é  juation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  telles 
((u'en  chaque  point  du  plan  XOY  les  tangentes,  aux  projections  des 
deux  lignes  de  courbure  qui  s'y  coupent  soient  également  incli- 
nées sur  OX;  intégrer  cette  équation  en  supposant  z  de  la  forme 
c(x )-+-<]; (7);  déterminer,  dans  ce  cas,  les  lignes  de  courbure. 

60.  Surface  telle  que  le  produit  de  la  distance  de  Torigine  au 
plan  tangent  en  M  par  la  portion  de  normale  en  M  comprise  entre 
ce  pointât  le  plan  des  xj  ait  une  valeur  constante. 

CI.  Étant  données  les  surfaces  représentées  par  les  équations 

'^=tang-,         /x«-hj«  =  ?  (  <5''i  -h  e"^  ), 

montrer  quelle  correspondance  il  faut  établir  entre  chaque  point  de 
la  première  surface  et  un  point  de  la  seconde  pour  que  l'arc  décrit 
par  le  premier  point,  quand  il  se  déplace  d'une  manière  quel- 
conque, soit  égal  à  l'arc  décrit  par  le  point  correspondant  :  en 
deux  points  correspondants  les  rayons  de  courbure  principaux  ont 
môme  produit. 

62.  Déterminer  les  développées  des  courbes  tracées  sur  un  côno 
droit  de  manière  à  couper  les  génératrices  sous  un  angle  constant. 
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63.  Calculer  les  intégrales  suivantes  : 
cosax  (f.v 

0 


f*  cosax  d 

cot  (.r  —  rt  —  /;  v/--~l ) i^-^f 


0 


/     (jr24-2p.r /— I— p2  — a*)-'*,  («  entier  positif). 
6i.  Calculer  l'intégrale 


/: 


dz 


(3-l)«(3«-M) 

prise  le  long  du  cercle  a;*-+- j^  =  2U7  H-  aj. 
65.  Calculer  l'intégrale 


/, 


dz 


—  > 


prise  le  long  du  cercle  dont  l'équation  est 

66.  Soit  ABC  une  circonférence  ayant  1  pour  rayon  et  l'ori- 
gine 0  pour  centre  :  calculer 


r dz_ 

J  \/z^-+^z 


le  long  du  contour  OABCAO  :  au  point  de  départ  On  suppose  le 
radical  égal  à  -+- 1 . 

67.  Étant  donnée  la  relation  2  =  w  -h  e",  sur  quelles  lignes 
doivent  rester  les  points  A  et  B,  affixes  de  z  et  de  «,  pour  que  la 
droite  AB  ait  une  longueur  constante /w?  Trajectoires  orthogonales 
de  ces  lignes  quand  m  varie.  Dans  quelle  région  doit  rester  A 
pour  que  la  valeur  de  u  qui  s'annule  pour  z  =  i  soit  développable 
suivant  les  puissances  entières  de  s  —  i  ? 


FIN    DU   SECOND    VOLUME. 
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